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Abstract

Dette speciale forsagger at belyse karakteren af valideringssituationer i matematik- og fysikundervisningen i stx.
Valideringssituationer er en seerlig type didaktisk situation inden for teorien om didaktiske situationer (TDS).
Validering spiller en seerlig rolle i matematikken, og det er vigtigt, at den er rationelt funderet. For at belyse dette har
jeg observeret undervisningsforlgb i matematik og fysik i en 2. g klasse om differentialligninger og radioaktivitet. For
at kunne identificere og karakterisere valideringen i klasserumsinteraktionerne har jeg brugt TDS som
analyseveerktgj. Mit hovedfokus har vaeret pa matematikken, hvor jeg har set naermere pa en grafisk tilgang til emnet
og set pa matematisk modellering. Fysikforlgbet har jeg brugt til at se pa, om validering af de bagvedliggende
modeller indgar som en del af laboratoriefors@g. Observationerne viste, at valideringen af elevernes udsagn under
tiden ikke foretages ud fra matematikkens logiske rationalitet, og at rationaliteten derfor mistes. Observationerne viste
0gsa, at leerers og elevers syn pa eksperimentelt arbejde i fysik er i konflikt. Det er dog vanskeligt at konkludere noget
entydigt fra forlabene, da jeg kun har haft mulighed for at ga i dybden med fa lektioner og situationer samt kun en
enkelt klasse.
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1. Resumé

Resume

Dette speciale forsgger at belyse karakteren af valideringssituationer i matematik- og fysikunder-
visningen i stx. Valideringssituationer er en szerlig type didaktisk situation inden for teorien om
didaktiske situationer (TDS). Validering spiller en saerlig rolle i matematikken, og det er vigtigt, at
den er rationelt funderet. For at belyse dette har jeg observeret undervisningsforlgb i matematik
og fysik i en 2. g klasse om differentialligninger og radioaktivitet. For at kunne identificere og
karakterisere valideringen i klasserumsinteraktionerne har jeg brugt TDS som analysevaerktgj. Mit
hovedfokus har veeret pa matematikken, hvor jeg har set naermere pa en grafisk tilgang til emnet
og set pa matematisk modellering. Fysikforlgbet har jeg brugt til at se pa, om validering af de
bagvedliggende modeller indgar som en del af laboratorieforsgg. Observationerne viste, at
valideringen af elevernes udsagn under tiden ikke foretages ud fra matematikkens logiske
rationalitet, og at rationaliteten derfor mistes. Observationerne viste ogsa, at lzerers og elevers syn
pa eksperimentelt arbejde i fysik er i konflikt. Det er dog vanskeligt at konkludere noget entydigt
fra forlgbene, da jeg kun har haft mulighed for at ga i dybden med fa lektioner og situationer samt
kun en enkelt klasse.

Abstract

This paper will try to clarify the character of validation situations in mathematics and physics
teaching in stx. A validation situation is a special type of didactical situation in the theory of
didactical situations (TDS). Validation plays a significant role in mathematics, and it is important
that it is based on a rational foundation. To study this | have observed teaching sequences in
mathematics and physics in a 2nd year class where the subject was differential equation and
radioactivity. To identity and characterize the validation in the class room interaction, | have used
TDS as a tool to analyze. My focus has been on the mathematics where | have studied a graphical
approach to the subject and on mathematical modeling. | have used the teaching sequence in
physics to clarify if validation of the models behind the experiment is a part of laboratory work or
not. In some cases the observations showed that validation of the student’s statements is not
based on the logic and rationality from mathematics and hence the rationality is lost. The
observations also showed that there is a conflict between the teacher’s and the students’ views of
the experimental work in the physics class. It is difficult though to make any unambiguous
conclusion from the teaching sequences since | only had opportunity to work in detail with few
lessons and situations and only one class of students.



2. Introduktion

" | need the teacher to tell me if I’'m right or wrong”. Sadan skriver Sierpinska (2007) som overskrift
til sin artikel om, hvorfor elever har en tendens til kun at validere deres arbejde i matematik ud fra
leererens vurdering. | matematik spiller validering en helt szerlig rolle. Alle vurderinger af hypoteser
eller udsagn kan altid bygges pa rationaliteten i matematikken. Derfor bgr man i princippet altid
selv kunne afggre om et udsagn er sandt eller falsk. Det kan naturligvis veere vanskeligt, nar man
har at ggre med viden, som er ny for én, og det er denne situation elever ofte mgder i under-
visningen. Nar man skal foretage sadan en vurdering skal det dog altid ses i sammenhangen med
de foregaende aktiviteter. | undervisningssammenhaeng vil der altid veere et spand. Pa den ene
side bgr eleverne i princippet selv kunne foretage en validering af et udsagn ud fra matematik-
kens rationalitet. P4 den anden side vil der altid vaere en implicit indforstaethed mellem lzerer og
elever, som handler om hvordan og hvor omfangsrigt denne validering skal foretages. Vi kan aldrig
slippe af med denne anden dimension og den hgrer med i undervisningssammenhang. lkke desto
mindre peger citatet pa en foruroligende tendens, nemlig at det rationelle perspektiv mangler i
undervisningen. Hvis validering af elevers udsagn foretages ud fra rationelle regler fra
matematikken, bliver eleverne i hgjere grad inddraget og det bliver mere gennemskueligt i
undervisningen, hvad der foregar. Dette er ogsa klart den mest tilfredsstillende made at validere
pa, og det bgr vi straebe efter. Hvis validering i stedet kun foretages af laereren ud fra laererens
egne regler, mistes rationaliteten, og eleverne vil blot forsgge at sige det, som de tror, laereren
gnsker. Saledes bliver matematikken reduceret til “kontrakt-opgaver”, hvor eleverne mere eller
mindre gaetter det rigtige svar frem for at reesonnere sig frem til det. Et af de overordnede formal
fra leereplanen for matematik A i stx er, at eleverne skal have ”indsigt i matematisk rasonne-
ment". Derfor er det vigtigt at have sa meget rationalitet i valideringssituationerne som muligt.

Jeg vil ud fra et undervisningsforlgb om differentialligninger undersgge, om den ovenforstaende
tendens med manglende rationalitet i validering er herskende i matematikundervisningen i stx.
Inden for de seneste ar har CAS-vaerktgjet vundet stor fremgang i stx. De algebraiske
Igsningsmetoder, man traditionelt har fokuseret pa i undervisningen af differentialligninger, har
derfor mistet meget relevans. Derfor er det nu oplagt at fokusere pa nogle af de mere kvalitative
aspekter af differentialligninger. Jeg vil derfor undersgge hvordan man kan benytte en mere
grafisk tilgang til differentialligninger i forbindelse med validering. Et andet aspekt jeg vil se pa er
matematisk modellering — saerligt i forbindelse til fysik. Netop matematik og fysik er to fag, der
ofte indgadr sammen i tveerfaglige projekter og studieretninger i stx. | leereplanen for matematik A
ser vi ogsa, at der generelt laegges stor veegt pa matematisk anvendelse og modellering. |
forbindelse med matematisk modellering er en meget vigtig del af modelleringsprocessen netop
validering af modellerne. Ud fra undervisningsforlgbet vil jeg derfor se pa i hvor hgj grad validering
indgar i arbejdet med differentialligningsmodeller. Seerligt vil jeg se pa, hvordan fysiske
eksperimenter kan indga som en del af validering af matematiske modeller.



| afsnit 3 redeggr jeg for den didaktiske teori, som danner ramme for specialet og analysen. Dette
afsnit efterfglges med at praesentere den praecise beskrivelse af problematikken i specialet i afsnit
4. For at besvare noget af problemstillingen teoretisk samt for at klarggre problemstillingen
yderligere indeholder afsnit 5 en grundig stofdidaktisk analyse af differentialligninger i gymnasiet.
Afsnittet fungerer ogsa som forberedelse til analysen af observationerne. Det er opdelt i to
hovedafsnit. Den ene del handler om differentialligninger i forhold til forskellige arbejdsrammer,
mens anden del handler om matematisk modellering. Inden for modelleringsdelen beskrives bade
klassiske problematikker med matematisk modellering i naturfagene, matematisk modellering
med differentialligninger, forholdet mellem fysik og matematik i relation til modellering og til sidst
laboratoriegvelser som led i validering af matematiske modeller. | afsnit 6 redeggres for, hvordan
jeg vil benytte de indsamlede data til at besvare problemstillingen. | afsnit 7, 8 og 9 praesenteres sa
de udvalgte situationer fra de observerede forlgb, som er valgt sadan, at de netop belyser
forskellige vinkler af problemstillingen. For hver situation praesenteres bade en a priori og en a
posteriori analyse af situationen. Afsnit 10 runder af med en samlet diskussion af de fire
situationer, og de vigtigste resultater opsummeres i konklusionen i afsnit 11.

Jeg vil gerne sige tak til de to faglerere og 2.x fra Christianshavn Gymnasium for at lade mig
observere undervisningen og lade mig se elevrapporter.

Ogsa tak til professor Carl Winslgw, Institut for Naturfagenes Didaktik pa Kgbenhavns Universitet,
for grundig vejledning i arbejdet med dette speciale.



3. Teori

3.1 Teorien om didaktiske situationer

For at belyse problemstillingen vil jeg benytte Brousseau’s teori om didaktiske situationer i
matematik som analyseveerkt@j (Brousseau, 1997). Det er en omfattende teori, og jeg vil
fremlaegge de elementer i teorien, som er relevant i forhold til analysen. Teorien om didaktiske
situationer vil blive forkortet TDS fremover. Styrken ved at anvende TDS som analysevaerktgj er, at
den indeholder modeller, som giver adgang til at analysere selve undervisningssituationerne i
samspil mellem lzerer, elev og det pagaldende matematikindhold.

En af de grundlaeggende idéer i TDS er, at det ofte ikke er tilstreekkeligt, at leereren blot meddeler
eleverne matematisk viden. Det er ngdvendigt at eleverne personligggr den officielle viden og
derefter feellesggr den. Udgangspunktet er den epistemologiske hypotese, at viden kan og skal
konstrueres i situationer. TDS handler grundlaeggende om undervisningssituationer i matematik. |
denne sammenhang tales om et didaktisk miljg. Et didaktisk milj@ udggr omgivelserne for elevers
leering. Det er typisk etableret af laereren med henblik pa elevernes personligggrelse af viden. Et
didaktisk miljg kan fx besta af en opgave, problemstilling, materielle genstande, instruktioner og
matematiske repraesentationer. Safremt leereren har en intention, om at eleverne skal laere en
konkret tilsigtet matematisk viden, og eleverne har intention om at deltage i undervisningen,
kaldes samspillet mellem lzerer, elever og miljg for en didaktisk situation. Hvis eleverne arbejder
pa egen hand med et didaktisk miljg uden laererens indgriben, siges de at veere i en adidaktisk
situation. | TDS arbejdes med fem forskellige didaktiske situationer, ogsa kaldet faser: Devolution,
handlingssituation, formuleringssituation, valideringssituation og institutionalisering. Disse tjener
til at identificere de vigtigste momenter i samspillet mellem lzrer, elever og fag. Jeg vil kort
beskrive hver af de fem faser:

e Devolution: Det er her et miljg etableres. Laereren introducerer og afklarer en opgave, og
eleverne skal modtage og forsta opgaven. Dette er en didaktisk fase.

e Handlingssituation: Eleverne udforsker miljget uden indgriben fra leereren. Dette er en
adidaktisk situation.

e Formuleringssituation: Elever formulerer hypoteser om problemstillingen, eventuelt i
samspil med laereren. Dette kan bade veere en didaktisk og en adidaktisk situation.

e Valideringssituation: Her foretages en rationel vurdering af elevernes hypoteser. Denne
fase er som regel didaktisk, men kan ogsa vaere adidaktisk.

e nstitutionalisering: Her meddeler lzereren blot den tilsigtede viden direkte til eleverne, og
det er derfor den mest simple form for didaktisk situation.

For hver af faserne kan man uddybe larer og elevers roller, men da dette projekt har fokus pa
valideringssituationer, vil jeg ngjes med at uddybe netop den fase. | valideringssituationer er



elevernes rolle at argumentere og reflektere. Laererens rolle er at lytte, stille uddybende
sporgsmal og at evaluere. Valideringssituationer er som regel didaktiske og miljget vil da vaere
praeget af en styret diskussion. Det er dog ogsa muligt at have adidaktiske valideringssituationer.
En vaesentlig egenskab ved et didaktiske miljg er dets adidaktiske potentiale. Der er adidaktisk
potentiale, hvis en situation indeholder et objektivt miljg, som kan give feedback til eleverne.
Miljget skal altsa give mulighed for, at eleverne selvstandigt kan arbejde med den tilsigtede viden.
Adidaktiske valideringssituationer er en helt saerlig slags valideringssituation, og det er i mange
sammenhange vanskeligt at etablere et miljg, der giver en valideringssituation adidaktisk
potentiale. Et klassisk eksempel pa et miljs, der har adidaktisk potentiale, er Brousseau’s
puslespilssituation, som blandt andet beskrives af Winslgw (2006a). | valideringssituationer
gnskes, at eleverne er inddraget sa meget som muligt. Uanset om valideringen er didaktisk eller
adidaktisk, er det derfor saerdeles vigtigt at have et miljg, der i en vis udstraekning giver feedback
til eleverne.

Som navnt ovenfor udggres et didaktisk miljg af mange forskellige elementer, heriblandt
matematiske repraesentationer. Jeg vil her blot skelne mellem to slags repraesentationer, nemlig
statiske og dynamiske. En statisk repraesentation er en matematisk repraesentation, som ikke
@ndres i Ipbet af de forskellige faser. Modsat er en dynamisk repraesentation en matematisk
repraesentation, som kan andres af lerer eller elever i Igbet af undervisningssituationerne. |
Brousseau’s puslespilssituation er de fysiske puslespilsbrikker et eksempel pa statiske
repraesentationer af nogle geometriske former. Det ses skitseret i figur 3.1.
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Figur 3.1 — Et puslespil (Winslgw, 2006b, s.52)

Samtidig er tabellen i figur 3.2 et eksempel pa en dynamisk repraesentation af forstgrrelses-
funktionen. Den er dynamisk, idet kun det ene felt er udfyldt. Undervejs som tabellen fyldes ud
2&ndres den og elevernes respons til den vil ligeledes sendres.

Sma brikker | 2cm | 4 cm | 5cm | 6 cm | 7cm | 8 cm | 9 cm |
Store brikker | ? | 7cm | | ? | ? | ? | ? |

Figur 3.2 — En tabel over sidelaengderne i puslespillene (Winslgw, 2006b, s.53)



| TDS anskuer man desuden undervisningssituationer som et didaktisk spil. Elevernes arbejde med
det didaktiske miljp udger spillet, og det er sa leererens opgave at udforme og tilpasse det
didaktiske miljg og dets forhindringer, sa eleverne vinder spillet. Det didaktiske spil vindes, nar
eleverne lzrer. For at eleverne kan vinde spillet er det ngdvendigt, at de deltager i spillet og fglger
visse regler, en slags spilleregler. Dette udformer sig i en slags uformel kontrakt mellem laerer og
elever, som vi kalder didaktisk kontrakt.

3.2 Didaktiske kontrakter

Konceptet didaktisk kontrakt har sin oprindelse i eksperimentet om skoledrengen Gaél. Det
beskrives af Brousseau og Warfield (1999) og er et vigtigt element i TDS. Didaktisk kontrakt er en
beskrivelse af forholdet mellem lzerer og elever med hensyn til gensidige forventninger, og
kontrakten er som regel implicit. Gaél var en skoledreng, der udelukkende klarede sig darligt i
matematik. | studierne med Gaél kom det frem, at der er et fundamentalt paradoks i forbindelse
med didaktiske kontrakter. For det fgrste er kontrakten implicit, og den bliver fgrst tydelig, idet
den brydes. For det andet kan den ikke opfyldes, hvis den ikke forsvinder. Det kom frem i studiet
af Gaél, idet hans reaktioner pa de stillede opgaver var preeget af en altoverskyggende vilje til at
gore det, der forventes — og dermed opfylde kontrakten. Der findes adskillige eksempler p3, at
elever tilegner sig den didaktiske kontrakt “sa godt”, at de naermest vaenner sig af med at
reflektere over faglige opgaver.

Man kan beskrive didaktiske kontrakter pa mange forskellige mader. Jeg vil bruge den struktur,
som beskrives af Hersant og Perrin-Glorian (2005). Desuden vil jeg operere med fglgende
tidsenheder og indholdsopdeling: Undervisningsforlgb, lektion, fase, episode. En fase er et en del
af en lektion, som er defineret ved aktivitet eller didaktisk handling. En episode er en ganske lille
interaktion mellem elever eller elev og laerer. Vi skelner mellem fire dimensioner af en didaktisk
kontrakt og tre niveauer. De er opremset nedenfor:

e Dimensioner: D1. Emne
D2. Didaktisk status af viden (gammel/under udvikling/ny)
D3. Karakter af aktuel fase
D4. Fordeling af ansvar i situationen

e Niveauer: N1. Makrokontrakt (relateret til undervisningsforlgb)
N2. Mesokontrakt (relateret til fase og miljg)
N3. Mikrokontrakt (relateret til episode)

Jeg vil kort uddybe de forskellige dimensioner og niveauer. Bemaerk at de fire dimensioner er
gensidigt afhaengige af hinanden. Den fgrste dimension, D1, er det matematiske emne eller
omrade, der undervises i. Det er en dimension i kontrakten, fordi bestemte teknikker og metoder
virker mere naturlige at benytte end andre inden for et bestemt matematisk omrade. Denne



dimension foregar pa et globalt plan og kan ifglge Hersant og Perrin-Glorian (2005) fx veere en
algebraisk eller geometrisk kontrakt. For at beskrive den anden dimension, didaktisk status af
viden, skelner vi mellem tre slags viden. De to yderpunkter er gammel viden og helt ny viden.
Gammel viden er ikke en del af den tilsigtede viden, men viden der allerede er etableret hos
eleverne. Inde i mellem de to er der viden i udvikling. Hersant og Perrin-Glorian (2005) skelner igen
mellem tre slags viden i udvikling: viden der lige er blevet introduceret, viden der er pa vej til at
blive institutionaliseret og viden der allerede er blevet institutionaliseret. Denne dimension
haenger i hgj grad sammen med fordelingen af ansvar mellem lzerer og elever, altsa den fjerde
dimension. Fx giver laerere generelt mere ansvar til eleverne, nar vi har at ggre med gammel viden.
Hermed har vi ogsa beskrevet den fjerde dimension. Den tredje dimension er karakteren af
situationen. Dette er ogsa en dimension i kontrakten, da elever kan genkende laererens
forventning til deres aktivitet ud fra typen af situation. Det kan fx vaere om der er adidaktisk
validering eller ej. Da dimensionerne er gensidige afhangige kan de vaere vanskelige at beskrive,
men den fjerde dimension kan beskrives helt lokalt.

De tre niveauer er relateret til forskellige tidsenheder og didaktiske mal. Makrokontrakten haenger
hovedsageligt sammen med den tilsigtede viden og er relateret til tidsenhederne undervisnings-
forlgb og lektion. Mesokontrakten har at ggre med udfgrelsen af en aktivitet, fx Igsningen af et
problem. Den bestemmes ud fra to dimensioner, nemlig eksistensen af et miljg med potentielt
feedback og didaktisk status af viden, altsa den anden og tredje dimension. Mesokontrakten er
derfor relateret til tidsenheden fase. Mikrokontrakter er relateret til en episode, hvor der
fokuseres pa en matematisk enhed, f.eks. et konkret spgrgsmal i en opgave. Mikrokontrakter
defineres hovedsageligt ud fra fordeling af ansvar mellem elever og lzerer, altsa den fjerde
dimension.

For hvert niveau forbliver nogle dimensioner stabile, men samlet set er de kun stabile pa
mikrokontraktniveau. P8 makrokontraktniveau er kun fa eller ingen dimensioner stabile. Af disse
grunde er makrokontrakten bestemt ud fra mikro- og mesokontrakten. Nar man i en analyse vil
bestemme kontrakten i de forskellige niveauer er det derfor vigtigt, at man starter "nedefra”, altsa
med at se pa mikrokontrakten og pa de helt lokale episoder. En vigtig ting er desuden, at
kontrakten hele tiden er i udvikling i Igbet af undervisningssituationen. Nedenfor ses figur 3.3,
hvor strukturen af den didaktiske kontrakt er illustreret.
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Figur 3.3 — Grafisk illustration af strukturen af den didaktiske kontrakt. (Hersant & Perrin Glorian, 2005, 5.120)

Da analysen af mikrokontrakter er det grundlaeggende i specialets analyseafsnit, vil jeg karak-
terisere to centrale typer af mikrokontrakter i didaktiske spil med kortvarige opgaver.

e Individuel/Kollektiv produktion: Miljget giver feedback, sa eleverne kan validere deres
resultater med lidt hjeelp fra laereren. Det er individuel produktion, nar der kun er 1-2
elever i samspil med laereren, mens kollektiv produktion er nar mange elever deltager i
processen.

e “Agreement” —en slags forhandlingskontrakt: Eleverne kan ikke hente stgtte fra miljget til
at finde den nye viden. Leereren hjzlper derfor eleverne med at komme frem til det rigtige,
selvom eleverne ikke kan se det ud fra deres viden eller fra miljget. Leereren laegger sadan
set mest ordene i elevernes mund, og det bliver dermed en slags “agreement”.

3.2.1 Topaze- og Jourdain-effekten

Som beskrevet ovenfor er den didaktiske kontrakt et paradoks, og der kan vaere uheldige effekter
heraf. Begge effekter opstar ved at laereren for enhver pris vil opfylde sin del af kontrakten. Jeg vil
her navne en effekt, der hyppigt opstar i undervisningssituationer, kaldet Topaze-effekten.
Topaze-effekten opstar, nar leereren mere eller mindre kommer til at foraere svaret til eleven. Det
kan fx vaere, at eleven skal lgse en opgave og at laereren gradvist stiller staerkere og steerkere
ledende spgrgsmal, fordi det gar op for laereren, at eleven ikke har de faglige ressourcer til selv at
Igse opgaven. En anden effekt er Jourdain-effekten, det vil sige at man giver en triviel aktivitet et
videnskabeligt navn. Ofte vil det have at ggre med, at laereren mere eller mindre bevidst
konstaterer en faglig indsigt hos en elev, som egentlig blot fglger anvisningen fra laereren. Et
eksempel er en laboratoriegvelse, hvor en elev ngjagtigt har fulgt en vejledning, og sa konkluderes
det, at eleven har vist eller fundet en naturlov.
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3.3 Forhindringer i undervisningen

Nar man skal foretage en a priori analyse af et forlgb, situation eller episode er der forskellige ting,
man skal tage hgjde for. For det fgrste er det vigtigt altid at naevne eksplicit, hvad den tilsigtede
viden er. Man ma ogsa gere klart i en situation, hvad det objektive miljg er og hvad elevernes
forudseetninger er. Det er ogsa vigtigt at have gjort sig nogle tanker om, hvilke forhindringer
eleverne kan stgde pa. Som forklaret ovenfor er didaktiske situationer et spil, hvor der er visse
forhindringer, og eleverne skal sa overvinde disse forhindringer for at vinde spillet. Jeg vil her
skelne mellem tre slags forhindringer, som beskrives af Artigue (1994).

e Epistemologiske forhindringer
e Kognitive forhindringer
e Didaktiske forhindringer

Epistemologiske forhindringer er relateret til det matematikfaglige og erkendelse af viden. De
epistemologiske forhindringer er altsa bygget ind i et givet stykke viden og er derfor uafhaengige af
eleverne, leereren og undervisningssituationen. Ofte benytter man en matematikhistorisk tilgang
for at identificere sadanne forhindringer. Hvis man historisk set har haft svaert ved at acceptere en
matematisk tankegang eller struktur kan det haange sammen med, at der ligger en epistemologisk
forhindring deri. Et klassisk eksempel er negative tal. Historisk set tog det mange hundrede ar fra
at nogen begyndte at taenke pa dem som tal, indtil de var bredt accepteret blandt matematikere.
Negative tal er en epistemologisk forhindring. Positive tal kan vi keede sammen med mal som fx
vaegt, laengde og pris, men der findes ikke en lighende analogi for de negative tal.

Kognitive forhindringer er relateret til taenkningens psykologi. De vedrgrer derfor den enkelte
elevs kognitive kapacitet. Det kan for eksempel vaere forhindringer pa grund af alder, udviklings-
trin eller andet. Jeg vil ikke komme sa meget ind pa kognitive forhindringer her.

Didaktiske forhindringer er relateret til undervisningen. Disse forhindringer kan stamme fra
leerebgger, undervisningsmetoder, leereren og andre elementer fra uddannelsesorganisationen. Til
at forklare det vil jeg give et eksempel, som Sierpinska (1992) naevner. Det er et eksempel om
funktioner, herunder szerligt i forbindelse med kontinuitet og differentiabilitet.

De farste eksempler pa funktioner som en studerende normalt mgder er kontinuerte
overalt, ikke-differentiable i hgjst et endeligt antal punkter, bygget op af et stykke af en
kurve i den grafiske repraesentation og givet i en enkelt formel. Sadanne sjaeldne funktioner
udgar prototypen pad en funktion i den studerendes tanker. (Sierpinska, 1992, s. 47, egen
overseettelse).

Forhindringen bestar altsa i, at eleven far et forkert overordnet billede af funktioner skabt af
undervisningen. Dette mentale billede af funktioner kan herefter fglge eleven helt op pa
universitetsniveau. Sierpinska (1992) siger videre:



Overbevisningen om at alle funktioner er kontinuerte og differentiable naesten over alt
naevnes ofte som en af de mest serigse misforstdelser... (Sierpinska, 1992, s. 47, egen
overseettelse).

Nar man analyserer undervisning, er det som sagt en god idé at kunne skelne mellem karakteren
af de forskellige forhindringer. Det gaelder szerligt i en a priori analyse. Hvis man laver didaktisk
ingenigrarbejde, som Artigue (1994) laegger op til, er det saerlig vigtigt for at kunne tilretteleegge
undervisningen, sadan at eleverne har mulighed for netop at overvinde disse forhindringer. | dette
projekt er formalet dog mere at analysere et allerede givet undervisningsforlgb. Ogsa her er det
vigtigt at have teenkt de mulige forhindringer igennem for at kunne identificere dem, nar de opstar
i situationerne.

3.4 Rammer og registre

Inden for matematikken har semiotiske repraesentationer en seerlig status, idet vi ikke kan se og
male direkte pa de matematiske objekter (Duval, 2006). Vi har derfor kun adgang til dem gennem
tegn og semiotiske repreesentationer. Derudover er der inden for matematikken utroligt mange
forskellige slags semiotiske repraesentationer. Duval (2006) definerer saledes et register som et
system af semiotiske repraesentationer, hvor det er muligt at foretage en transformation af
repraesentationerne. Det kaldes ogsa i nogle sammenhange for et repraesentationsregister. Nogle
eksempler pa registre er det naturlige sprog, grafisk register, geometrisk register og symbolsk
register. Duval (2006) redeggr for, at der findes to slags transformationer af semiotiske
repraesentationer, nemlig operationer (treatments) og konversioner (conversions). Operationerne
transformerer repreesentationerne inden for et register, mens konversionerne transformerer
repraesentationerne mellem to forskellige registre. Duval (2006) understreger, at konversioner
generelt er komplekse og antyder, at mange elever har svaert ved at foretage konversioner i
mange sammenhange. Vi ser, at repraesentations registre altsa er veldefinerede og afgraensede.
De er nyttige i mange sammenhaenge, fx til at identificere hvilke specifikke konversioner elever
ofte har problemer med. | praksis foregar arbejdet med et matematisk stofomrade dog som regel
ikke sadan, at man kun arbejder i et register af gangen. Ofte blandes forskellige semiotiske
repraesentationer pa tveers af registrene. Vi har derfor behov for en opdeling af arbejdet med et
matematisk stofomrade af en mere kompleks karakter.

Jeg vil derfor preesentere endnu et analysevaerktgj, nemlig settings. Det beskrives af Artigue
(1992). Det defineres oprindeligt pa fransk, hvor ordet er “cadre”. Jeg veelger at oversaette ordet til
"ramme” pa dansk. Dette veerktgj viser sig, at vaere meget nyttig i vores analyse af differential-
ligninger, og er som gnsket en mere kompleks struktur end repraesentationsregistre. | en fodnote
siger Artigue (1992) saledes om rammer:

En ramme er sammensat af objekter fra et matematisk omrdde, relationer mellem disse
objekter, udtryk og mentale billeder associeret med disse objekter og relationer. To rammer



kan indeholde de samme objekter men veere adskilt af mentale billeder og problematikken
(det er typerne af problemer og metoder), som er udviklet omkring disse. (Artigue, 1992,
5.109, egen overseettelse).

Jeg definerer derfor en ramme til at deekke over: En arbejdsform knyttet til formdl og med et
begraenset inventar af repraesentationer fra et matematisk omrdde. Vi ser, at ramme-begrebet
minder om registrene, men det er langt mere kompleks. Fgrst og fremmest er det vigtigt, at en
ramme defineres ud fra et matematisk stofomrade. Registre derimod har samme betydning
uanset det matematiske omrade. Selvom der ogsa arbejdes med et begraenset udvalg af
repreesentationer, er det ikke dem, der udggr rammen. En ramme kan ogsa bestda af
repraesentationer fra flere forskellige registre. Afgraensningen af en ramme bestemmes i hgjere
grad af formalet og arbejdsformen. Med formal mener jeg, at man sgger at besvare en bestemt
slags spgrgsmal. Med arbejdsform menes blandt andet metode, teknikker, mader at rasonnere
mellem repraesentationer og gyldige grunde til validering. Pa denne made har repraesentationerne
forskellig status alt efter, hvilken ramme man arbejder i. | sammenhangen med differential-
ligninger vil jeg se pa tre rammer, som er relevante, nemlig algebraisk, grafisk og numerisk ramme.
For at illustrere rammebegrebet vil jeg praesentere et lille eksempel.

3.4.1 Eksempel: Lgsning af ligninger

Man kan arbejde med Igsning af ligninger i alle de tre rammer, som er naevnt ovenfor. Der findes
utallige slags ligninger, men for simplicitetens skyld, vil vi i alle tre tilfelde ngjes med at se pa
ligninger af formen p(x) = 0, hvor p(x) er et polynomium i variablen x. At Igse en siddan ligning
svarer altsa til at finde rgdderne til polynomiet p(x).

Hvis man Igser ligninger inden for den algebraiske ramme, vil formalet typisk veere at finde
samtlige eksakte rgdder til en given ligning. En typisk arbejdsform er symbolmanipulation og brug
af algebraiske formler. Nogle typiske teknikker og metoder er kvadratets fuldsteendigggrelse og
nulreglen. Nogle af de vigtigste reprasentationer inden for den algebraiske ramme er
symboludtryk og ligninger. Hvis p har grad mindre end eller lig med to, kan vi uden de store
problemer finde alle Igsninger til ligningen. Fra disciplinen algebra ved vi, at man ogsa kan Igse 3.
og 4. gradspolynomier algebraisk. Vi ved dog ogsa, at man generelt ikke kan Igse 5. gradsligninger
algebraiskl. Vi ser altsa, at alene inden for denne gren af ligninger er udvalget af ligninger, som
man kan |gses algebraisk meget begraenset. | gymnasiesammenhaeng vil det sandsynligvis ogsa kun
veere relevant, at man kan Igse 1. og 2. gradsligninger algebraisk, da formlerne og metoderne til at
Igse 3. og 4. gradsligninger er sa indviklede, at man som regel ville finde deres Igsninger inden for
en af de andre rammer. | forhold til 2. gradsligninger ved vi dog, at nogle af Igsningerne kan veere
komplekse. Inden for den algebraiske ramme kan vi godt finde de komplekse rgdder, men det er
ikke sa relevant i gymnasiesammenhang.

! Umulighedsbeviset blev fuldfert forste gang af Abel i 1827 (Katz, 2009).



Inden for den grafiske ramme kan formalet vaere at finde samtlige rgdder, finde nogle af rédderne
eller finde antal reelle rgdder. Den vigtigste reprasentation er grafer, men algebraiske lignings-
udtryk kan ogsa findes inden for denne ramme. | denne ramme vil arbejdsformen ofte haenge
sammen med at finde skaeringspunktet mellem en graf og x-aksen. Dette er ofte en legitim made
at Igse en ligning pa i gymnasiesammenhange. Man kan ogsa se ud fra en graf, hvor mange reelle
og komplekse r@dder polynomiet har, men man kan dog ikke finde de komplekse rgdder. | mange
sammenhange vil man benytte CAS-veerktgjer for at tegne fyldestg@grende grafer og eventuelt
ogsa for at finde skaeringspunkter. Inden for den grafiske ramme er vi nu ikke leengere begraenset
til at se pa polynomier mindre end 5. grad, men kan betragte hvilken som helst grad af polynomiet
p. Rammen dbner altsa op for studiet af en mere fyldestggrelse mangde ligninger.

Ligningslgsning inden for den numeriske ramme har til formadl at finde en eller flere
approksimerede veerdier af rgdderne. Arbejdsformen inden for den numeriske ramme er preget
af algoritmer. Det kan fx vaere ved hjeelp af CAS-veerktgjer, som benyttes i gymnasiet i dag i stor
udstraekning. En vigtig repraesentation her er tabeller, men igen bemaerkes at algebraiske lignings-
udtryk ofte ogsa indgar. CAS-veerktgjerne spiller en ret stor rolle inden for denne ramme, og det
medfgrer bade fordele og ulemper. Fordelene bestar blandt andet i, at man kan Igse mange
komplicerede ligninger. En af ulemperne er, at CAS-vaerktgjets output afhaenger af det input man
giver den. Fx kan det vaere at man kun far oplyst en enkelt rod, selvom der kan vaere mange andre.
Endvidere kan den tekniske syntaks vaere en kognitiv forhindring for eleverne.

3.5 Didaktisk transposition

En del af den eksterne didaktiske transposition er at konstituere et officielt undervisningsfag. Jeg
vil her ggre opmaerksom pa, at vi skelner mellem videnskabsfaget og undervisningsfaget.
Videnskabsfagene matematik og fysik er rimelig ensartede over hele verden. Anderledes er det
med de to undervisningsfag. Selvom videnskabsfagene og undervisningsfagene deler navn, er
undervisningfagene ikke ngdvendigvis direkte afledt eller forbundet med videnskabsfagene. Et
undervisningsfag konstitueres formelt gennem officielle beskrivelser af uddannelserne og deres
bestanddele (Winslgw, 20064, s. 73). Det har blandt andet at ggre med afgransning, identitet og
forhold til andre fag, men ogsa faglige delmal og fx emner. Det er i hgj grad pavirket af politik, men
ogsa af institutioner og traditioner. Undervisningsfagene matematik og fysik er helt forskellige alt
efter om man ser pa folkeskolen, gymnasiet eller andre institutioner. Nar jeg i denne opgave siger
undervisningsfaget i enten matematik og fysik, mener jeg de gymnasielle undervisningsfag. Der er
desuden ogsa store nationale forskelle. Nar jeg senere i den stofdidaktiske analyse taler om fagene
fysik og matematik vil jeg forsgge at fremhave, om der er tale om undervisningsfaget eller
videnskabsfaget.



3.6 Valideringssituationer i fysik i forbindelse med laboratoriegvelser

TDS er en teori som er skabt seerligt til matematikundervisning. Man kan dog godt bruge teorien i
nogen udstraekning i forbindelse med fysikundervisning. Derfor vil vi se pa, hvordan validerings-
situationer kan se ud i fysik. | afsnit 3.1 har jeg forklaret, at valideringssituationer er situationer,
hvor elevernes resultater og hypoteser valideres rationelt. Et eksempel pa en valideringssituation,
der kan opstad i begge fag er fx svaret pa en konkret regneopgave, hvor svaret har en talveerdi.
Dette er en af de mest simple valideringssituationer og de minder meget om hinanden i bade fysik
og matematik. Man kan dog forestille sig, at der kunne opsta valideringssituationer i
fysikundervisningen, som har en anden karakter, end hvad man kan forvente i matematikunder-
visningen.

| de naturvidenskabelige undervisningsfag — herunder ogsa fysik — har man en saerlig arbejdsform,
som ikke findes pa samme made i matematik, nemlig laboratoriearbejde. De typiske formal med
laboratoriearbejde i undervisningen er at styrke elevernes opfattelse af fysiske begreber, udvikle
elevernes praktiske evner, udvikle problem-orienteret aktivitet, gge eleverne interesse, styrke
deres motivation samt at styrke elevernes opfattelse af fysikkens grundlaeggende natur (Lunetta,
1998, s. 249). Laboratoriegvelser kan forega pa mange mader, fx i grupper eller som et demon-
strationsforsgg pa klassen. Lunetta (1998) skriver, at laboratoriearbejde overordnet set kan vaere
karakteriseret pa to mader:

e Verifikation af naturlove og relationer.
e |dentifikation af mgnstre og relationer ud fra induktive aktiviteter.

Vi ser alts3, at eksperimenter er en del af en validering i fysikken. Det praktiske arbejde drejer sig
om at verificere naturlove ved at ga de store videnskabsmaend i fodsporene. Det foregar ofte
saledes, at man forsgger at gentage visse simple handlinger og observationer inden for en snaever
og forud given videnskabelig begrebsramme.

Det kan veere til hjelp i analysen at organisere elevernes arbejde omkring et eksperiment i fire
faser (Lunetta, 1998):

1. Planlaegnings- og designfasen, hvor spgrgsmal formuleres, resultater forudsiges, hypoteser
konstrueres og eksperimentet designes.

2. Udfgrelsesfasen, hvor fremgangsmaden og teknikkerne afggres og gennemfgres, der
observeres og data indsamles.

3. Analyse- og fortolkningsfasen, hvor data behandles og organiseres, relationer identificeres,
der formuleres forelgbige konklusioner, sikkerhed at data undersgges og nye spgrgsmal
formuleres pa baggrund af data.

4. Anvendelsesfasen, hvor der diskuteres raekkevidde og baeredygtighed af konklusioner og
teknikker samt nye hypoteser og forudsigelser om anvendelse formuleres.



Det bemarkes, at disse fire faser er gensidigt afhaengige af hinanden og de forekommer ikke
ngdvendigvis lige efter hinanden.

3.7 Klasserumsdiskurs

Klasserumsdiskurs er den mundtlige og skriftlige kommunikation, som foregar i almindelig klasse-
undervisning. Jeg vil her papege et typisk mgnster i naturfagene og matematik, som ofte opstar i
interaktionen mellem lerer og elever, nemlig den sakaldte triadisk dialog. Den defineres af Lemke
(1990) som et tre-trins-mgnster bestaende af spgrgsmal — svar — evaluering. Spgrgsmalet er fra
leereren, derefter et svar fra en elev, som er udpeget af leereren, og til sidst en kort evaluering fra
lereren med et eventuelt nyt spgrgsmal. Ofte er der nogle forberedelser fra leererens side inden
spgrgsmalet stilles. Det triadiske mgnster giver laereren mange fordele, idet han saetter
dagsordenen og styrer samtalen. Eleverne har derimod ikke sa meget plads til initiativ eller for at
styre samtalen. Formalet vil ofte vaere at na frem til den tilsigtede viden beskrevet i fagsproglig
kode, hvor formuleringen sa vidt muligt kommer fra elverne. Derfor vil leererens spgrgsmal ofte
have til hensigt, at preecisere elevernes formuleringer, og en del af evalueringen vil besta i at rette
og fremme det fagsproglige hos eleverne. Vi bemaerker ogsa, at den triadiske dialog bestar af
ganske korte formulerings- og valideringssituationer. Det vil ofte vaere sadan, at kaeder af sadanne
triadiske dialoger former store dele af klasserumsdiskursen. Leererens udfordring er at sgrge for at
eleverne reelt inddrages pa en sadan made, at de bidrager med faglig information. Hvis dette ikke
er tilfeeldet bliver kaeden af triadiske dialoger blot til en maskeret forelasning, hvor spgrgsmalene
bliver mere eller mindre retoriske. | nogle tilfaelde kan dette give anledning til Jourdain- og Topaze-
effekter. Da dette mgnster er hyppigt, og det samtidigt indeholder sma valideringssituationer, er
det vigtigt at have kendskab til, nar man skal identificere forskellige slags valideringssituationer i
studiet af disse. Der ligger i den triadiske dialog ogsa en vis didaktisk kontrakt, idet eleverne er
indforstdede med, hvordan klasserumsdiskursen foregar.



4. Problemformulering

Hovedformalet er at studere valideringssituationer i matematik- og fysikundervisningen i stx. Jeg
belyser dette ud fra observerede forlgb i de to fag, hvor emnerne differentialligninger og
radioaktivitet behandles.

Vi vil se i afsnit 5.2, at behandlingen af differentialligninger foregar indenfor tre rammer i
matematikundervisningen: Algebraisk, grafisk og numerisk. De tre rammer minder om rammerne,
som blev beskrevet i afsnit 3.4.1. Det jeg saerligt vil undersgge her er:

1. Hvordan kan man benytte den grafiske ramme til at validere hypoteser i den algebraiske
ramme?

2. Hvordan fordeles ansvaret mellem laxereren og eleverne i valideringssituationer i
klasserumsinteraktionerne?

3. Fortages valideringerne i klasserumsinteraktionerne hovedsageligt ud fra det objektive
miljg eller ud fra spilleregler fra kontrakterne?

4. Hovilken rolle har valideringssituationer, specifikt
a) iklasserumsinteraktionerne?
b) iforbindelse med matematisk modellering?

| fysikundervisningen vil jeg seerligt saette fokus pa laboratorieforsgget:

5. Hvilken epistemisk status har det eksperimentelle arbejde for elever og leerere — og indgar
validering af de fysiske love i denne status?

Derudover vil jeg forsgge at sammenligne karakteren af valideringssituationer i de to fag.



5. A priori stofdidaktisk analyse af
differentialligninger i gymnasiet

5.1 Praesentation af differentialligninger: Begreber og definitioner

Generelt kan man sige, at en ordiner differentialligning er en ligning pa formen
F(x,y,y’,y”,...,y("))=0, hvor F er en funktion af x,y,v",y",..,y™ . Her angiver n
differentialligningens orden. Vi vil i denne sammenhang kun se pa tilfeldet, hvor F er en
kontinuert funktion, pa 1. ordens differentialligninger og pa de tilfaelde, hvor det er muligt at
bestemme y' eksplicit, altsa ligninger pa formen y' = F(x,y) . Eksempler pd sadanne
differentialligninger er

=y og D=x+
y'=ky og —=x+y.

Symbolerne y’ og% betegner begge differentialkvotienten. En funktion, der opfylder differential-

ligningen, kaldes en Igsning. Grafen for en Igsning kaldes en Igsningskurve. Til en differentialligning
kan man finde en partikulzer Igsning, der hgrer til en bestemt initialbetingelse, og sa kan man finde
den fuldstaendige Igsning, som udggr samtlige Igsninger. Den fuldsteendige Igsning er ofte en
familie af funktioner. Sa ikke nok med at Igsningen her er en funktion, den fuldstaendige Igsning er
uendeligt mange funktioner. Jeg vil her ggre det klart, hvad jeg mener med en familie af
funktioner.

Termen en familie af funktioner kan forstas pa forskellige mader. Der er ikke en officiel definition,
sa jeg vil naevne to ting, det ofte betyder. En familie af funktioner kan betyde en mangde af
funktioner defineret ud fra samme type funktionsforskrift. Med type mener jeg fx linezre
funktioner, 2. gradspolynomier, sinusfunktioner... osv. Det jeg vil kalde en familie af funktioner er
dog lidt andet. Vi definerer en familie af funktioner ud fra en funktionsforskrift, der inderholder sit
argument og en yderligere parameter. For hver specifik veerdi af parameteren, har vi et medlem af

- 1 .
familien. Et eksempel er f(x) = 3 k - x3 + c,c € R. Her er argumentet eller variablen x, og den

ekstra parameter udggres af konstanten c. Man skriver i nogle tilfaelde f.(x) for at fremhaeve, at
det er c, der udggr den ekstra parameter. Elever kan mgde funktioner af familier i forskellige
sammenhange. Eksemplet her viser, at elever blandt andet mgder familier af funktioner i
forbindelse med bestemmelse af stamfunktioner. Vi ser nemlig, at f(x) = fk - x2 dx. Fra dette
eksempel ser vi desuden, at f(x) udggr den fuldsteendige lgsning til differentialligningen
f'(x) =k-x2.

Jeg vil her praesentere forskellige grupper af differentialligninger inden for 1. ordens differential-
ligninger af formen y’ = F(x,y). Ferst og fremmest vil de fleste af de differentialligninger, som vi



beskaeftiger os med, vaere linezere. De linezere differentialligninger udger en vigtig type. En generel
ordinzer linezer 1. ordens differentialligning er:

y' +a(x)y = b(x).

Her er a(x) og b(x) to funktioner i x. Vi ser kun pa tilfeelde, hvor de er kontinuerte og opfgrer sig
"paent”. Hvis b(x) ikke er nulfunktionen, kaldes ovenforstdende ligning for en inhomogen
differentialligning. Den tilsvarende homogene ligning er

y' +alx)y =0.

| de to ligninger afhaenger konstanten a af x, men vi kan ogsa have linezre 1. ordens differential-
ligninger med konstante koefficienter, nemlig y’ + ay = b, hvor a og b er konstanter.

En differentialligning pa formen

dy
I F(y)

kaldes autonom. Her er F en funktion, og vi ser igen kun pa kontinuerte "paene” funktioner. Denne
gang vil vi dog tillade, at (y) er et ikke-lineaert udtryk, fx et polynomium iy. Hvis F(a) = 0, er
y(x) = afor alle x, og y = aer en lgsning til differentialligningen. En sadan Igsning kaldes
stationeer eller en ligevaegtstilstand. En ligevaegtstilstand y = a kaldes stabil, hvis enhver Igsning
y(x), som kommer tilstreekkelig taet pa a, vil konvergere mod a for x gdende mod uendelig. |
modsat fald kaldes ligeveegtstilstanden ustabil. For en autonom ligning kaldes grafen for
funktionen y’ = F(y) ien (y,y') —talplan for fasediagrammet.

En sidste gruppe differentialligninger, som jeg vil naevne er separable differentialligninger. At de
variable i en differentialligning kan separeres vil sige, at det er muligt at samle alle udtryk i y pa
den ene side og alle udtryk i x pa den anden. Differentialligninger, hvor de variable kan separeres,
er derfor af formen y' = F(x,y), hvor F(x,y) = g(y) + h(x).

Inden for emnet differentialligninger findes flere forskellige slags grafiske repraesentationer af
Igsninger. Jeg vil her kort introducere en af de vigtigste. Saettet bestaende af (x, yo; a) kaldes et
linjeelement, nar det opfattes som et kort linjestykke gennem (x,, y,) med haldningen a. Grafen
for en lgsning f(x) til en differentialligning siges at ga gennem linjeelementet (x,, yo; @), hvis
f(xo) = yo 08 f'(x,) = a. Hvis det er tilfeldet tangerer linjeelementet altsa kurven i det givne
punkt. Ofte tegner man pile pa de sma linjestykker for at angive om haldningen er positiv eller
negativ i det pagaeldende punkt. | figur 4.1 ses et eksempel pa et diagram over linjeelementer. Et
sadan diagramkaldes ogsa for et retningsdiagram.
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Figur 5.1 — Her ses linjeelementer for ligningen y' = x + y.

Til sidst vil jeg navne et meget vigtigt resultat om differentialligninger, nemlig eksistens- og
entydighedssatningen. Jeg vil blot praesentere den for ordinzre 1. ordens differentialligninger pa
formeny’ = F(x,y).

Lad T betegne rektanglet T = [—a,a] X [—b,b], og lad punktet (x,,y,) veere centrum. Lad
endvidere funktionen F ogZ—ivaere kontinuerte i hvert punkt i T. Sa findes et interval, |[x — x| <

h, hvor h < a, og en funktion ¢(x) med fglgende egenskaber:

a) y = ¢(x) erenlgsning til ligningen y' = F(x,y) iintervallet |x — x| < h.

b) lintervallet |x — x,| < h opfylder ¢(x) uligheden |p(x) — yo| < b.

c) ¢(x0) = yo-

d) ¢(x) er entydigiintervallet [x — x| < h pad en sddan made, at det er den eneste funktion,
der opfylder alle egenskaberne fra a), b) og c).

Lgst sagt siger saetningen altsa, at hvis F(x,y) opfgrer sig tilstraekkelig "paent” teet ved punktet
(x0,Y0), sa har differentialligningen y' = F(x,y) en lgsning, som passerer gennem punktet
(x0,Y0), og denne Igsning er entydig teet ved (x,, ¥o). Jeg vil udelade beviset her og henvise til
bogen af Rainville, Bedient & Bedient (1997, s. 246ff).

Jeg vil nu fremlaegge en stofdidaktisk analyse for differentialligninger i det omfang, der er relevant
i denne sammenhang. Til gennemgangen vil jeg bl.a. ggre brug af laerebogen Integralregning og
differentialligninger (Clausen, Printz & Schomacker, 1993). Denne bog bliver brugt som udgangs-
punkt for undervisningen i det observerede forlgb. Jeg vil praesentere to forskellige omrader. Fgrst
vil jeg introducere rammebegrebet i forhold til differentialligninger, og derefter vil jeg se pa
forskellige omrader af modellering, herunder vaekstmodeller, opstilling af differentialligninger
samt se pa et eksempel fra fysik. | gennemgangen vil jeg blandt andet se pa, hvilke
epistemologiske, kognitive og didaktiske forhindringer, der ligger i stoffet.
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5.2 Differentialligninger og rammer

Differentialligninger er radikalt anderledes end alle andre slags ligninger, gymnasieelever tidligere
vil have stgdt pa. Lagsningen er her en familie af funktioner og ikke et tal. En af de afggrende
faktorer er her, at funktioner her skal taeenkes pa som matematiske genstande i sig selv. Derved er
mange af de didaktiske udfordringer i forbindelse med differentialligninger forbundet med
udfordringerne ved funktionsbegrebet. Vi ved fra litteraturen, at funktionsbegrebet som sadan er
et omrade af matematikken, som mange elever har vanskeligheder med (Sierpinska, 1992; Sfard,
1992; Dubinsky & Harel, 1992). Sierpinska (1992) naevner at man overordnet kan have to slags
opfattelser eller mentale billeder af funktionsbegrebet. Sierpinska (1992, s. 29) bruger udtrykket:
"the images we have of functions...” Nar jeg skriver “billede af funktioner” mener jeg dermed
vores opfattelse eller mentale billede, pa samme made som Sierpinska (1992). Den ene made er
ved at teenke pa funktioner som relationer, hvilket fgrer til et statisk billede af funktionsbegrebet.
Felgende eksempel forklarer faanomenet:

Nogle gange er relationen givet ved en ligning, som beskriver betingelserne for hvorndr et
punkt tilhgrer kurven. Hvis kurven allerede er der, sa Igfter ligningen slgret for den allerede
eksisterende relation mellem koordinaterne. Det billede vi har af funktioner her er ”“statisk”
pd en sadan made, at disse “love” ikke er defineret af os, vi laver dem ikke; de bliver i stedet
opdaget af os. (Sierpinska, 1992, s.29, egen overseettelse)

Det statiske billede af funktioner giver anledning til en opfattelse af funktioner som objekter og
genstande i sig selv. Man kan dog ogsa tale om funktioner som processer eller “mappings”, hvilket
ferer til et mere dynamisk billede af funktionsbegrebet. Igen vil jeg illustrere det med et eksempel:

Vi spejler objekter i en eller flere spejle for at opnd harmoniske mgnstre (symmetrier). Vi
gar det: Vi foretager en proces pd objekterne eller maengder af objekter for at opna andre
objekter. Dette giver et mere dynamisk billede af en funktion. (Sierpinska, 1992, s.30)

Denne made at skelne mellem de to opfattelser af funktioner understgttes af bade Sfard (1992) og
Dubinsky & Harel (1992), som ogsa diskuterer betydningen af dette. Sierpinska (1992) naevner, at
man i undervisningssammenhang ofte har valgt at praesentere det dynamiske billede fgrst. Elever
leerer derfor, at funktioner er afbildninger og processer. At taenke pa funktioner som matematiske
genstande hgrer dog ind under det statiske billede af funktioner. Da en af forudseetningerne i at
kunne laese og arbejde med en differentialligning er at taenke pa funktioner som matematiske
genstande, vil det dynamiske billede af funktionsbegrebet udggre en didaktisk forhindring for
eleverne. Overgangen fra at forsta tal som Igsninger til en ligning til at forsta funktioner som
Igsninger til en ligning er derfor ikke triviel for eleverne, som Rasmussen (2001) ogsa naevner.

Ikke nok med, at det i sig selv er en matematisk udfordring bare at lzese en differentialligning og
forsta, hvad den siger, men som beskrevet ovenfor i afsnit 5.1 er der mange begreber i forbindelse
med differentialligninger, som elever skal forholde sig til. Her iblandt er differentialligningens



fuldsteendige lgsning, nemlig at der er uendeligt mange Igsninger. Termen en familie af funktioner
kan vaere en didaktisk forhindring, idet eleverne ikke ngdvendigvis er vant til at arbejde med mere
end én funktion af gangen.

Nar man vil sige noget om Igsningen til en differentialligning, er der forskellige mader at gribe det
an pa. Jeg vil benytte ramme-begrebet, som blev introduceret i afsnit 3.4. De tre rammer, som er
relevante for arbejdet med differentialligninger er ifglge Artigue (1992):

e Algebraisk ramme
e Grafisk ramme
e Numerisk ramme

Artigue (1992) identificerer dog den anden ramme som geometrisk ramme i stedet for grafisk
ramme. Det fremgar desuden af Artigue (1992), at den grafiske og den geometriske ramme ikke er
den samme, men to forskellige rammer. Hun skriver, at lgsninger inden for den geometriske
ramme er retningsdiagrammet for en ligning. Jeg vaelger her at se pa retningsdiagrammet som en
grafisk repraesentation af Igsningen. Endvidere vil jeg karakterisere hver af rammerne og for hver
ramme udpege metoder, problemstillinger samt fordele og ulemper i forhold til Igsning af
differentialligninger. Vi vil kun se pa det indhold, der er relevant for omfanget af observationerne.
Til sidst vil jeg ogsa komme ind pa, hvordan man kan arbejde pa tveers af rammerne, searligt
mellem den grafiske og den algebraiske ramme.

5.2.1 Algebraiske ramme
Artigue (1992) karakteriserer den algebraiske ramme saledes:

... hvor Igsninger er udtrykt ved hjeelp af eksakte algebraiske formler, eksplicit eller implicit,
raekkeudviklinger, integraludtryk,... (Artigur, 1992, s. 112, egen overseettelse)

Formalet inden for denne ramme er, at man vil finde den eksakte Igsning til en differentialligning
og den fuldstaendige Igsning hvis muligt. De vigtigste repraesentationer man arbejder med her er
selve den algebraiske differentialligning, funktionsforskriften for lgsningerne og andre symbol-
udtryk. Man raesonnerer og arbejder inden for denne ramme ved at udfgre algebraiske regne-
operationer, fx differentiere og integrere. En af de vigtigste Igsningsmetoder i gymnasiet er
separation af de variable. Denne vender jeg tilbage til nedenfor. Idet man sgger at finde den
eksakte lgsning — eksplicit eller implicit — bliver arbejdet inden for denne ramme af en formel
karakter. Ofte kaldes Igsningen inden for denne ramme for den formelle Igsning.

Den algebraiske ramme har traditionelt vaeret den, man i undervisningssammenhang har
fokuseret mest pa. Artigue (1994) papeger at dette er tilfaeldet i Frankrig. Vi ser, at det ogsa er et
gennemgaende traek i de tre leerebgger. Selvom det er tilfredsstillende, at man i mange tilfeelde
kan Igse en differentialligning eksplicit og veere i stand til at gennemanalyse Igsningen inden for



denne ramme, er der dog nogle store ulemper ved at fokusere alt for meget pa denne ramme. En
af de store problemstillinger belyses af Artigue (1994):

Undervisning rettet imod franske bachelorstuderende var (og er hovedsageligt stadig)
fokuseret pd algebraisk Idsning med en empirisk tilgang, der er karakteristisk for den
begyndende udvikling af teorien. Dette er et stabilt objekt, der er levende og velfungerende
i undervisningssystemet, men det leder studerende hen imod et snaeversynet og i nogle
tilfeelde fejlagtigt billede af dette omrdde. For eksempel er de fleste studerende overbevist
om, at der eksisterer en opskrift, som tillader den eksakte algebraiske integration af enhver
type differentialligning (siden de aldrig st@der pd andre), og at det eneste mdl med
forskning er at fuldende den eksisterende opskriftsbog. (Artigue, 1994, s.31, egen
overseettelse).

En af de helt store ulemper er altsa, at kun ganske fa slags differentialligninger kan Igses helt
eksakt og langt de fleste differentialligninger, som man mgder i anvendt matematik, er ikke pa en
sadan form. Hvis man fokuserer alt for ensidigt pa denne tilgang, vil man derfor fa et for snaevert
billede af, hvad differentialligninger er. Elever vil derfor have tendens til at tro, at alle differential-
ligninger er pa sadan en form, hvilket slet ikke er tilfaeldet. Der er ogsa risiko for, at det
algebraiske arbejde med differentialligningerne kommer til at drukne i symbolmanipulation, og at
man dermed mister fokus fra de grundlaeggende problemstillinger ved differentialligninger. Jeg vil
praesentere en af de vigtigste standardmetoder for gymnasiematematik, som hegrer til i den
algebraiske ramme.

5.2.1.1 Metode: Separation af de variable
Denne metode er omdrejningspunktet i de indledende afsnit om differentialligninger i lzerebogen
af Clausen et al. (1993). Seetningen, som den er formuleret i lerebogen lyder:

Saetning: Antag, at funktionen g(y) er defineret i et interval J, hvor den er kontinuert og
forskellig fra 0, samt at h(x) er defineret i et interval I, hvor den er kontinuert. Den
fuldstzendige Igsning til differentialligningen

dy
- = h
1 = 9Oh)
er da implicit givet ved ligningen

Gly)=H(x)+c, cE€ER,

hvor G(y) og H(x) er stamfunktioner til henholdsvis ﬁy) og h(x).

Figur 5.2 — Szetning om separation af de variable fra lerebogen. (Clausen et al. (1993), side 67-68).



Nar man skal benytte separation af de variable, bruger man som regel ikke saetningen direkte.
Seetningen fungerer mest som et bevis for at metoden er gyldig og virker. Jeg vil derfor praesentere

selve metoden til at Igse en differentialligning pa formen Z—i = g(y)h(x) med et eksempel.

EKSEMPEL 72: | ligningen

dy  2xy
dx 1+ x2

kan de variable separeres. For y > 0 er g(y) = y positiv og kontinuert, og for x € R er

h(x) = 132 kontinuert. For x € R og y > 0 finder vi
dy  2xy
dx 1+ x2
1 dv = 2x d
y Y 1y 2™

J‘ld _j‘ Zxd
yy_ T+x2

In(y) =m(1+x*)+c¢;, ¢ €ER
y = eln(1+x2)+01, ¢ €R

y=c-(1+x?), c=e€R,.

Figur 5.3 — Eksempel pa hvordan metoden separation af de variable virker. (Clausen et al. (1993), s. 69).

| eksemplet laegger vi maerke til flere ting angaende metoden. Vi ser, at det essentielle i metoden
er at kunne bestemme stamfunktioner. Fgrst findes den implicitte Igsning ved hjalp af
stamfunktionsbestemmelse, og derefter findes den eksplicitte funktion, hvilket foregar i stgrre
eller mindre grad ved symbolmanipulation. Som en del af metoden splitter man desuden

. . . d . .
differentialkvotienten d—z op, som om det var en brgk med tzeller og navner. Det er ikke en gyldig

matematisk tankegang, men det benyttes for bedre at kunne huske metoden og fordi seetningen
siger, at “det virker”. Dette kommenteres ogsa af Clausen et al. (1993). Denne tvetydighed kan dog
veere med til at forvirre elevernes opfattelse af differentialkvotienter. For overhovedet at kunne
benytte satningen, skal man desuden tjekke om funktionerne g(y) og h(x) er kontinuerte pa
intervallerne I ogJ. | eksemplet ovenfor er ] = ]0,o[ og I = R. Eleverne skal derfor ogsa have
kendskab til kontinuitetsbegrebet og veere i stand til at afggre om en funktion er kontinuert eller
ej.



Metoden benyttes primaert til at fuldfgre beviserne for nogle typiske differentialligninger, som vi
vil se i senere afsnit, og desuden fungerer den som metode til at Igse andre differentialligninger,
der kan separeres. Clausen et al. (1993) laegger op til at dette er en af de vigtigste metoder inden
for Igsning af differentialligninger i gymnasiesammenhang. Det kan dog diskuteres, hvor vigtig
den egentlig er overordnet set. Inden for den algebraiske ramme for 1. ordens differentialligninger
har den en rimelig stor rolle, men gar man til mere generelle differentialligninger er metoden ikke
tilstreekkelig. De beviser metoden er med til fuldfgre er dog meget centrale i forhold til de opgaver
gymnasieelever mgder. Som naevnt ovenfor, sa kan en overfokusering pa den algebraiske ramme
og metoden separation af de variable fgre til, at elevernes opfattelse af en differentialligning blive
sadan, at den altid er pa en form, som kan Igses ved denne metode.

5.2.2 Grafisk ramme

Som naevnt ovenfor har jeg valgt, at sige, at man kan se pa en differentiallignings Igsning inden for
en grafisk ramme, hvorimod Artigue (1992) ser det som en geometrisk ramme. Artigue definerer
den geometriske ramme saledes:

... hvor ambitionen er at karakterisere hele maengden af Igsningskurver fra et topologisk
synspunkt, det vil sige retningsdiagrammet for ligningen. SGddan en Igsning bliver ofte kaldt
en kvalitativ Igsning. (Artigue, 1992, s.112, egen oversaettelse).

Artigue (1992) siger altsa, at formalet er at finde en kvalitativ Igsning i form af linjeelementerne,
da de karakteriserer de samtlige Igsningskurver. Linjeelementer er altsa den centrale
repraesentation her. | det jeg har kaldt den grafiske ramme, har linjeelementerne som
repraesentation for Igsningerne ogsa en helt szerlig rolle. Formalet er det samme, altsa at finde en
kvalitativ I@sning. Jeg har blot valgt at kalde det for en grafisk ramme, da jeg gnsker at fremhaeve,
at det er de grafiske repraesentationsformer, der benyttes til at finde den kvalitative lgsning. Ud
over linjeelementer er grafer for en eller flere Igsninger en reprasentation, som benyttes inden
for denne ramme. Ogsa fasediagrammet for en autonom differentialligning er et eksempel pa en
grafisk repraesentation af veeksten for en Igsning. Inden for emnet differentialligninger kan man
finde utallige grafiske repraesentationsformer, og de har altsda en seerlig status i den grafiske
ramme. Arbejdsformen indenfor denne ramme er at konstruere diverse grafiske repraesentationer
og bruge dem til at foretage en kvalitativ analyse. Den store fordel ved at arbejde inden for den
grafiske ramme er, at man kan fa information om Igsningerne til en differentialligning uden at
have fundet den eksakte lgsning. Alle typer differentialligninger pa formen y’ = F(x,y) kan
studeres grafisk, sa man har mulighed for at arbejde med en langt stgrre maengde differential-
ligninger end i den algebraiske ramme.

Linjeelementer er en helt serlig stgrrelse, som kun eksisterer i forbindelse med differential-
ligninger. Elever vil derfor ikke have mgdt linjeelementer f@r i andre matematiske sammenhaenge,
og man ma derfor forvente, at eleverne skal have en vis tilveenningsperiode med hensyn til
linjeelementer. Man kan forestille sig mange forhindringer, som eleverne kunne have i forbindelse



med brugen og betydningen af linjeelementer. De sma linjestykker repraesenterer som tidligere
forklaret tangenthaldningen for en Igsning gennem dette punkt. Givet et retningsdiagram kan
man misforsta brugen af den pa flere mader. Man kunne fx tro at en Igsning skal fglge de sma
linjestykker, og at man kan finde en Igsning ved at lade linjestykkerne indga som en del af en
lgsning. | laerebogen af Clausen et al. (1993) introduceres linjeelementer tidligt i forlgbet som et
redskab til at kunne danne sig et indtryk af Igsningskurverne. Det illustreres med et ganske kort
eksempel, og sa navnes et computerprogram ved navn MultiDiff, som kan tegne linjeelementer.
Efter denne korte introduktion er det dog sldende, at hverken linjeelementer eller programmet
MultiDiff ikke naevnes i resten af laerebogen. | lerebogen MAT A3 af Carstensen, Frandsen &
Studsgaard (2007) defineres linjeelementerne ogsa. Her demonstreres et enkelt eksempel, men
herefter bruges linjeelementer heller ikke i resten af denne leerebog. Den samme tendens ses ogsa
i lerebogen af Nielsen & Fogh (2011), hvor linjeelementer kun naevnes en enkelt gang i en lille
note. Disse ting afspejler den traditionelle tendens i undervisningen, nemlig at den grafiske ramme
ikke er seerlig godt integreret. Den kvalitative Igsning spiller tilsyneladende en meget lille rolle.
Dette ses blandt andet ogsa i de skriftlige eksamensopgaver. Jeg har set pa fem tilfeeldige
eksamenssaet for matematik A i stx, der stammer fra de sidste tre ar. | to af saettene er der en
opgave om differentialligninger i prgven uden hjaelpemidler. | de fire saet indgar en enkelt opgave
om differentialligninger i pregven med hjzlpemidler og i et enkelt eksamensseet er der to opgaver.
Overordnet set foregar naesten alle opgaverne inden for den algebraiske ramme. Ingen af
opgaverne inddrager linjeelementer og kun 2 ud af 14 delspgrgsmal beder om en skitse af grafen
for en given Igsning. Dette er de eneste spgrgsmal, der inddrager en grafisk reprasentation af en
Igsning. Den ene af de eksamensopgaver ses i figuren nedenfor:

Opgave 11 Fra et ror lober forurenet vand ned 1 en tende med vand. Med i

C(t) betegnes koncentrationen (malt 1 ppm) af det

forurenende stof 1 tenden til tidspunktet 7 (malt 1 minutter). // / [ ’ , l H\\\

I en model antages det, at C(7) er en losning til ( ( { r ' | l ‘ ) H\

differentialligningen \\ \\ \ ' ‘ , ) , / }
%:0\4—0.02-(“. \\\\\HH///

Det oplyses, at C(0)=0.
a) Bestem en forskrift for C(7).

b) Skiatsér grafen for C(f), og bestem det tidspunkt, hvor koncentrationen af det
forurenende stof 1 tenden er 10 ppm.

c) Bestem C’(15). og giv en fortolkning af dette tal.

Figur 5.4 — Opgave fra eksamenssaet matematik A, stx, December 2011 (Eksamensaet, udateret).
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| opgaven far vi givet en lineser autonom differentialligning. | delspgrgsmal a skal man finde
Igsningen med en given initialbetingelse. Denne opgave foregar inden for den algebraiske ramme,
da formalet er at bestemme den eksakte Igsning. Dette er den opgavetype, der optraeder hyppigst
i de opgaver, jeg har set pa. Den optreeder i samtlige opgaver fra prgven med hjxelpemidler. |
delspgrgsmal b) skal man blandt andet skitsere grafen for den Igsning, man fandt i a). Selvom
Igsningskurver er en del af den grafiske ramme, er formalet med opgaven dog ikke at finde en
kvalitativ Igsning. Den grafiske rammes rolle i opgaven er sdledes meget begranset, og man kan
diskutere om arbejdet med grafen overhovedet foregar inden for den grafiske ramme. Resten af
spgrgsmalene har heller ikke noget med den grafiske ramme at ggre. ~

Inden for de sidste 20 ar har der i litteraturen vaeret stor fokus pa, hvordan man integrerer den
grafiske ramme af differentialligninger i stgrre grad i undervisningen. Dette ses bl.a. hos Artigue
(1992), Artigue (1994) og Rasmussen (2001). Begrundelserne for at det er vigtigt, at have den
grafiske ramme med, er at eleverne kan fa et mere nuanceret mentalt billede af differential-
ligninger, sa man undgar de uheldige konsekvenser, som navnes i afsnittet ovenfor om den
algebraiske ramme. Integreringen af den grafiske ramme er inden for de senere ar dog blevet
meget mere tilgaengelig med udviklingen af de mange CAS -veerktgjer i gymnasiesammenhang.
Jeg vil her fremhave programmet MAPLE, som benyttes i undervisningen i den klasse, hvor mine
observationer foregik. | programmet MAPLE kan man let og hurtigt lave overskuelige retnings-
diagrammer. Udstyret med with(DEtools) far vi, at kommandoen

DEplot(y'(x) =y(x)-(2 — 1- y(x)), y(x),x=-5..5,y=-5.5, arrows
= medium)

producerer figur 5.5 til venstre. Fgr CAS-veerktgjernes
indtog var det en tidskreevende og besveerlig proces, at
tegne linjeelementer, da det foregik i handen. Et sadant

handtegnet diagram er heller ikke ngdvendigvis szerligt
overskueligt, og dermed ikke sa brugbart til at se de store
linjer i Igsningerne. MAPLE har dog bade fordele og
ulemper. Som det ses i kommandolinjen indgar forskellige

}
b
!
bl
444
14
4

selv bestemme rammerne for vinduet. | eksemplet
Figur 5.5 — Linjeelementerne til defineres bade x-aksen og y-aksen til [—5,5]. Desuden kan
differentialligningen ' = y(2 — 1), man veelge, hvilken stgrrelse linjeelementer skal have med

parametre i de input, man giver programmet. Fx skal man

— o
e a—
—— e o
g o

tegnet i MAPLE. . . .
kommandoen arrows = medium. Der er ogsa andre input,

der definerer den pagaldende differentialligning. Dette er alt sammen parametre i programmet,
som kan varieres, og disse er altsa tekniske eller grafiske parametre. Pd den ene side er det en
fordel at kunne kontrollere alle de grafiske parametre, men pa den anden side, bliver det mere og
mere teknisk. Jo mere indviklet syntaksen bliver, og jo flere tekniske parametre i programmet man
skal kontrollere, jo mindre tilgaengeligt bliver programmet ogsa for eleverne. Dette er et aspekt,



som man ikke ma glemme, nar man har at ggre med instrumenterede teknikker. Der er dog ogsa
nogle andre parametre i denne sammenhang, nemlig i selve differentialligningen. | figur 5.5 har vi
linjeelementerne for en logistisk ligning, y' = y(b —ay), hvora =10gb = 2. Her eraogh
parametre, som kan varieres, hvis man gnsker at studere den logistiske ligning. | MAPLE kan man
fx @ndre veerdierne af a og b og med det samme se, hvad forskellen er pa linjeelementerne. Man
kan altsa spare en masse tid med CAS-vaerktgjerne. Hvis man for eksempel szetter a = % i stedet
for 1, far man retningsdiagrammet, som ses i figur 5.6.

TR ST AR AR R O
R N TN s W TR S TR R T
a—&a—ea—ca—ca—a-—a-—ea—ba—a-‘—ca—e-—e-—e-—b-—eu—eu—ea—e--—u-—o
FTPJERTJ PR PR R Rp
FAAAFARRAFIA AP IR RS
TN NEE SNV NN NN NN
N Yy
b o R e B
AR PR TR SR AHAD T AR SRS
BB BB BN |0
M e S T S S M T N e e M R e
AN A AN NN AN NN A NN
R R R E R IEE R EE R R
EEEEEEREEEREEEEEEE
I TR T A A AR T A AR A A
E R bRl HER BRI T St d
O T T T T T T O
R  IEEEEE R,
STt TR R IR AR R
I T S T T R B T S A R U A
Figur 5.6 - Linjeelementerne til differentialligningen y' = y(2 — % - y), tegnet i MAPLE

Vi ser nu, at den gverste asymptote er flyttet til y = 4. Ved at fortsaette med at &endre pa
variablerne a og b, kan man komme frem til en hypotese om hvordan asymptoterne haenger
sammen med parametrene a og b. Pa denne made kan et sadant retningsdiagram bruges i
undervisningen som en dynamisk repraesentation af linjeelementerne. Dynamiske
repraesentationer er beskrevet i afsnit 3.1. | MAPLE er det ogsa muligt at indtegne mulige
l@sningskurver, altsa grafer for lgsningsfunktioner med givne initialbetingelser. Dette er illustreret
for retningsdiagrammet fra figur 5.5.

Figur 5.7 — Linjeelementer og Igsningskurver med givne initialbetingelser for y' = y(2 — y), tegnet i MAPLE.
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5.2.2.1 Autonome differentialligninger: y' = F(y).
For autonome differentialligninger kan man benytte fasediagrammer til at identificere stabile og

ustabile ligevaegtstilstande. For en Igsning y(x) til det autonome system Z—z = F(y) vil punkterne

(y(x),y'(x)) bevaege sig pa fasediagrammet, nar x sendrer sig. F(y)’s skaeringer med y-aksen er
ligevaegtstilstande. For en ligeveaegt y(x) = b; F(b) = 0 ses af fasediagrammet, at (forudsat F(y)
er tilstraekkelig "paen”):

e F'(b) < 0: Stabil ligevaegtstilstand.
e F'(b) > 0: Ustabil ligevaegtstilstand.
e F'(b) = 0: Ingen konklusion.

Y A

l\
\ 4

7 B [y

Figur 5.8 - Eksempel pé fasediagram for tilfeeldig autonom differentialligning. Pilene viser om vaeksten y’ er stigende
eller aftagende. (Nielsen & Salomonsen, 2006, s. 158).

| fasediagrammet ligger endnu en didaktisk forhindring. Eleverne har hidtil i deres undervisning
stort set kun mgdt grafer, hvor en funktion y afbildes som funktion af x. Man kan argumentere
for, at vi blot har omdgbt variablerne, sadan at x er blevet til y og y er navngivet som y' = F(y).
Det springende punkt er fortolkningen af grafen, idet x stadig ikke er ude af billedet. y, som i
fasediagrammet udggr den nye definitionsmaengde, er ikke blot et interval af reelle tal, men hver
y-veerdi er en funktionsveerdi, som afhaenger af x. Man ser typisk pa fasediagrammet sammen
med grafen over lgsningerne eller linjeelementerne og man gnsker at sige noget om Igsningen
y(x) ud fra fasediagrammet. Dette kan altsa veere en yderligere didaktisk forhindring for eleverne.

Vi vil her definere, hvad et Igsningsomrade dakker over. Dette er ikke en alment defineret term,
men den bruges i den observerede undervisning, sa jeg vil derfor definere, hvad det daekker over.
Fgrst og fremmest kan man ikke definere Igsningsomrader for vilkarlige differentialligninger. Jeg

vil her se pa specialtilfaeldet, hvor vi har en autonom differentialligning pa formen Z—z = F(y), hvor

F er en kontinuert funktion. Lad Ny betegne alle F’s nulpunkter, altsd N = {y € R|F(y) = 0}. Ud
fra nulpunkterne kan man opdele planen vertikalt i strimler. Vi definerer sa Igsningsomraderne til
at veere strimlerne samt de forskellige nulpunkter. Til at illustrere det vil jeg bruge eksemplet fra
figur 5.5. | eksemplet er differentialligningen y’ = y(2 — y). Her er N = {0,2}. Disse nulpunkter



markerer skellet mellem strimlerne, sa planen opdeles vertikalt i strimlerne y < 0,0 <y < 2 og
y > 2. Lgsningsomraderne er derfory <0,y =0,0<y <2,y =20gy > 2. Der er altsa fem
lgsningsomrader i dette tilfeelde. Omraderne er illustreret pa figur 4.8. Man kunne ogsa beskrive
lgsningsomrader pa andre mader. Vi ser for eksempel, at alle Igsninger inden for et
lgsningsomrade har samme fortegn pa den afledte eller har en afledt, der er konstant lig med nul.

57y
>2
y 3
O<y<2 1 4
- » X
-5 -3 -1 4 1 3 5
y<o0
-3
-5

Figur 5.8 — Lgsningsomraderne for y' = y(2 — y): De tre strimler samt y = 0 og y = 2. Tegnet i Excel.

For autonome differentialligninger ser vi, at den grafiske ramme teoretisk set ogsa kan benyttes til
at validere hypoteser. Fasediagrammet kan bruges til validere hypoteser om vaeksten af en lgsning
eller om stabile og ustabile ligeveegtstilstande. Lgsningskurver og linjeelementer kan benyttes til at
validere hypoteser om lgsningsomrader og Igsningers asymptotiske opfgrsel.

5.2.3 Numerisk ramme
Artigue beskriver den numeriske ramme saledes:

... hvor Igsningerne er udtrykt ved hjeelp af numerisk approksimerede veerdier, ...
(Artigue, 1992, s.112, egen oversaettelse).

Indenfor den numeriske ramme er formalet altsa at finde Igsninger, som er udtrykt ved numerisk
approksimerede veaerdier. Arbejdsformen er typisk nogle algoritmer. Ved arbejdet med disse
algoritmer benyttes repraesentationer fra mange registre heriblandt tabeller, algebraiske udtryk og
grafer.

Clausen et al. (1993) har et kapitel om numeriske |gsninger, der hovedsageligt handler om Eulers
metode og Runge-Kutta metoder. Disse metoder giver dog ogsa anledning til nogle af de vigtigste
algoritmer. Jeg vil dog ikke ga i detaljer med teorien om disse metoder her, da detaljerne i
algoritmerne ikke er noget vi skal bruge i analysen i dette projekt. Nu om dage har CAS-
veerktgjerne dog gjort deres indtog i gymnasiematematikken, og mange af disse kan lgse
differentialligninger numerisk. Her er det blot CAS-vaerktgjerne, der udfgrer algoritmerne for os.



Lerebggerne af Carstensen et al. (2007) og Nielsen & Fogh (2011) inddrager ingen numeriske
metoder, men de inddrager dog en del brug af CAS-vaerktgj, som kan benyttes i numeriske
lgsninger. Dette leegges der dog ikke op til i de to leerebgger. Den numeriske ramme er vigtig fordi
den saetter fokus pa, at langt de fleste differentialligninger ikke kan Igses eksakt. Dertil far man
med de computerbaserede Igsninger mulighed for at studere mere varierede typer af differential-
ligninger end blot de, der kan lgses eksakt. Den numeriske ramme er derfor sezerlig vigtig i
modellerings- og anvendelsessammenhaenge.

5.2.4 Rammer i forhold til undervisningsfaget matematik

Vi har nu set pa, hvordan man kan arbejde i tre forskellige rammer med differentialligninger alt
efter, hvilket formal man har. | denne opgave vil jeg dog ikke fokusere sa meget pa den numeriske
ramme, men mere pa samspillet mellem den grafiske og den algebraiske ramme.

Som tidligere beskrevet i afsnit 5.2.2 har man traditionelt og historisk set fokuseret meget pa den
algebraiske ramme, og det ggr man tilsyneladende stadig. Udviklingen med diverse CAS-veerktgjer
har dog gjort at mange af de metoder og teknikker, man benytter i den algebraiske ramme, bliver
delvist meningslgse. Eleverne behgver ikke at mestre metoder til at finde den eksakte Igsning, da
fx MAPLE kan ggre det for dem. Dette er med at tillaegge den kvalitative analyse af Igsningen en
endnu stgrre betydning i undervisningssammenhang. Derfor ville det veere naturligt at inddrage
den grafiske ramme i hgjere grad i undervisningen. | laereplanen for matematik A, star der endda,
at kernestoffet skal indeholde: kvalitativ analyse af givne differentialligninger. Hvad der praecist
menes med dette er dog sveert at vide, men det er interessant, at man i laereplanen nu har
formuleret, at man gnsker, at dette perspektiv skal med i undervisningen, og endda som en del af
kernestoffet. | den grafiske ramme spiller CAS-veerktgjerne ogsa en rolle, idet de abner op for nye
muligheder, som ikke var tilgeengelige for fa ar tilbage. Man ma dog ogsa huske, at CAS-
veerktgjerne ikke lgser alle de didaktiske problemer, idet de skaber nogle nye udfordringer, hvoraf
nogle er beskrevet i afsnit 5.2.2. Vi vil her szerligt se pa forbindelsen mellem den grafiske og den
algebraiske ramme. Artigue (1992) ser ogsa pa forholdet mellem den de to rammer, og hun taler i
den forbindelse om en kvalitativ Igsning:

Givet en ligning (algebraisk objekt), sa vil denne ligning korrespondere med et
retningsdiagram med linjeelementer og en maengde af lgsningskurver i den grafiske
ramme. Den kvalitative Igsning bestar da af en permanent udveksling mellem ligning og
tegninger. (Artigue, 1992, s. 113, egen overseettelse).

Det er altsa i sammenspillet mellem de to rammer, at den kvalitative Igsning opstar. Man kan
beskrive et vigtigt skel mellem den grafiske og den algebraiske ramme pa fglgende made. Inden
for den algebraiske ramme ser man pa lgsningerne lokalt. Man kan her helt konkret sige, hvad der
sker i et enkelt punkt, hvordan vaeksten er, og hvilken forskrift I@sningen har for en bestemt
initialbetingelse. | den grafiske ramme ser man derimod pa Igsningerne globalt. Man ser altsa det
store overblik og de store linjer, fx asymptoterne eller Igsningsomraderne for autonome



differentialligninger. Det er muligt at finde partikulzere Igsninger ved at arbejde med formler og
symbolmanipulation inden for den algebraiske ramme uden at man kommer serligt ind p3, at
Igsningen er en funktion. For en elev kan dette arbejde fgles som Igsning af endnu en ligning ved
hjelp af en formel, og eleven tvinges ikke til at taenke over Igsningens natur. Inden for den
grafiske ramme kan man ikke komme uden om det, og dermed tilfgjer den grafiske ramme en god
vinkel pa arbejdet med differentialligninger. En af ulemperne ved at arbejde i den grafiske ramme
er, at det kan vaere svaerere at ggre validering praecis, da man jo kigger pa en kvalitativ Igsning i
denne ramme. Validering opfattes ofte som noget eksakt, og vi taenker derfor ofte pa at foretage
validering i den algebraiske ramme. Man kan dog sagtens forestille sig at benytte fx et fasediagram
for et autonom differentialligning til at validere, om en ligeveegtstilstand er stabil eller ustabil.

5.3 Modeller med differentialligninger

5.3.1 Differentialligninger - et historisk perspektiv

Jeg vil f@rst kort beskrive, hvordan differentialligninger opstod historisk set (Katz, 2009). Descartes
indfgrte den analytiske geometri med sit appendix La Géométrie til veerket Discours de la méthode
pour bien conduire sa reaison et chercher la vérité dans les science’ fra 1637. Dette lagde grund til
en rekke nye konstruktioner af kurver og solider og forskellige problemstillinger med disse. Pa
dette tidspunkt arbejdede man endnu ikke med funktioner, men med kurver. Newton og Leibniz
udviklede begge uafhaengigt af hinanden de basale koncepter for analysen i den sidste halvdel af
1600-tallet. De havde dog hver deres tilgang. Leibniz lagde fx meget vaegt pa differentialer og
integraler, mens Newton havde sit udgangspunkt i beveegelse. Pa hver deres made begyndte de
dog begge at arbejde med infinitesimale stgrrelser og differentialligninger. De begynder at benytte
disse nye koncepter til at Iese mange af datidens sveere og hidtil ulgste videnskabelige problemer.
Disse indeholdt ofte emnerne mekanik og geometri. Et eksempel herpa er Newton, der Igste
astronomen Halley’s spgrgsmal, som lyder:

Hvilken kurve er beskrevet af planeterne, ndr det er antaget, at tiltraekningskraften i retning
mod solen er reciprok til kvadratet pd afstanden fra den? (Katz, 2009, s.556-557, egen
overseettelse).

Katz (2009) skriver, at Newton med det same svarede, at han allerede havde beregnet det, og at
det var en ellipse. | resten af 1600-tallet og videre i 1700-tallet fortsatte denne udvikling. Driv-
kraften bag matematikerne og fysikerne var gnsket om at Igse fysiske problemer. Desuden skete
der et skift i denne periode fra at studere kurver til at begynde med at studere analytiske udtryk
med en eller flere variable samt ubestemte konstanter. Funktionsbegrebet begyndte altsa at
komme ind i billedet.

? Titel pa engelsk: Discourse on the method for rightly directing one’s reason and searching for the truth in the sciences



Bernoulli-brgdrene var nogle af de fgrste til at videreudvikle Leibniz’ nye teknikker og koncepter,
og de brugte dem til at Igse flere fysiske problemstillinger. Det var pa dette tidspunkt almindeligt
at offentligg@re interessante fysiske og matematiske problemstillinger, som datidens videnskabs-
mand sa sggte efter en Igsning pa. Fx offentliggjorde Jakob Bernoulli i 1690 “the catenary
problem”. Problemstillingen er at bestemme formen af en kgreledning, dvs. formen af den kurve
som dannes af en kgreledning med uniform densitet, der antages at haenge frit mellem to
fikserede punkter og at vaere fleksibel, men uelastisk. Jakob Bernoulli kunne ikke Igse problemet
selv, men i juni 1691 blev Igsningsforslag publiceret af Leibniz, Huygens og Johann Bernoulli i
tidsskriftet Acta eruditorum. Jeg vil kort g@re rede for Johanns Igsning — dog mest med moderne
termer. Til sin analyse af problemet brugte han denne skitse:

oy

Figur 4.9 — Skitse af Johann Bernoulli til analyse af "the catenary problem” (Kjeldsen, 2010, s. 2744)

Bernoulli har nogle overordnede fysiske antagelser, som jeg ikke vil komme naermere ind pa. Jeg
vil i stedet prgve at forklare, hvordan han opstillede den differentialligning for systemet, som
gjorde det muligt for ham at Igse problemet (Kjeldsen, 2010). Vi antager, at punktet B er det
nederste punkt pa kablet, og vi ser pa kabelstykket aAB. Den vertikale linje gennem B er y-aksen.
Linjen EB er tangentlinje til punktet B og er vandret. Punktet A er tilfeeldigt valgt pa kabelstykket,
og tangenten gennem A skeerer linjen EB. Skaeringspunktet kaldes E. Linjen AG udggr x-aksen. Vi
betegner sa BG =y, GA = x, Gg = dy og Ha = dx. Bernoulli siger nu, at da veegten er jeevnt fordelt i
kablet, kan vi saette vaegten af kablet AB lig med laengden af AB, nemlig s. Dernaest siger han, at
snorkraften i punktet B er f,, og at stgrrelsen af denne kraft (vektor) er a. Denne illustreres pa
skitsen med linjestykket C. Bernoulli argumenterer sa ud fra kreefterne og vinklerne i spil sammen
med antagelserne og kommer frem til at forholdet mellem vaegten, s, og snorkraften i punktet B,
a, er lig med forholdet mellem linjerne EL og AL. Endvidere benytter han, at trekanterne ALE og
AaH er ligedannede. Derfor konkluderes:



s EL AH dy
a AL Ha dx
Her bemaerkes, at AH = Gg, hvilket fremgar af skitsen. Denne differentialligning, s/a = dy/dx, er
udgangspunktet for Johann Bernouillis Igsning. | trekanten AaH benytter han endvidere
Pythagoras saetning og far: ds? = dx? + dy?. Ved at kvadrere den oprindelige differentialligning

fas:

B s2dy? + a?dy?

ds?
SZ

)

som fgrer til

VST @ dy

S

ds =

Og til sidst til

sds

VsZ+a?

Ved integration farviy = Vs? + a? og s = \/y? — a?. Til sidst konkluderede Bernoulli, at

dy =

ad sd
dx = y= y

S /yz — a2

Det var ikke muligt for Bernoulli at udtrykke dette integral eksplicit, men det lykkedes ham at

konstruere den gnskede kurve herudfra ved hjxlp af bestemte keglesnit. Denne Igsning var
tilstreekkelig for Bernoulli og samtiden. | dag kan vi Igse ligningen eksplicit, og lgsningen er
y=a cosh(g). Dette er et eksempel pa, hvordan differentialligninger opstod og blev brugt i 1600-

tallet til at Ig@se fysiske problemer.

Chaachoua & Saglam (2006) ser ogsa pa differentialligningernes opstaen og udvikling og
konkluderer:

Sdledes er udviklingen af dette begreb et resultat af en proces af modellering. Det bliver
konstitueret som en model, der tillader én at forsta fysiske faenomener. Dette begreb er
derefter udviklet som et matematisk begreb pa en sadan mdde, at det er
dekontektualiseret fra situationerne, hvor det opstod fra. (Chaachoua & Saglam, 2006, s.
17, egen oversaettelse).

Vi ser altsa, at differentialligninger opstar, idet man forsggte at beskrive og besvare fysiske
problemstillinger. Vi ser ogsa, hvordan matematikken og fysikken spiller sammen og udvikler sig pa
en gensidig made. Man kan sige, at samspillet er en form for modellering, idet matematikken



indgar som et redskab til at besvare fysiske spgrgsmal. Samtidig medfgrer samspillet mellem de to
fag, at bade matematikken og fysikken udvikles. Modellering er derfor med til at give mening og
begrundelse til differentialligninger, og vi vil se, at det er vigtigt i undervisningssammenhange. Jeg
vil derfor praesentere forskellige synspunkter fra litteraturen angaende den matematiske
modelleringsproces.

5.3.2 Matematisk modellering

Matematisk modellering anskues pa mange mader i litteraturen. Generelt kan man sige, at
modellering har forskellig betydning afhaengig af fagenes formal. Modellering har derfor ikke en
entydig definition. Ofte taenker vi pa modeller som matematiske symboludtryk, men vi ma udvide
modelbegrebet, da det er langt mere komplekst. | fysik benytter man mange matematiske
modeller, men man har ogsa mange diagrammer, som fungerer som modeller. Der kan fx naevnes
kraftdiagrammer inden for den klassiske mekanik og henfaldsdiagrammer inden for radioaktivitet.
Inden for matematikken kan man ogsa tale om modeller. Man kan Igst sige, at en model inden for
matematikken er en repraesentation af noget abstrakt. Som eksempel kan jeg nsevne den
algebraiske struktur, grupper. En gruppe (G,x) er en ikke-tom mangde G med en tilknyttet
operation *, som skal opfylde nogle bestemte aksiomer, nemlig associativitet, neutralt element og
invers element. Dette er en abstrakt struktur. Men sa snart vi ser pa noget konkret, fx (Z, +), har
vi en model af den abstrakte struktur.

Lad os gar tilbage og se pa matematisk modellering i de naturvidenskabelige fag. En meget
udbredt made at teenke om matematisk modellering og modelleringsprocessen er illustreret i
diagrammet, som ses i figur 5.10.

Physical situation <+

7

Problem in normal language

~~

MATHEMATICAL MODEL

(Problem in mathematical language)

go back

o e
To compare with the physical
sifuation

The model:
1) jExplain?

2) ;(Describe?
3) ;Predicts?

Figur 5.10 — Grafisk model af den matematiske modelleringsproces. (Balderas, 2001, s.22)
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Der findes utallige diagrammer som denne i forskellige udgaver i litteraturen. Balderas (2001)
beskriver desuden hovedtrinene i modelleringsprocessen i forbindelse med diagrammet:

Beskrivelse af den fysiske situation

Konstruktion af problemet i naturligt sprog

Konstruktion af problemet i matematisk sprog — (konstruktion af den matematiske model).
Lgsning af problemet inden for den matematiske model

Analyse og fortolkning af Igsningen

Validering af modellen i forhold til den fysiske situation

Hvis ngdvendigt: Justering af modellen og gentagelse af processen

© No Uk wN PR

Implementering af modellen

Jeg vil illustrere denne modelleringsproces med et eksempel med inspiration fra laerebogen af
Nielsen & Fogh (2011, s.262). Eksemplet drejer sig om vaeksten af en bakteriekultur.

Trin 1: | en bakteriekultur vil bakterierne formere sig, sa leenge der er fgde nok og bakterierne ikke
forgifter sig selv.

Trin 2: Modellen i naturligt sprog lyder: Vaksthastigheden er proportional med antallet af
bakterier.

. . _— . . d
Trin 3: Lad N(t) veere antallet af bakterier til tiden t. Veeksthastigheden vil vaere d—IZ. Den
matematiske model ma oversat fra trin 2 veere:

dN KN
dt '

Trin 4: Man kan fx Igse problemet ved hjzlp af metoden separation af de variable, som blev
beskrevet i afsnit 5.2.1.1. Den generelle Igsning er sa

N(t) = NO . ekt,
hvor N, er antallet af bakterier til tiden t = 0.

Trin 5: Vi er nu kommet frem til, at inden for denne model med antagelsen om at
vaeksthastigheden er proportional med antallet af bakterier udvikler bakterierne sig med
eksponentiel vaekst. Hvilke veerdier konstanterne N, og k antager, kan vi dog kun fastlaegge ud fra
eksperimenter.

Trin 6: For at validere modellen, ma man se pa data fra et laboratorieforsgg. Vi har fglgende data
fra et forspg med dyrkning af bakterier.

Tid (timer) | 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0

Antal (mio.) | 15 23 36 54 82 125 190 290

Tabel 5.1 — Udviklingen af en bakteriekultur (Nielsen & Fogh, 2011, s.263)




Eksponentiel regression bekraefter hypotesen om at vaeksten er eksponentiel, idet regressionen
har en forklaringsgrad par = 0,9999, og vi far forskriften N(t) = 15,2 - e%*22't, | forhold til
reekkevidden af resultatet kan vi dog ikke sige noget om, hvorvidt denne udvikling vil fortszette pa
en laengere tidsskala. Da, jeg ikke kender baggrunden for forsgget er det sveert at naevne
yderligere kommentarer om beaeredygtighed og raekkevidde af modellen.

Trin 7: Der er ikke behov for justering i dette tilfaelde

Trin 8: Her kan vi fx forudsige, hvor mange bakterier, der vil veere efter 8 timer. Ifglge modellen vil
der veere N(8) = 15,2 - e%*22'8 = 445 bakterier.

Dette er et ud af mange forsgg pa at beskrive modelleringsprocessen. Denne tankegang er meget
udbredt inden for undervisningsfagene i gymnasiet, hvilket fremgar af leerebggerne. Det er dog
vigtigt at huske, at diagrammet og beskrivelsen af trinnene er en model for den matematiske
modelleringsproces, og dette er blot én made at se det pa. En af de ting vi laegger maerke til i
eksemplet er, at den fysiske og den matematiske del af modelleringsprocessen er meget adskilt.
Ud over trin 1 indgar fysikken reelt kun i trin 6, hvor et eksperiment validerer modellen. Som vi sd i
afsnit 5.3.1, foregik udviklingen af differentialligninger med modellering som centrum pa en lidt
anden made. Her var fysik og matematik i samspil. Den udbredte model, som er repraesenteret
ved figur 5.10, er dog ogsa blevet kritiseret i litteraturen, idet den er en meget grov forenkling af
modelleringsprocessen. En af svaghederne er, at modellen er mere preaeskriptiv end deskriptiv.
Modellen opsaetter naermest en standardprocedure for hvordan man foretager en matematisk
modellering. Den bliver altsa ikke bare en model for modelleringsprocessen, men mere en model
af den. Fx dikterer den, at alle situationer fra det virkelige liv skal laves om til et problem
formuleret i ord og derefter oversat til matematik. P4 denne made, bliver alle matematiske

IH

modeller til "word-problems”, altsa opgaver formuleret i ord. Det forholder sig dog ofte sadan, at
man slet ikke kan beskrive en situation fra virkeligheden uden at bruge matematik. Andre gange
kan det vaere, at man opstiller modellen og hypoteserne ud fra eksperimenterne, altsa hvor
processen naermest gar den anden vej. Nogle af kritikpunkterne beskrives af Barquero, Bosch &
Gascon (2011). Artiklen tager dog udgangspunkt i matematisk modellering pa universitetsniveau,
men jeg mener, at den belyser nogle problema-tiske traek, som man ogsa ser i gymnasiet. Deres
hypotese er, at den herskende ideologi i undervisningen om matematik i forhold til de andre
naturvidenskabelige fag er "applicationism’. En af de mest fremtraedende trak ved denne ideologi
er, at faget matematik er uafhaengigt af andre discipliner, og at anvendelse altid kommer bagefter
den generelle matematiske traening i undervisningen. En af konsekvenserne af denne tankegang

beskrives her:

I denne kontekst forstds matematisk modellering blot som en ‘anvendelse’ af tidligere
konstrueret matematisk viden eller i det ekstreme tilfeelde som en simpel ‘eksemplificering’
af matematiske redskaber i en ekstra-matematisk kontekst, der er kunstigt designet pa
forhdnd til at passe til disse redskaber. (Barquero et al., 2011, s.1940, egen oversattelse).



| leerebggerne ser vi denne tendens, hvilken tyder pa, at denne tankegang ogsa eksisterer i
gymnasiet. Denne markante opdeling af matematik og de gvrige naturvidenskabelige fag leder
desuden til en reducering af de forskellige mader, man kan undervise i matematik som et
modelleringsvaerktgj. Det fgrer ogsa til, at fagene kun kan udvikles og konstitueres hver for sig og
ikke i samspil. En af de meget uheldige konsekvenser er, at der ikke tillades nogen plads til en
egentlig modelleringsproces. Barquero, Bosch & Gascon (2008, s. 2052) siger

Modelleringsaktiviteten degenererer derfor og er restringeret til brugen af algoritmer fra
allerede eksisterende modeller. | forlgbet bliver ethvert spgrgsmdl, der er relateret til
oprindelse af modellen og tilstraekkelighed elimineret. (Barquero et al., 2008, s.2052, egen
oversaettelse).

Barquero et al. (2008) fremstiller s3 en anden model til at gribe modelleringsprocessen an pa i
undervisningen, der bryder med tankegangen “applicationism’. Modelleringsprocessen beskrives
her ved hjalp af forsknings- og studieforlgb, som er et vaerktgj fra den antropologiske teori om
didaktik (ATD). Her tager modelleringsprocessen sit udgangspunkt i et bredt spgrgsmal, som
rummer potentiale til at generere mange flere spgrgsmal. Spgrgsmalet kan vaere rent matematisk
eller have oprindelse i et andet fag. Modelleringen bestar i at finde de korrekte matematiske
redskaber, analysere, studere og beskrive betingelser og begraensninger. Man kunne fx studere et
system X (population), hvor en given veerdi x; (stgrrelse af populationen) andres over tid, t,
(Barquero et al., 2008). Et eksempel pa et genererende spgrgsmal om studiet af en populations
dynamik kunne veere:

So: Givet en population med stgrrelse X. Givet en tidsperiode, kan vi forudsige populationens
stgrrelse efter n perioder? Er det altid muligt at forudsige opfgrslen af en populations stgrrelse
pa lang sigt? Hvilke antagelser om populationen og dets omgivelser bgr tages? Hvordan kan man
skabe prognoser og teste dem?

Figur 5.11 — Eksempel pa et genererende spgrgsmal, Sy, til modellering ved brug af studier og forskninsforlgb.
(Barquero et al., 2008, 5.2053, egen oversaettelse).

Dette spgrgsmal giver anledning til flere modeller. Fgrst og fremmest kan populationen og dens
dynamik beskrives ud fra diskrete modeller eller kontinuerte modeller alt efter om tiden betragtes
som en diskret eller kontinuert veerdi. De diskrete modeller giver anledning til at studere raekker
og linezer algebra, hvorimod den kontinuerte model giver anledning til differentialligninger.
Barquero et al. (2008) beskriver et forlgb, hvor en gruppe elever arbejde med dette spgrgsmal. Jeg

vil praesentere noget af processen her. Eleverne sa pa en diskret model, hvor x; kun afhaenger af

. . . iz . . A
X;_1. De blev instrueret til, at det ville veere en god idé at se pa den relative vaekstrate: r;, = % =
n

—x"+;_x". Elverne kom frem til fglgende f@rste hypotese og videre spgrgsmal:



H: Den relative vaekst er konstant, altsa: r;, = r

S1: Hvilken dynamik har en population med en konstant vaekstrate?

Figur 5.12 — Eksempel pa hypotese og opfglgende spgrgsmal ud fra S,. (Barquero et al., 2008, s.2056).

Dette leder til den malthusianske model (My): x, = (1 +1r)"x,, hvor x, er populationens
stgrrelse til tiden nul. Denne fremgangsmade er blot et andet eksempel pa, hvordan man kan
anskue matematisk modellering, og det viser, at matematisk modellering er langt mere komplekst
end blot et enkelt skema med bestemte trin, der kommer i en bestemt raekkefglge. Det er ogsa et
bud pa, hvordan man kan arbejde med matematik og andre naturvidenskabelige fag side om side.

F@r vi gar videre er det oplag at se pa leereplanen for matematik A i stx, og se hvor stor laegt der
laegges pa matematisk modellering. Som en del af de faglige mal naevnes, at eleverne skal kunne:

e anvende funktionsudtryk og afledet funktion i opstilling af matematiske modeller pa
baggrund af datamateriale eller viden fra andre fagomrader, kunne forholde sig
reflekterende til idealiseringer og raekkevidde af modellerne, kunne analysere givne
matematiske modeller og foretage simuleringer og fremskrivninger.

e demonstrere viden om matematikanvendelse inden for udvalgte omrader, herunder viden
om anvendelse i behandling af en mere kompleks problemstilling.

| beskrivelsen af kernestoffet naevnes blandt andet:

e Lineare differentialligninger af 1. orden og logistiske differentialligninger, kvalitativ analyse
af givne differentialligninger samt opstilling af simple differentialligninger
e Principielle egenskaber ved matematiske modeller, modellering.

Endvidere bemaerkes, at for at eleverne kan leve op til alle de faglige mal, skal det supplerende
stof blandt andet omfatte sammenhaengende forlgb:

e om differentialligningsmodeller

Ud fra disse uddrag fra leereplanen, ser vi, at der gnskes lagt stor vaegt pa modellering i
matematikundervisningen. Laereplanen fortxller dog ikke noget om, hvad der menes med
"modellering” eller “anvendelse”.

5.3.3 Modellering med differentialligninger

Jeg vil nu i det fglgende afsnit koncentrere mig mere entydigt pa differentialligninger i forhold til
modellering og se pa hvilke problemstillinger, der kan opsta i undervisningen. Balderas (2001)
seetter fokus pa, hvad der sker, ndr man i undervisning om differentialligninger ikke har s3 meget
fokus pa modellering, og pointerer, at “traditionelle” introduktionskurser i differentialligninger
ofte ikke har modellering som fokus.



Hvordan kan vi forestille os et kursus | differentialligninger uden at koble det til modellering
af fysiske situationer? | det ekstreme tilfaelde ville det blive til et kursus, hvor der
udelukkende blev undervist i at Igse ligninger uden at naevne hverken oprindelse af
ligningerne eller nytten af at have opndet Igsningen. | et kursus af denne type vil de
studerende ikke vaere i stand til at give en fysisk fortolkning af en I@sning. De vil hgjst
sandsynligt fastholde et misforstdet billede af sagen: En reekke metoder til at opnd
Igsninger af ligninger, som ikke har nogen relation med den virkelige verden. (Balderas,
2001, s.23, egen oversaettelse)

Hvis undervisningen foregar som det ekstreme scenario fra citatet, sa fgrer det pa en made
eleverne vaek fra essensen af differentialligninger, og eleverne vil fa et fejlagtigt billede af
differentialligninger. Man kan sige, at pa denne made kommer svarene fgr spgrgsmalene eller
maske helt uden dem, og differentialligningerne bliver dermed reduceret til en teoretisk struktur,
hvor Igsningerne ikke har nogen szerlig betydning. Dette leder til endnu et problem, som belyses af
felgende citat:

| traditionelle kurser ender problemet med differentialligninger generelt nar man har
opndet den eksakte Igsning. [...] ... at studere Igsninger er det grundlaeggende problem i
teorien og ikke et ubetydningsfuldt problem. Det er ikke muligt at “have set anvendelser”
uden at have studeret Igsningernes opf@rsel. (Balderas, 2001, s. 24, egen oversattelse).

Jeg vil her fortsat benytte ordet ”traditionel” undervisning ligesom i citatet. Balderas (2001)
pointerer her, at netop Igsningerne er de interessante objekter i forbindelse med differential-
ligninger. Det er ogsa netop Igsningerne, der beskriver de naturvidenskabelige processer og
veekstmodeller, som vi skal se pa senere. Der naevnes ogsa i citatet, at den traditionelle
undervisning ikke ser studiet af Igsninger som det centrale, men i stedet det at finde Igsningerne.
Dette opstar, nar indgangsvinklen til differentialligninger ikke er modellering. Hvordan
undervisningen er bygget op, og hvordan stoffet praesenteres er et produkt af den didaktiske
transposition. Den traditionelle tilgang af undervisningen, som Balderas (2001) beskriver, skaber
nogle didaktiske forhindringer hos eleverne sa de far svaert ved at se differentialligninger som
hovedsageligt vaerende et modelleringsvaerktgj. Balderas (2001) peger pa flere ting, som er
essentielle i modellering med differentialligninger. Lad os se lidt pa de forskellige trin i
modelleringsprocessen, som Balderas (2001) naevner, og som vi har listet ovenfor. Selvom det som
sagt er en meget forenklet model for den samlede proces, kan vi stadig belyse nogle
problemstillinger ved de enkelte trin. For at eleverne kan fa den fulde forstaelse, er det vigtigt, at
alle trinene er repraesenteret og praktiseret i undervisningen. Her naevner han blandt andet
validering af modellerne:

... hvis disse Igsninger ikke engang bliver studeret, er det umuligt at udfgre en
valideringsproces. (Balderas, 2001, s.24, egen oversattelse).



Valideringen er en meget vigtig del af modelleringsprocessen. Dette er samtidig vigtigt, da vi i
dette projekt netop ser pa valideringssituationer. Dette er en type validering, som er sarlig inden
for matematisk modellering og i tvaerfaglige sammenhang. Vi ser dog, at det er et problem, hvis
lgsningerne ikke studeres. Det er desuden en meget sveer opgave, at validere differentiallignings-
modeller. Nogle af de andre vigtige trin, som Balderas (2001) naevner er at justere modeller efter
en validering og at bruge Igsningerne til forudsigelser. Det illustreres blandt andet and eksemplet
med bakteriekulturen ovenfor. Hvis startantagelsen havde varet, at vaeksten var konstant kunne
vi se fra valideringen, at der var noget galt. En justering kunne sa vaere at antage, at vaeksten er
proportional med antallet af bakterier i stedet for at vaere konstant. | trin 8 sa vi et eksempel pa en
forudsigelse. Bade justeringer og forudsigelser er vigtige led i en modelleringsproces. Der er
selvfglgelig ogsa processen at opstille differentialligninger, som generelt anses for at veere meget
vanskelig. Det trin vil jeg sige mere om senere, da det har en szrlig status i mange laerebgger. Vi sa
0gsa, at det er en disciplin, som naevnes i lereplanen under kernestoffet.

Flere steder i litteraturen, peges der pa, at der i undervisningen ikke er seerlig stor fokus pa
modellering i forbindelse med differentialligninger (Chaachoua & Saglam, 2006; Arslan & Arslan,
2010). | hvor hgj grad modellering er integreret i undervisningen i forbindelse med differential-
ligninger kan selvfglgelig variere i forskellige sammenhange. Jeg vil derfor i det fglgende
undersgge om den tendens ogsa er sadan i stx ud fra gymnasielle lzerebgger. Jeg vil dog kort lige
bemaerke, at i de opgaver om differentialligninger i de seks eksamensseet, jeg har set pa, var der
ingen af opgaverne, der egentlig beskaeftigede sig med modellering. Der blev i naesten alle tilfeelde
givet en differentialligning, som var modelleret ud fra en fysisk situation eller fra nogle data, men
opgaverne kraevede ikke modellering af eleverne. Et eksempel herpa ses i figur 5.4.

5.3.4 Vaekstmodeller

Jeg vil her prasentere tre vaekstmodeller, som er centrale i gymnasiets pensum om differential-
ligninger. Modellerne er kendetegnet ved, at de er modeller for vaeksten, y’, og ikke for
udviklingen selv. Udgangspunktet er altsa differentialligningen og ikke Igsningen. Selvom over-
skriften i leerebogen af Clausen et al. (1993) er "vaekstmodeller”, tales der neermest ikke om, at det
er modeller. Det eneste der star i afsnittet, som bergrer modellering er sammenfattet i fglgende
linjer. Dette stykke er samtidig med til at argumentere for, at udgangspunktet er differential-
ligningen og ikke lgsningen.

Nar man skal beskrive vaekst, er det oftest lettere at tage udgangspunkt i en hypotese
vedrgrende vaeksthastigheden end at tage udgangspunkt i en hypotese vedrgrende y selv. [...]

Maske skyldes det, at vaeksthastigheden y' = % er et begreb vedrgrende vaeksten, som ligger

pa et andet niveau end den direkte beskrivelse. Men hvad grunden end er, sa viser erfaringen, at
det er frugtbart at tage udgangspunkt i formodninger angaende vaeksthastigheden eller det

endnu mere komplicerede begreb, den relative vaeksthastighed y;’

Figur 5.13 — Uddrag fra leerebog om vaekstmodeller (Clausen et al., 1993, 5.72)



Med denne bemarkning skgjter bogen henover modelleringsaspektet. Det dukker kun op igen i
forbindelse med nogle opgaver og eksempler om opstilling af differentialligninger. Leerebggerne af
Carstensen et al. (2007) og Nielsen & Fogh (2011) inddrager dog modellering i lidt stgrre grad,
selvom det ogsa er begranset. Carstensen et al. (2007) har to forskellige kapitler om
differentialligninger. Forst et helt teoretisk afsnit og senere et kapitel om infinitesimale modeller
med differentialligninger i centrum. Nielsen & Fogh (2011) starter ogsa med en masse teori om
differentialligninger, hvor modelleringsaspektet ikke inddrages. Til gengeeld er der et afsnit om
differentialligninger og modeller, hvor det forklares hvad en matematisk model er, og der
gennemgas grundige eksempler af hele modelleringsprocessen. Vi ser altsa, at de tre leerebgger
alle tager udgangspunkt i den rent teoretiske struktur i differentialligninger og derefter senere
inddrager modellering. Dette tyder pa, at ideologien om "applicationism’ gar igen i bggerne, hvor
fagene matematik og andre naturvidenskabelige fag tydeligt er delt op, og hvor modelleringen er
en slags eksempel pa anvendelse. Det er dog lidt varierende, hvor meget vaegt bggerne lsegger pa
modellering. Jeg har dog lagt maere til, at det typisk er differentialligningen, der er vigtigst, og ikke
Igsningen. Jeg vil derfor vaere opmaerksom pa, at nogle af de forhindringer, som Balderas (2001)
naevner muligvis er til stede i undervisningen.

De tre centrale modeller er

1. y' = ay - giver anledning til eksponentiel vaekst
2. y' = ay + b - giver anledning til forskudt eksponentielvaekst
3. y' =y(b — ay) - giver anledning til logistisk vaekst

Vi ser dog, at ligningen y' = ay er et specialtilfeelde af ligningen y' = ay + b med b = 0, sa jeg vil
praesentere de to fgrste pa én gang. De er alle eksempler pa autonome differentialligninger pa

formenj—zz F(y), hvor F er en kontinuert funktion. Clausen et al. (1993) behandler alle tre

tilfeelde naesten ens, nemlig ved at bruge metoden separation af variable til at finde den
fuldsteendige Igsning.

5.3.4.1 Ligningeny’' = ay + b

| lzerebogen af Clausen et al. (1993) angribes differentialligningen med metoden separation af de
variable og den fuldstzendige lgsning fremstar som konklusion i en saetning, som ses nedenfor i
figur 5.14:



Saetning: Den fuldstandige lgsning til
y =ay+b
er

b
y=—a+c-ea", ceER

Figur 5.14 — Sztning om den fuldstaendige Igsning til ligningen y' = ay + b. (Clausen et al. (1993), side 76).

Vi ser her, at den fuldstendige lgsning netop er en familie af funktioner som nazevnt tidligere. |
beviset benyttes regneregler for integration, og man skal evaluere et integral ved brug af
substitution. Det er derfor en forudsaetning, at eleverne har kendskab til disse regler og metoder
for at kunne fglge beviset. For at kunne bruge metoden separation af de variable, skal man

arbejde i et interval, hvor g(y) # 0. Det vil sige, at man skal kigge pa omraderney > —Zog

y < —g hver for sig. Clausen et al. (1993) har desuden et diagram, som tydeligggr disse strimler.

Figur 5.15 - Strimler med tilhgrende Igsningsomraderne for ligningen y' = ay + b. (Clausen et al. (1993), side75)

. o b .
Slutteligt naeevner Clausen et al. (1993) ogsa, aty = ——eren Igsning, og at dette ses ved at ggre

pregve. Dette er veerd at bemaerke, idet Rasmussen (2001) naevner, at mange elever ikke ser
konstante funktioner som funktioner. Bogen fremstiller desuden et enkelt konkret eksempel, hvor
grafen for Igsningen afbildes. Jeg bemaerker dog, at der pa intet tidspunkt er tegnet et diagram
over linjeelementerne af situationen, heller ikke i forbindelse med eksemplet. Det mest
bemaerkelsesvaerdige er, at bogen ikke siger det mindste om Igsningen. Der naevnes ikke engang,
at den er eksponentiel. Som vi papegede tidligere, er studiet af selve Igsningen essentiel og seerligt
i en modelleringssammenhang. Vi ser altsa tendensen, at det interessante er selve differential-
ligningen for vaeksthastigheden og ikke selve funktionen for veeksten.

| leerebogen af Clausen et al. (1993) arbejdes der hovedsageligt i den algebraiske ramme, og den
grafiske ramme inddrages narmest ikke. De eneste grafiske repreesentationer, der optraeder i
lerebogen af Clausen et al. (1993) er grafen for en Igsning fra eksemplet, og der er en skitse af
strimlerne af Igsningsomraderne fra figur 5.15. Man kan med fordel inddrage den grafiske ramme i



stgrre udstraekning. Fx er det oplagt at inddrage et retningsdiagram for at styrke elevernes
opfattelse af den fuldsteendige Igsning. For at belyse problemstillingen, at Igsningen til differential-
ligningen er en funktion, og at den fuldsteendige Igsning er en familie af funktioner, kunne man fx
have et eksempel, hvor ikke blot en enkelt partikulaer Igsning er afbildet, men flere eksempler fra
lgsningsfamilien er afbildet. Man kunne ogsa vaelge at medtage et fasediagram, som ses pa figur
5.16 nedenfor.

Figur 5.16 — Fasediagram for y' = ay + b. (Clausen et al. (1993), side 72). Jeg har indtegnet pilene.

. . . . b .
Fra fasediagrammet kan man se, at der er en ligevaegtstilstand i y = - da det er skeeringen med
. . . . b . .
x-aksen. Vi ser, at alle Igsninger, der befinder sig under _ZV'I vaere monotont stigende, da y' er
e . . b . e
positiv. Ligeledes vil alle lgsninger over — - veere aftagende, da y’ er negativ. De rgde pile i figur

. o . . . b - o
5.16 skal illustrere det. Saledes ser vi, at ligevaegtstilstanden y = —-er stabil. Vi kunne ogsa have

konkluderet, at den er stabil, idet F’(—% = a < 0. (Ud fra grafen ser vi, at haeldningskoefficienten,
a, ma veere negativ). Man kan altsa bruge grafen til at identificere stabile og ustabile
ligevaegtstilstande, og dette bidrager til den kvalitative analyse af Igsningerne inden for den
grafiske ramme.

5.3.4.2 Den logistiske ligning y' = y(b — ay)

Ferst og fremmest vil jeg bemaerke, at den logistiske ligning ogsa kan praesenteres pa formen
y' = ay(M — y), hvor a og M er konstanter. Jeg vil fgrst praesentere nogle forskellige
repraesentationer, som kan bidrage til den kvalitative analyse.

//// 6{///////

////V//////"

Figur 5.17 — Strimler tilhgrende Igsningsomraderne for den Figur 5.18 — Fasediagram for den logistiske ligning,
logistiske ligning, ' = y(b — ay). (Clausen et al., 1993, s. 77). y' = y(b — ay). (Clausen et al., 1993, s. 74). Jeg har
indtegnet pilene.




Pa figur 5.17 ses et plot, som minder lidt om linjeelementer, men det viser blot strimlerne i
Igsningsomraderne. Pa figur 5.18 ses et fasediagram. Dette kan som tidligere naevnt bruges til at
finde stabile og ustabile ligeveegtstilstande og til at finde Igsningernes monotoniforhold i en
Igsningsstrimmel. Fra fasediagrammet ser vi, at der er to ligevaegtstilstande, nemligy = 0 og

y=§. Vi ser ogsa at y = 0 er en ustabil tilstand, mens y =§er stabil. Vi kan endvidere
konkludere, at Igsninger, der ligger i lgsningsomradet y < 0 ma veere aftagende, Igsninger der

. . . . b . . . . . b
ligger i Igsningsomradet 0 <y < —er stigende og Igsninger inden for lgsningsomradet y > —er
. . . . . b . .
ogsa aftagende. Ud fra fasediagrammet kan vi ogsa se, at vaeksten topper iy = 2o I@snings-

. b . .
omradet0 <y < - Jeg bemaerker, at selvom Clausen et al. (1993) praesenterer fasediagrammet i

analysen af den logistiske ligning, forklares aldrig, hvad den skal bruges til. Der leegges i stedet
veegt pa at bevise og finde den fuldstendige Igsning, altsa Igsningen i den algebraiske ramme.
Saetningen om den fuldstaendige I@sning lyder saledes i laerebogen af Clausen et al. (1993):

Seetning: Den logistiske differentialligning

dy

v y(b—ay), a,b € R,

har den fuldstaendige Igsning
b
a

y ceR

T 14c-ebx’

samt y=0.

Figur 5.19 — Szetning for den fuldstaendige I@sning af den logistiske ligning. (Clausen et al., 1993, side 77).

Til at bevise seetningen bruges igen metoden separation af de variable. For at fuldfgre beviset skal
man bruge nogle regler undervejs. Den ene er ligheden

1 a
1 _b b

— =24 :
y(b—ay) y b—ay

Denne opdeling i partialbrgker er en algebraisk opgave i sig selv og ikke helt triviel. | lerebogen af
Clausen et al. (1993) kommer den fra en opgave i bogen. Nielsen & Fogh (2011) fremfgrer ogsa
beviset med separation af de variable, og de preesenterer ligheden mere eller mindre som et
smart trick, der kommer ud af ingenting. Carstensen et al. (2007) udelader helt beviset. Det vigtige
er altsa her, at man taenker over, hvordan man vil preesentere denne lighed, som er uundgaelig for
beviset. Man skal desuden bruge regneregler for integration, nemlig

[0+ 900y = [ 02y + [ goay



fc-f(y)dy=c-ff(y)dy,

hvor f og g er kontinuerte funktioner og ¢ € R. Igen skal man evaluere integralerne ved at
benytte substitution, og der indgar ogsa numerisk tegn her, som skal haves med hensyn til
intervallet. For at separere de variable ma de tre omrader y > g, 0<y< Zogy < 0 betragtes
hver for sig. De tre omrader fremgar af figur 5.17, og kan ellers findes ved at seaette g(y) = 0. Sa
fremkommer nulpunkterney = 0ogy = gved brug af nul-reglen. Disse to konstante funktioner

er ogsa lgsninger, hvilket ses ved at ggre prgve. Beviset er karakteriseret ved en del symbol-
manipulation, integralregning og tricks ligesom ligheden ovenfor. Hvis der fokuseres udelukkende
pa beviset, kommer eleverne ikke i sa stor grad til at arbejde med de grundlaeggende
problemstillinger ved differentialligninger. Det er derfor vigtigt, at man ogsa foretager en mere
kvalitativ analyse i sit arbejde med den logistiske ligning.

Desuden bruger Clausen et al. (1993, s. 77-78) et eksempel til at se pa Igsningers opfgrsel i de
forskellige strimler. Jeg vil bruge dette eksempel til at vise, hvordan man kan gribe en analyse af en
logistisk ligning an. Der ses pa den logistiske ligning y’ = y(2 — y), som har den generelle Igsning

y:

samty =0, hvorc € R.

1+ce—2%
Fgrst bestemmes Igsningen, der gdr igennem (0, %2). Denne
d Igsning ligger altsd i Igsningsomradet 0 <y < 2. Ud fra
""""""""""""" J%% | begyndelsesbetingelsen bestemmes den partikulaere
. . 2 -
" Igsning tily = PEEy=T Pa figur 5.20 ses grafen for denne
/ Igsning. Ud fra den partikulzere Igsning ser vi, at y = 2 for
> p : 3, | X = o0.Samtidig harvi, at y — 0 for x — —oco. Herudfra kan
man slutte, at linjerney = 0 ogy = 2 er asymptoter for
Figur 5.20 — Graf for lgsningen y = ﬁtil grafen-
ligningen i eksemplet. (Clausen et al., 1993, side
78).
Man kunne ogsa se pa en anden partikuleer Igsning i en af de Y

andre strimler, fx en Igsning der gar gennem (0,4). Denne

r

Igsning ligger i Igsningsomradet y > 2. Her bestemmes den
partikulaere Igsning til y =

I
|
|
2 . i
TTye—2x lgen ser vi, aty — 2 for E
x — oo, Desuden bemarker vi, at y ikke er defineret for alle x. | 12| >~

y<2
Hvis x = —%In(2), sa er naevneren nemlig nul. Vi ser desuden,
aty — oo for x - —%In(2). Hermed har vi alts3, aty = 2eren | —
~1h 7 2 3 x
vandret asymptote, mens x = —%In(2) er en lodret asymptote. |
Grafen ses pa figur 5.21. Figur 5.21 — Graf for Igsningen y = e

ligningen i eksemplet. (Clausen et al., 1993,
side 78).

til



Man kan ogsa fortage en kvalitativ analyse af Igsningerne

SOZE NIRRT IRt EE XS - 2 . . . .
bbb b bbby yibbyyy inden for de forskellige strimler ved hjaelp af linje-
bbb bR A bbb bad b kdd . o o
FA PR VLR L el ﬁ & 9 i L 111 elementerne, som ses til venstre pa figur 4.22. Her antydes
3 S T L R T T S T B RN A .
Sl aad Coaeeeelly det, at der er to vandrette asymptoter, nemligy = 0 og

. y=2. Ud fra linjeelementerne kan vi ogsa se de
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tendenser, som vi har beskrevet ovenfor. Fra bemeerk-
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Grerr e ningerne ovenfor ved vi, at de to konstante funktioner
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"i i L : i & Z & ~l % : & Z J' : Z f L z ogsa er lgsninger. Fra diagrammet med linjeelementer
bEERL LR LR bbby ) fremgdr det ogs3, at Igsningen y =0 er en ustabil
LI T S T T T SN R I S TR B N T T T N . . . .
b ‘I i i i H i f i ‘I ‘I ]I ‘I b ligevaegtstilstand og at funktionen y =2 er en stabil
i I I I At G E o0 g g I I i ligevaegtstilstand. Man kan pa tilsvarende vis undersgge
0 00 1 o W O . . . . .

Igsningerne i de forskellige Igsningsomrader endnu mere
Figur 5_22_|_injee|ementer for||gn|ngen| detaljeret Eksemplet ovenfor g|Ver indblik |, hvordan en

eksemplet, ' = y(2 — y), tegneti MAPLE.  s3dan analyse kan gribes an. Clausen et al. (1993) har
desuden en raekke eksempler fra det virkelige liv fx om en
populations vaekst. At have noget konkret at tale om, hjelper eleverne til at forsta modellen.

Vi har nu faet et indtryk af, hvordan laerebogen af Clausen et al. (1993) praesenterer disse centrale
vaekstmodeller. Dette viser os tydeligt, at det er den matematiske struktur i sig selv, der laegges
veekst pa og absolut ikke modellering. Dette er ogsa tilfeeldet i lzerebogen af Carstensen et al.
(2007). Nielsen og Fogh (2011) praesenterer i fgrste omgang ogsa disse differentialligninger som en
ren matematisk struktur, men vender dog senere tilbage til deres betydning i modellering. Den
delvise mangel pa inddragen af modellering kan vaere en didaktisk forhindring, nar modellerne skal
benyttes i andre undervisningsfag og i selve elevernes opfattelse af differentialligninger, som vi
tidligere har papeget.

5.3.5 Opstilling af differentialligninger

En af de vanskelige processer i modellering med differentialligninger er, nar de skal opstilles. Vi sa
at laereplanen navnte, at dette er en del af kernestoffet. Det spiller ogsa en stor rolle i leerebogen
af Clausen et al. (1993), og det udggr stort set det eneste trin af modelleringsprocessen, der
behandles i bogen. Jeg bemarker desuden, at Carstensen et al. (2007) naermest ikke taler om at
opstille differentialligninger. Nielsen og Fogh (2011) har derimod adskillige eksempler og gvelser,
der handler om at opstille differentialligninger. Vi kan dog se i de skriftlige eksamenssaet, som jeg
tidligere har naevnt, at der ikke er en eneste opgave, hvor man skal opstille en differentialligning.
Denne del af modellering med differentialligninger ser derfor ikke ud til at have sa stor betydning i
undervisningsfaget matematik i gymnasiet.

Med udgangspunkt i en opgave af Clausen et al. (1993) vil jeg illustrere og identificere problem-
stillinger og forhindringer ved opgaver om opstilling af differentialligninger.



@velse 127: Nar et varmt metalstykke anbringes i koldere omgivelser, afkgles det. Under passende
forudseetninger er den hastighed, hvormed metallets temperatur aftager, proportional med forskellen
mellem metalstykkets temperatur og omgivelsernes temperatur (Newtons afkglingslov).

Opstil en differentialligning for metalstykkets temperatur T (kelvin) som funktion af tiden t (sekunder),

ndr omgivelsernes temperatur konstant er T, ; under afkglingen.

Figur 5.23 — Typisk opgave om opstilling af differentialligninger. (Clausen et al, 1993, s. 94).

Der er mange forskellige udfordringer for elever i sddan en opgave. Fgrst og fremmest er opgaven
formuleret i naturligt sprog. En af elevernes store udfordringer er her at oversatte dette til
symbolsprog. De to sprog er to forskellige repraesentationsregistre, sa en sadan oversattelse
imellem dem er en konversion, som beskrives i afsnit 3.4. En sadan overszettelse er vanskelig for
mange elever. | teksten indgar der flere slags matematiske ord og udtryk som ’'proportional med’,
'forskellen mellem’, 'differentialligning’ og ’som funktion af’. Derudover indgar der ogsa en del
ord, som leder tankerne hen pa fysik, fx ‘temperatur’ og "hastighed’. Hermed far opgaven et traek
af tveerfaglighed, og det kan bade veere en fordel og ulempe for eleverne. Det kan veaere en fordel,
fordi eleverne kan snakke konkret om opgaven, og at de ubekendte er bestemte stg@rrelser. Det er
ogsa oplagt, idet modellering med differentialligninger ofte foregar i samspil med et natur-
videnskabeligt fag som fx fysik. Det kan dog ogsa vaere en ulempe, idet nogle elever har svaert ved
fysik. | opgaven er forstaelsen af ordet hastighed central for at kunne Igse opgaven. Mange elever
teenker pa hastighed som vejlaengde per tidsenhed. | denne sammenhang er hastigheden dog
temperaturaendring per tidsenhed. Dette kan vaere en didaktisk forhindring for de elever, der ikke
er vant til at taenke bredt om ordet hastighed. Her er det ogsa vigtigt, at hastighed er defineret

dr . . . . . AT . . . .
som —, altsa som en differentialkvotient, og ikke blot som e altsa en differenskvotient. Hvis

. . . A . . . o
eleverne er vant til at teenke pa hastighed som A—:, kan det ogsa veere en didaktisk forhindring for

eleverne. Hertil kommer at variablene som benyttes i denne sammenhang er t for tiden og T for
temperaturen. Det er altsa ikke x og y, som eleverne er vant til. Dette lille skift i notation kan ogsa
veere en didaktisk forhindring for eleverne. Opgavens karakter er ogsa anderledes end de fleste
opgaver. | denne opgave skal eleven veere kreativ og selv opstille en model. For at finde frem til
Igsningen skal man finde frem til de veesentlige oplysninger i opgaveformuleringen. Nedenfor ses
opgaveformuleringen én gang til, hvor jeg har fremhaevet de centrale ord med rgdt og blat.

@velse 127: Nar et varmt metalstykke anbringes i koldere omgivelser, afkgles det. Under passende
forudseetninger er den hastighed, hvormed metallets temperatur aftager, proportional med forskellen
mellem metalstykkets temperatur og omgivelsernes temperatur (Newtons afkglingslov).

Opstil en differentialligning for metalstykkets temperatur T (kelvin) som funktion af tiden t (sekunder),
ndr omgivelsernes temperatur konstant er T, ; under afkglingen.

Figur 5.24 — Opgaven fra figur 5.23, hvor jeg har fremhaevet dele af teksten.



. dr
| modellen er der to stgrrelser, der har en sammenhang. Den ene er hastigheden, - 08 den

anden er forskellen mellem metalstykkets og omgivelsernes temperatur, nemlig T — T, 4. Disse

stgrrelser er markeret med rgdt i boksen ovenfor. Sammenhaengen mellem de to stgrrelser er
proportionalitet. Derfor er Igsningen til opgaven differentialligningen % = k(T — Tomg), hvor k er
proportionalitetskonstanten. Vi far altsd en differentialligning pa formeny’' = ay + b, hvory
svarer til T, a svarer til k og b svarer til —k - T;,,. Desuden svarer y' = Z—ztil %, sa temperaturen

T er altsa en funktion af tiden t, som det kraeves i opgaveformuleringen. | lzerebogen ser vi, at
langt de fleste opgaver om opstilling af differentialligninger omhandler en sammenhang som er
proportional.

Opgaven fortsaetter saledes:

@velse 128: Et metalstykke, hvis temperatur er 120°C, anbringes i omgivelser, der er 15°C. Efter 10
sekunder er metallets temperatur faldet til 110°C.

a) Bestem metallets temperatur som funktion af tiden.
b) Hvor lang tid tager det, fér metallet har en temperatur, der kun er 2 grader hgjere end
omgivelsernes?

Figur 5.25 — Typisk opgave i forbindelse med opstilling af differentialligninger. (Clausen et al., 1993, s. 94).

For at man kan Igse disse opgaver ma man starte med at finde den fuldsteendige Igsning til den
opstillede differentialligning. Her er formalet med opgaven blandt andet, at man skal kunne

genkende, at differentialligningen Z—i = k(T - Tomg) har strukturen y' =ay+b . Ifglge

setningen i figur 5.14 er den fuldstaendige lgsning givet ved y = —3 + c - e, hvilket her svarer

tilT(t) = Tomg + €+ ek, At kunne genkende strukturen er ikke ngdvendigvis trivielt for eleverne.
Selvom eleverne muligvis har set mange opgaver med differentialligninger med ovenstaende
struktur, er ligningen her pakket ind i nogle nye variable. Fx er parameteren her b = —k - Ty 4.
Derfor er opgaven en gvelse i at genkende strukturer og identificere konstanterne a og b. Hvis
dette ikke lykkes for eleverne vil de finde den fuldstaendige lgsning ved at ga tilbage til at bruge
separation af de variable. Dette vil fgre til den samme korrekte Igsning, men gennem en masse
ungdvendigt arbejde. Nar eleverne har fundet den fuldsteendige Igsning, skal konstanterne c og k
bestemmes, for at lgse opgave a. For at ggre det skal eleven gennemskue, at der i teksten ligger
information til bestemmelse. For at bestemme c skal man bruge en initialbetingelse. Opgaven
siger: ” Et metalstykke, hvis temperatur er 120°C, anbringes i omgivelser, der er 15°C.” Eleven skal
sa selv antage eller definere, at dette sker til tiden nul. Ligningen, der skal lede os til bestemmelse
af ¢ lyder sa: T(0) = 120, og ¢ findes til 105. For at finde konstanten k, skal man bruge den anden
bid af information i opgaven: ” Efter 10 sekunder er metallets temperatur faldet til 110°C.” Ud fra
ligningen T(10) = 110 findes k til —0,010008, og metallets temperatur som funktion af tiden er
dermed T(t) = Tymg + 105 - e~ 010008t For at bestemme de to konstanter ligger udfordringen

altsa i at gennemskue, hvilken informationen i spgrgsmalet der skal bruges og til at opstille



ligningerne, som giver bestemmelse af konstanterne. For at Igse opgave b skal man Igse ligningen
T(t) = 17. Udfordringen er her igen at opstille den korrekte ligning ud fra informationen: ” Hvor
lang tid tager det, fgr metallet har en temperatur, der kun er 2 grader hgjere end omgivelsernes?”
Sporgsmal b er desuden et eksempel pa, at man bruger differentialligningsmodellen til at
forudsige noget.

Opgaverne er ogsa interessante, da de er typiske leerebogsopgaver, der afspejler skolens og
gymnasieinstitutionens opfattelse af modellering. Disse to opgaver tyder p3a, at
modelleringsbegrebet i gymnasiematematik er preeget af ideologien ’applicationism’, som
beskrives i afsnit 5.3.2. Fgrst udvikles al den matematiske teori om differentialligninger for sig og
sa treekkes sma eksempler og opgaver frem, hvor differentialligninger bruges som modeller.
Dermed bliver anvendelsen reduceret til nogle fa eksempler som i ovenforstdende opgave.
Undervisningsfagene matematik og fysik bliver hermed ogsa meget adskilt. Vi ser i disse opgaver,
at modelleringsprocessen kun er med i en ringe grad. Opgaven er konstrueret sadan, at den passer
lige preecis til en bestemt type differentialligning, som er en af de fa, som eleverne kender til.
Informationen er serveret pa et sglvfad og det tyder pa, at der har veeret en modelleringsproces
forud for opgaven. Nar fgrst konversionen mellem det naturlige sprog og det matematiske
symbolsprog er fuldfgrt, har vi differentialligningsmodellen, og eleven behgver ikke at medtage
overvejelser om modelleringen. En mere realistisk tilgang kunne fx vaere at skulle opstille en
differentialligning ud fra nogle givne data eller opstille rimelige antagelser som fx proportionalitet
mellem to st@rrelser. Det er dog en ret vanskelig opgave og rakker muligvis ud over
gymnasieelevers kapacitet.

5.3.6 Eksempel: Radioaktivitet

Jeg vil her praesentere et tvaerfagligt eksempel fra fysik, hvor matematisk modellering indgar,
nemlig radioaktivitet i forbindelse med absorption af ioniserende straling i et medium. Nar man
har at ggre med radioaktivitet er aktivitet en vigtig stgrrelse. Aktiviteten, A, er antallet af
omdannelser pr. tidsenhed i en radioaktiv kilde. Idet vi betegner antal kerner med N er aktiviteten

derfor det samlede antal af kerner, der henfalder pr. tidsenhed, det vil sige Z—IZ. | denne

sammenhang opererer vi med intensitet, som vi betegner I. Intensiteten er defineret som den
effekt stralingen transporterer gennem et areal pd 1m?, dvs.

I =—.
A
Her er P effekten og A,, arealet af materialet. Hvis vi antager, at hvert henfald sker ved
udsendelse af en partikel med en energi E, og at der i tidsrummet dt sker dN henfald, kan vi
udtrykke intensiteten som
E-A

[=——

Ay’



hvor A er aktiviteten.> Nar ioniserende straling passerer gennem et lag stof med tykkelse dx,
svaekkes den. Modellen er her:

al ;
dx #

Proportionalitetskonstanten u afhaenger af materialet. u kaldes for den linezere svaekkelses-
konstant. Vi har her en differentialligning pa formen y’ = ky, og den fuldstaen-dige Igsning er her:

[(x) =1, e ™*,

Her er I, intensiteten uden stof mellem kilde og detektor, og x er tykkelse af stoffet. Dette kaldes

svaekkelsesloven. Da sammenhangen 2—; = —u - I gaelder, kan vi opstille ligningen:

—— =pu-Ax,
I l'l
som er et udtryk for hvor meget intensiteten aftager relativt set. Vi ser, at hvert stoflag med

tykkelse Ax absorberer samme brgkdel af stralingen. Derfor benyttes stgrrelsen halverings-

o . . l .
tykkelse, som et mal for stoffets absorptionsevne. Halveringstykkelsen er x;, = % Endvidere

kan svaekkelsesloven fortolkes ved brug af sandsynlighed. Ligningen —% = u - Ax udtrykker, at

sandsynligheden for at en partikel eller foton absorberes ved passage af et stoflag er proportional
med stoflagets tykkelse. Vi ser dog ogsa, at sandsynligheden er uafhangig af hvor tykt et lag stof,
der allerede er passeret.

Overstdende viser, at det er sveert at formulere den fysiske situation med et naturligt sprog. |
modellerings-processen hopper vi i stedet direkte til matematikken for at beskrive situationen.
Dette er derfor et eksempel p3a, at trin 2 i Balderas (2001) model ikke rigtig er til stede og at det
ikke ngdvendigvis behgves i en modelleringsproces. Jeg gar ud fra, at modellen er opstaet ud fra
eksperimentelle data. | et elevforsgg vil man have mulighed for at validere denne model, altsa det
eksperimentelle fald af intensiteten.

Jeg vil til sidst naevne nogle vigtige ting i forbindelse med udfgrelse af et eksperiment, hvis man vil
eftervise svaekkelsesloven og finde halveringstykkelsen for y-straling. P& mange af landets
gymnasier bruges Casium-137, som er en Risg-kilde til y-straling. Idet y-stralingen udsendes i alle
retninger, maler taelleren kun en vis brgkdel af aktiviteten. Dette kalder vi for tzlletallet. Da
taelletallet er proportional med aktiviteten, lader vi derfor teelletallet vaere et mal for aktiviteten i
forspget. Ligeledes er aktiviteten proportional med intensiteten, sa vi kan ogsa teenke pa
telletallet som et mal for intensiteten. Samtidig geelder afstandskvadratloven, som siger, at
telletallet er omvendt proportional med kvadratet pa afstanden til kilden. | et forsgg vil man

dE E-dN . . .
* Effekten er P = E - A, da —samiet — 227 ey er Esamierden samlede energi for alle kernehenfald inden for et lille
dt dt

tidsrum dt. Inden for dette tidsrum sker dN henfald, hver med energien E.



typisk antage, at aktiviteten fra kilden er konstant. Her er det vigtigt at ggre opmaerksom pa, at
radioaktivt henfald er en stokastisk proces. Man kan derfor kun udtale sig om sandsynligheden for,
hvornar en radioaktiv kerne henfalder, og dette kan faktisk spille ind i forsgget. Usikkerheden af et
teelletal er kvadratroden af talletallet®. Selvom aktiviteten af Cs-137 kilden er af stgrrelsesorden
300.000 henfald per sekund sa vil tzelletallet kun veaere en lille brgkdel afhaengig af maletiden samt
afstanden mellem tzller og kilde. Hvis vi har et telletal pa N = 100 henfald per sekund, vil

usikkerheden fra kilden selv vaere pa +/- VN = +/- 10, hvilket svarer til 10 %. Den relative usikker-

hed g = \/iﬁ bliver derfor mindre jo stgrre telletallet bliver. Et tzelletal pa N = 1000 ville derfor

give en relativ usikkerhed pa kun 1%.

5.3.7 Forholdet mellem matematik og fysik

Jeg vil her til sidst sige ganske lidt om forholdet mellem fysik og matematik. Fgrst vil vi se pa
forholdet mellem de to fag som videnskabsfag. Bade Chaachoua & Saglam (2006) og Arslan &
Arslan (2010) papeger det komplekse forhold mellem de to fag. Mange siger, at matematik er
fysikernes sprog og at fysikken blot er et af matematikanvendelsernes omrade. Dette er dog for
simpel en beskrivelse (Arslan & Arslan, 2010).

Dette forhold kan karakteriseres pd to mader: Pa den ene side bruger matematikere fysiske
begreber og argumenter, og pa den anden side bruger fysikere matematiske begreber og
metoder. (Arslan & Arslan, 2010, 5.636, egen oversattelse)

For at forsta dybden af forholdet mellem de to fag, ma man tage matematisk modellering med ind
i billedet. | afsnit 5.3.1 sa vi hvordan differentialligninger udvikledes i et samspil mellem fysik og
matematik. Her ses, at fagene er med til at udvikle hinanden, og at man godt kan arbejde med
begge fag pa én gang. Fagene indgar altsa med samme status i en falles vekselvirkning. Som
undervisningsfag ser vi en tendens til at adskille fagene meget — ogsa i forbindelse med
modellering. Tendensen i undervisningsfagene er derfor mere i retning af "applicationism’, hvor
matematik og fysik er meget adskilt og ikke vekselvirker i udviklingen af fagene. Dette sa vi blandt
andet i leerebggerne. | afsnit 5.3.4 og 5.3.5 sd vi ogsa, hvordan den matematiske struktur af
differentialligningerne blev praesenteret fgrst uden sammenhang til modellering i samtlige af de
tre leerebgger. Fgrst senere praesenteres eksempler pa anvendelse i blandt andet fysik. Her
fungerer matematik som noget, der naermest “drypper ned pa fysikken” med forskellige modeller,
som sa bliver til eksempler pa anvendelser. Jeg har forsggt at lave en illustration af det, som ses

nedenfor: Undervisningsfag

Matematik
Videnskabsfag

\y

Matematik < Fysik

Fysik

* Usikkerheden eller spredningen pa taelletallet udledes ud fra Poissonfordelingen.



5.3.7.1 Laboratoriegvelser

| afsnit 3.6 beskrev jeg, at man i fysikken bruger eksperimenter til at validere fysiske love. Man kan
sige, at eksperimenterne udggr en del af valideringen af de matematiske modeller for konkrete
fysiske situationer. Siden 1970’erne har det dog vaeret omdiskuteret, hvilken rolle laboratorium-
undervisningen bgr have, og der er blevet lavet mange undersggelser, der viser flere
problematiske omrader i denne forbindelse (Lunetta, 1998). Det er altsa vigtigt at se pa, hvilken
epistemisk status eksperimenter har og klarggre, hvad de bidrager med af viden. De fleste er enige
om, at hovedformalet er at styrke elevernes opfattelse af fysiske begreber. Det er altsa de fysiske
begreber og idéer, der er de vigtigste elementer i en laboratoriegvelse. Det har dog vist sig, at
eleverne ofte har en helt anden opfattelse af formalet end deres lzerer (Lunetta, 1998). Typisk er
elevernes hovedformal, at fglge instruktionen og fa det "rigtige resultat”. Eleverne fokuserer ofte
pa udstyret og malingerne, men ikke sa meget pa de fysiske begreber og idéer. Desuden har elever
ofte problemer med at gennemskue forholdet mellem formalet og designet af eksperimentet, og i
mange tilfeelde linker eleverne ikke eksperimentet med tidligere aktiviteter. Dette fgrer i mange
tilfaelde til uheldige tendenser, blandt andet taler man om "kogebogs@velser”, hvor eleverne blot
felger nogle instruktioner, og det bliver ritual-agtigt. Dette fgrer til, at eleverne ikke diskuterer
hypoteser eller betydning af data.

For at forsta hvorfor disse problemer ofte opstar, kan det veere en hjalp at se det i lyset af de fire
faser, som elevarbejdet bestar af i forbindelse med laboratoriearbejde (se afsnit 3.6). Lunetta
(1998) pointerer, at en typisk laboratoriegvelse foregar i en lektion, der varer i 40 -110 min. Dette
skaber en ramme, der ggr, at eleverne umuligt kan na at vaere engageret i alle faserne. | praksis
sker det ofte, at eleverne kun udfgrer fase 2, hvor fokus er pa apparaturet og andre tekniske
detaljer. Denne ene fase er dog kun et lille udsnit af forsgget. Lunetta (1998) peger pa princippet
"less is more”. Det er en strategi, der gar ud p3, at det er bedre at lave fa grundige eksperimenter
end overfladisk at gennemga mange sma eksperimenter. Der foreslas ogsa, at man kan ngjes med
at arbejde i dybden med blot en af faserne, fx planlaegnings- og designfasen eller analyse- og
fortolkningsfasen. | sidstnaevnte tilfeelde kan man fx bruge data fra andre elever eller eksterne
kilder. Det er vigtigt at bemaerke, at alle faserne er vigtige i forhold til validering. Hvis man ikke har
i tankerne, hvilke hypoteser man vil teste, kan det veere vanskeligt at vaere bevidst om, hvad det
er, man vil teste og validere. Derfor er planlagnings- og designfasen vigtig i forhold til validering.
At udfgrelsesfasen og analyse- og fortolkningsfasen er vigtig for validering siger naesten sig selv, da
det er her data indsamles, konklusionerne formuleres... mm. Anvendelsesfasen er ogsa szerdeles
vigtig for validering af modellen, da det netop er her, man validerer raekkevidden og
baeredygtigheden af modellen. Hvis man ikke gar igennem alle fire faser, er der derfor risiko for, at
man mister fokus pa validering i forsgget.

Til sidst vil jeg naevne, hvad laereplanen siger om modellering og laboratoriegvelser. | leereplanen
for fysik B i stx, star der blandt andet om de faglige mal, at eleverne skal:



e ud fra en given problemstilling kunne tilretteleegge, beskrive og udfgre fysiske
eksperimenter med givet udstyr og praesentere resultaterne hensigtsmaessigt

e kunne behandle eksperimentelle data med henblik pa at diskutere matematiske
sammenhange mellem fysiske stgrrelser

Desuden star der om samspil med andre fag:

e Indgar faget i en studieretning sammen med matematik, skal der specielt tilrettelaegges
forlgb, hvor de to fag arbejder sammen om behandlingen af modeller for konkrete fysiske
systemer med vaegt pa en diskussion af modellernes forudsaetninger og palideligheden af
de resultater, som opnas gennem anvendelse af modellerne.

Vi bemaerker, at den matematiske modelleringsproces er fremtraedende i laereplanen i forbindelse
med eksperimentelt arbejde i fysik. Vi ser dog ogsa, at der er andre formal med det
eksperimentelle arbejde som at kunne beskrive og udfgre eksperimenter med givent udstyr.
Endvidere ser vi, at alle fire faser faktisk er repraesenteret i laereplanen. Der star dog ikke noget
om, hvordan eller hvor stor vaegt de forskellige faser har.



6. Metodologi

For at belyse problemstillingen fulgte og observerede jeg en tilfeeldig gymnasieklasse i ca. 3 uger i
samtlige matematik- og fysiktimer.

6.1 Gymnasieklassen, faglaererne og undervisningsforlgbene

Mine observationer er foretaget i alle matematik- og fysiktimer hos 2.x fra Christianshavns
Gymnasium i februar 2012. Klassen fulgte en naturvidenskabelig studieretning og alle elever skulle
have matematik pa A-niveau og fysik pa mindst B-niveau. Begge fagleerere er erfarne og har haft
forbindelse til didaktiske kurser, sa de har formegentligt begge vaeret bevidst om den made de
underviste pa. Leererne mente begge, at der var et stort fagligt spaend blandt eleverne i klassen.

Forlgbene i matematik og fysik var sammensat af de to faglaerere sadan, at de skulle raekke frem
mod studieretningsopgaven i 2.g. Studieretningsopgaven er en individuel tvaerfaglig opgave i to
fag inden for den enkelte elevs studieretning. | denne klasse optradte fagkombinationerne
matematik-fysik, matematik-kemi, fysik-kemi, matematik-bioteknologi og fysik-bioteknologi. |
matematikundervisningen var emnet differentialligninger og i fysik var hovedemnet radioaktivitet.
Faglaererne var bevidste om, at differentialligningsmodeller udgjorde en central rolle for den
studieretningsopgave, som forlgbene lagde grund for. Begge forlgb var tilrettelagt af lzereren
alene uden min indblanding og arbejdsformerne i undervisningen blev ogsa valgt suveraent af
lererne. Dette har veeret for at kunne danne et sa objektivt billede som muligt i forhold til
valideringssituationerne i undervisningen.

Matematikforlgbet om differentialligninger strakte sig over ni moduler, hvoraf de fleste var
dobbeltlektioner. Jeg observerede de fire sidste. Den fgrste halvdel, som jeg ikke var med til at
observere, omhandlede introduktion til differentialligninger, metoden til separation af de variable
og studium af eksponentiel vaekst i forbindelse med differentialligningen y’ = ay + b. Den del jeg
observerede omhandlede den logistiske ligning samt differentialligningsmodeller. Det meste af
undervisningen var traditionel klasseundervisning og i nogle fa lektioner var der elever ved tavlen.
Under forlgbet afleverede eleverne en stgrre rapport i grupper om differentialligninger.

| fysikundervisningen havde klassen allerede beskeaeftiget sig med emnet radioaktivitet i 3 uger
inden jeg foretog mine observationer. | denne periode havde de blandt andet set pa henfaldsloven
og svaekkelsesloven, som begge er eksempler pa differentialligningsmodeller. Fysikundervisningen,
som jeg observerede, omhandlede i de fleste lektioner teorien om kernehenfald. Jeg observerede
seks moduler, hvoraf alle var dobbeltlektioner. Heraf var en enkelt laboratoriegvelse, og resten var
traditionel klasseundervisning med elevopgaver undervejs. Der var ogsa nogle fa elevforedrag i
enkelte lektioner. Jeg har valgt kun at bruge data fra laboratoriegvelsen for at belyse min
problemformulering, da indholdet i de gvrige timer omhandlede noget teori om kernehenfald,
som ikke havde forbindelse til differentialligninger. Laboratoriegvelsen omhandlede to forsgg,



hvor det ene omhandlede henfaldsloven og det andet svaekkelsesloven (se afsnit 5.3.6). Efter
laboratoriegvelsen afleverede alle elever en individuel rapport med behandling af data.

6.2 Dataindsamling

Min primaere datakilde har bestdet af lydoptagelser af alle lektioner samt grundige feltnoter.
Lydoptagelserne har veeret seaerlig vigtige, da det bagefter har veeret muligt at hgre preecist, hvad
der blev sagt for at kunne identificere valideringssituationerne i undervisningen. Det har gjort det
muligt at analysere helt specifikke situationer og episoder. Feltnoterne har ogsa veaeret vigtige, fx
forbindelse med hvad der blev skrevet pa tavlen, hvad stemningen i klassen var og hvor stor en del
af klassen, der deltog aktivt i undervisningen. Jeg har ogsa eksemplarer af alle slides, kopiark,
leerebgger og andet materiale, der har vaeret brugt i undervisningssituationerne. Derudover har
jeg faet en nogle elevrapporter fra bade fysikrapporten, matematikrapporten og
studieretningsopgaven. Disse rapporter er stort set blevet udvalgt tilfeeldigt. | forbindelse med
fysikrapporten har jeg blandt andet faet rapporterne fra de elever, der var i den gruppe, som jeg
observerede.

6.2.1 Min rolle under dataindsamlingen

| starten af hver lektion lagde jeg en diktafon pa katederet, sa jeg let kunne hgre, hvad lzereren og
eleverne sagde. | Igbet af timerne observerede jeg undervisningen, mens jeg sad pa en stol bagerst
i lokalet uden at forstyrre eller afbryde undervisningen. Jeg havde ogsa en diktafon med mig
bagerst i klassen for at fange stemmerne fra de elever, der sad bagerst i lokalet. Mine
observationer forlgb sadan for at fa et sa objektivt indblik i undervisningen som muligt. |
forbindelse med laboratoriegvelsen gik leereren rundt med den ene diktafon i lommen, mens han
gik rundt og vejledte de forskellige grupper. Jeg fulgte en enkelt gruppe med en diktafon og skrev
samtidigt feltnoter undervejs om gruppens arbejde. Kun ganske fa gange har eleverne henvendt
sig til mig. De fleste gange stillede de spgrgsmal om mit projekt. En enkelt gang under
laboratorigvelsen spurgte de mig om, hvor farlige de radioaktive kilder var.

6.3 Metode til analyse af data

For at kunne studere valideringssituationer i undervisningen har jeg brugt begrebet didaktisk
kontrakt. Det er et vigtigt redskab, der kan afslgre, hvilken karakter valideringen er af, fx i forhold
til ansvarsfordeling mellem lzeerer og elever. Som beskrevet i afsnit 3.2 starter analysen af
kontrakter med den mindste enhed — altsa mikrokontrakter — og f@rst herefter er man i stand til at
kunne sige noget om mesokontrakter og evt. makrokontrakter. Derfor har det veeret vigtigt at
dykke helt ned i detaljerne omkring nogle konkrete situationer pa mikrokontraktniveau. Da
datamaterialet var meget stort var det ngdvendigt at transskribere samtlige lydoptagelser fra
observationerne. Herfra kunne jeg danne mig et overblik over data og udvaelge nogle situationer,
der belyser min problemstilling. Jeg har i alt udvalgt fire situationer. De to f@rste situationer
hanger sammen og illustrerer, hvordan den grafiske ramme fungerer og kan bruges i forbindelse



med differentialligninger og seerligt validering. Her studeres hovedsageligt en kvalitativ Igsning i
den grafiske ramme. Situation 3 belyser matematisk modellering i matematikundervisningen,
herunder opstilling af differentialligninger og validering af matematiske modeller. Til sidst har jeg
en situation fra laboratoriegvelsen fra fysikforlgbet, som seerligt belyser hvordan fysiske
eksperimenter indgar som validering af fysiske love som matematiske modeller. Desuden fremgar
det, hvilken epistemisk status det eksperimentelle har for henholdsvis eleverne og faglareren. For
hver situation har jeg analyseret den tilsigtede viden, det objektive miljg og elevernes viden, hvor
jeg har identificeret mulige forhindringer for eleverne samt forsggt at forudse, om det objektive
miljg er tilstraekkeligt til at give feedback for eleverne. Dernaest fglger en gennemgang af
transskriptionerne, hvor mikrokontrakterne identificeres, og der er gennemgaende et fokus pa
validering i de konkrete situationer.



7. Analyse af situation 1 & 2

7.1 Kontekst

Vi skal se pa en helt konkret situation fra matematikforlgbet. Timens dagsorden er at introducere
og lgse den logistiske ligning. | skemaet nedenfor har jeg lavet en oversigt over timens indhold, sa
det bliver klart, hvad der foregar fgr og efter den konkrete situation, vi skal se naermere pa. Denne
er markeret med gult i skemaet nedenfor:

Tid(min:sek) | Overordnet aktivitet Aktivitet
10:30 Repetition af ligningerne
y =ayogy =ay+b.
22:30 Den logistiske ligning med MAPLE-ark om den logistiske ligning. Snak om
stgtte fra MAPLE Igsningsomrader — grafisk ramme. (Tid: 6:30)
Se pa differentialligningsudtrykket — kaede sammen med
Igsningsomraderne. (Tid: 4:00)
Se pa Igsningers opfgrsel iomradet 0 <y < b/a
Lgse ligningen vha. MAPLE
Formen y' = ay(M — y) introduceres.
24:00 Tavleundervisning med input Diskussion af metoden ‘separation af de variable’ i forhold
fra eleverne: til form og identifikation
Forberedelser til bevis for Diskussion af betingelserne for at bruge metoden — Del 1
setning om fuldstaendig Forberedelser til beviset — regneregler
lgsning til den logistiske Diskussion af betingelserne for at bruge metoden — Del 2
ligning.
15:00 FRIKVARTER
50:00 Tavleundervisning med input Variablerne separeres ud fra metoden
fra eleverne: Evaluering af integralerne — implicit I@sning
Udfgrsel af beviset Reduktion — eksplicit Igsning
Opsamling — de andre Igsningsomrader
Se pa de tilfaelde, hvor metoden ikke kan bruges

Tabel 7.1 — Oversigt over dobbellektionens forlgb. Situation 1 & 2 er markeret med gult.

Jeg vil ogsa ganske kort skitsere, hvad forlgbet op til denne time har omhandlet. Klassen har inden
denne time haft 4 dobbeltlektioner om differentialligninger. Eleverne er blevet indfgrt i de
grundleeggende begreber, herunder linjeelementer og metoden til separation af de variable. | de
to timer umiddelbart fgr denne time, har eleverne neaerstuderet differentialligningerne af typen
y' = ayogy' = ay+ b. De har fundet den fuldsteendige Igsning, studeret partikulere Igsninger
og har set pa ligningerne overordnet set ud fra linjeelementer. Denne lektion starter med
repetition om den forrige times indhold. Den situation vi ser pa kommer kronologisk set
umiddelbart efter repetitionen og det er fgrste gang eleverne stgder pa den logistiske ligning i
undervisningen.




7.2 A priori analyse af situation 1 og 2

Vi skal g@re os klart hvad den tilsigtede viden med situationerne er, samt praecisere hvad det
objektive miljg og elevernes viden er i situationerne. Begge situationer er bygget op om det
MAPLE-ark, som ses nedenfor i figur 7.1. Det projekteres pa en skaerm i klasselokalet.

Den logistiske ligning y'=y(b-ay)
Linjeelementer og Igsningskurver

restart

with(DEtools) :

o W
lig:= 47 y(b—awy)

——y(x) =y(x) (b —ay(x))

ivs = [y(0) =1,y(0) =-2,p(2) =6]:
a=1:b:=2:
>  DEplot(lig, y(x),x=-5..6,y=-3 .5, ivs, linecolor = [ red, blue, green|)
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Figur 7.1 — MAPLE-ark, der projekteres pa skaerm i klassen i situation 1 og 2, (fra leereren).

Den sekvens vi skal se pa, har jeg delt op i to dele, som her er kaldt situation 1 og situation 2. |
situation 1 fokuseres udelukkende pa retningsdiagrammet og Igsningsomraderne identificeres. |

situation 2 fokuseres pa selve differentialligningsudtrykket, altsa Z—z = y(b — ay), og dette kaedes

sammen med diagrammet med linjeelementerne.
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7.2.1 Den tilsigtede viden

Den tilsigtede viden i situation 1 er, at eleverne skal kunne laese et diagram med linjeelementer og
derudfra kunne konkludere, hvor mange Igsningsomrader differentialligningen har. Ordet
lgsningsomrade blev defineret i afsnit 5.2.2.1. Derudover skal eleverne kunne karakterisere
lgsningsomradernes strimler og lgsningernes overordnede opfgrsel indenfor en strimmel ud fra
retningsdiagrammet. Dette foregar altsa kun inden for den grafiske ramme, og man ser derfor kun
pa den kvalitative lgsning (se afsnit 5.2.2). | situation 2 er den tilsigtede viden, at eleverne skal
kunne forbinde symboludtrykket for den logistiske ligning med vaeksten af Igsningen y. Eleverne
skal endvidere kunne karakterisere veeksten og kunne forbinde det med diagrammet med
linjeelementerne. Specielt skal eleverne ud fra retningsdiagrammet kunne afggre hvor og for
hvilke funktionsvaerdier veeksten er stgrst indenfor et Igsningsomrade. Dette foregar fortsat i den
grafiske ramme, og fokus er derfor pa den kvalitative Igsning.

7.2.2 Det objektive miljg
| begge situationer udggres det objektive miljp af det MAPLE-ark, som ses i figur 7.1. Hele arket,
som ses i figuren, er projekteret pa en skaerm i klasselokalet. Jeg vil kort forklare de forskellige

linjer og kommandoer i MAPLE-arket. Fgrst defineres differentialligningen %zy(b—ay).

Dernaest fastleegges nogle initialbetingelser, som navngives ivs. S8 bestemmes konstanterne a og b
til henholdsvis 1 og 2. Med kommandoen DEplot laves retningsdiagrammet for differential-
ligningen, vinduet for diagrammet fastlaegges og tre Igsningskurver indtegnes ud fra initial-
betingelserne fra ivs.

| den fgrste situation fokuseres udelukkende pa retningsdiagrammet. Dette diagram er en
repraesentation af den fuldstaendige I@sning i form af linjeelementer samt grafen af tre partikulzere
I@sninger. Retningsdiagrammet fungerer som en statisk repraesentation for den kvalitative Igsning,
da der fx ikke aendres i parametrene a og b undervejs. Valget af denne repraesentation er et
didaktisk valg, der har konsekvenser for, hvordan eleverne reagerer pa de spgrgsmal, som laereren
stiller. | dette tilfaelde har laereren valgt et retningsdiagram i et vindue, der viser de vigtige
lgsningsomrader. Derudover har leereren indtegnet tre Igsningskurver, der svarer til tre forskellige
begyndelsesbetingelser. Disse tre begyndelsesbetingelser er valgt sadan, at de tre Igsningskurver
ligger i hver deres Igsningsomrade.

Det er vigtigt at sla fast her, at udformningen af retningsdiagrammet er afggrende for
undervisningssituationen. Idet laereren veaelger at indtegne de tre Igsningskurver oven i linje-
elementerne, s&ndres diagrammet markant i forhold til hvis linjeelementerne havde staet alene.
En anden vigtig ting at sla fast er, at udformningen af det objektive miljg skal ses i lyset af de
spgrgsmal, som laereren stiller. Det fremgar fra leererens spgrgsmal, at fokus er antal Igsnings-
omrader, og at spgrgsmalet har sit udgangspunkt i linjeelementerne. Det at laereren har indtegnet
Igsningskurverne i sit retningsdiagram har nogle mulige konsekvenser for situationen, som jeg vil
fremstille her. En mulig konsekvens af valget af denne repraesentation er, at eleverne maske



kommer til at fokusere pa de indtegnede kurver frem for at fokusere pa linjeelementerne eller de
kommer til at forveksle linjeelementer og Igsningskurver i diskussionen pa klassen. En anden mulig
konsekvens er, at den fuldsteendige Igsning, som bestar af en uendelig familie af funktioner ogsa
kommer lidt i baggrunden, da der er allerede er indtegnet nogle helt specifikke Igsningskurver.
Endnu en mulig konsekvens er, at eleverne kan komme til at forveksle strimlerne med
Igsningskurverne. Det kan dog ogsa veere en fordel at indtegne nogle Igsningskurver, idet eleverne
kanse, at linjeelementerne er tangenter til kurverne. | en samling MAPLE-ark lavet af leereren, som
han bruger som udgangspunkt for undervisningen i klassen ser jeg, at alle de steder, hvor der
optraeder et diagram med linjeelementer, er der i alle tilfeelde tegnet en eller flere Igsningskurver
oveni. | de elev-rapporter, jeg har haft adgang til, ses det samme. Det skyldes maske, at eleverne
ikke ved hvordan man producerer et diagram med linjeelementer uden indtegning af
I@sningskurver i MAPLE, da lzereren tilsyneladende ikke har demonstreret det for dem. Samtidigt
er det sandsynligt, at eleverne slet ikke har overvejet at tegne et diagram af linjeelementer uden
ogsa at indtegne Igsningskurver, da de aldrig er blevet praesenteret for det pa klassen. Der er dog
et enkelt eksempel pa det i leerebogen, se figur 7.2. Eleverne har adgang til laerebogen af Clausen
et al. (1993), men den benyttes ikke i denne lektion.
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Figur7.2 — Linjeelementer for differentialligningen y' = x + y. (Fra Clausen et al., 1993, s.63)

Ud over MAPLE-arket som ses pa figur 7.1, indgar endnu et MAPLE ark som en del af det objektive
miljg i situation 1. Det ses pa figur 7.3. Dette MAPLE-ark stammer fra den forrige time og
omhandler differentialligningen y = ky. Indholdet er helt tilsvarende til MAPLE-arket om den
logistiske ligning. | situationen bruges kun retningsdiagrammet fra MAPLE-arket fra figur 7.3.



Ligningen y'=ky
Linjeelementer og lgsningskurver

restart
with(DEtools) :
Vi ser her pa en af de simplere vakster, hvor det antages at den relative vaeksthastigheden er
konstant y'/y=k og som giver y'=k-y.
dy _

lig == Fi ky

<L) = k)

ivs = [y(0) =2,»(0) =-2,»(0) =0] :
k:==02:
> DEplot(lig,y(x),x=-5.4,y=-3.5, ivs, linecolor = | red, blue, green])

Vi ser ovenfor, at der er plottet lgsningskurver svarende til forskellige lgsningsomrader; y>0, y=0
09 y<O0 - i det tilfeelde, hvor k=0.2.

Figur 7.3 — MAPLE-ark, der projekteres pa skeerm i klassen i situation 1.

. . o q: T ° o o d
| situation 2 szettes der mere fokus pa differentialligningen pa symbolsk form, altsa pa d—i =

y(b — ay). Denne ligning udggr dermed det objektive miljg i situation 2 sammen med
retningsdiagrammet og de tre indtegnede Igsningskurver fra figur 7.1. For at finde sammen-
hangen mellem symboludtrykket for differentialligningen og retningsdiagrammet ville det veere
oplagt at inkludere fasediagrammet for den logistiske ligning som en del af det objektive miljg.
Fasediagrammet kan findes i lerebogen og ses neden for i figur 7.4 At have fasedigrammet med i
det objektive miljg ville give eleverne flere muligheder for at fa feedback fra miljget og styrke
studiet af den kvalitative lgsning, som det beskrives i afsnit 5.2.2.1. Ud fra fasediagrammet ses det
tydeligt, at veeksten har nulpunkterne 0 og b/a. Desuden viser det, hvordan vaksten opfgrer sig
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indenfor intervallet 0 <y < b/a, blandt andet ser vi tydeligt, at veeksten topper i b/2a.
Fasediagrammet indgar dog ikke i denne lektion.

yf, y(b-ag}

£ A7

Figur 7.4 — Fasediagram for den logistiske ligning (Clausen et al., 1993, s. 74)

Selvom fasediagrammet ikke indgar i det objektive miljg har situationen stadig et adidaktisk
potentiale, idet eleverne har mulighed for at interagere med retningsdiagrammerne og
Igsningskurverne.

7.2.3 Elevernes viden

Som beskrevet i afsnit 5.2.2 er linjeelementer en matematisk repraesentation af den fuldstaendige
Igsning, som eleverne ikke kender fra andre sammenhange end i forbindelse med differential-
ligninger. Det er derfor er repraesentationsform, som eleverne har stiftet bekendtskab med kort
tid forinden denne time. Jeg vurderer derfor, at betydningen og brugen af denne repraesentations-
form hgrer ind under viden i udvikling og er endnu ikke etableret viden i klassen pa dette
tidspunkt. Nogle af de udfordringer der er i forbindelse med at laese et diagram over linje-
elementer, som navnes i 5.2.2, dukker derfor maske ogsa op her. | lektionen lige inden denne
lektion har klassen set pa linjeelementerne for differentialligningerne y' = ay og y’ = ay + b.

Eleverne har inden forlgbet om differentialligninger haft et langt forlgb om differentialregning,
herunder begrebet differentialkvotient i forbindelse med tangenthzldning og vaekst. Selvom
eleverne i klassen har arbejdet i stor udstreekning med funktioner, sa er termen familier af
funktioner en anden stgrrelse, (se definition i afsnit 5.1). Et af de steder elever kan have mgdt
uendelige funktionsfamilier er i forbindelse med stamfunktionsbestemmelse, som det ogsa blev
papeget i afsnit 5.1. Klassen har dog kun haft en enkelt lektion om stamfunktioner inden dette
forlgb, sa termen en familie af funktioner vurderes ikke at vaere etableret viden i klassen. Det
betyder, at eleverne ikke har forudsaetningerne for at fglge med i studiet af den kvalitative Igsning
og generelt den fuldstaendige lgsning til en differentialligning, som er en uendelig funktionsfamilie.

| den fgrste situation er termen Igsningsomrade central for diskussionen. Denne term er ikke
defineret i laerebogen (Clausen et al., 1993) og leereren har ikke givet en definition af den. Leere-
bogen taler dog om, at en Igsning kan ligge inden for et omrade. Dette fremhaeves i bogen bade i
forbindelse med ligningen y' = ay + b g den logistiske ligning. Pa figur 5.15 fra afsnit 5.3.4.1 er
strimlerne y < 0 og y > 0 skraveret. Bogen omtaler disse som omrader, hvor lgsninger fra



differentialligningen y’ = ay + b kan ligge. Dette minder om termen Igsningsomrade, som
laereren benytter, men det er dog ikke helt det samme, idet bogen ikke omtaler y = 0 som et
omrade i den forbindelse. | MAPLE-arket pa figur 7.3 skriver laereren netop om samme situation,
hvor b = 0:

Vi ser ovenfor, at der er plottet Igsningskurver svarende til forskellige I@sningsomrdder; y>0,
y=0 og y<0 - i det tilfeelde, hvor k=0.2.

Ud fra dette citat ser vi, at laereren betragter ordet Igsningsomrade en anelse anderledes end det,
bogen kalder omrdde. Leereren anser nemlig ogsa y = 0 som et Igsningsomrade. Jeg har defineret
termen Igsningsomrade i afsnit 5.2.2.1. Fravaeret af en fastlagt definition af denne term udgegr en
forhindring for eleverne, da den skal defineres Igbende i situationen.

7.3 A posteriori analyse af situation 1 & 2

| de nedenstaende transskriptioner benaevnes lereren med “L” og eleverne med et anonymt navn.
Bemeerk at laereren har for vane ofte at slutte en satning af med ordet ikke. Dette betyder ikke at
seetningen er et spgrgsmal, det er blot en del af lzererens talemade. En anden vane er vendingen
sd at sige.

7.3.1 Situation 1

Jeg vil nu praesentere situationen, hvor jeg fremhaever valideringssituationerne ved hjalp af
mikrokontrakterne. Laengere nede ses et skema, tabel 7.2, som opsamler situationen organiseret i
episoder. Situationen starter med, at leereren projekterer MAPLE-arket fra figur 7.1 pa skeermen i
klassen. Laereren peger pa retningsdiagrammet og siger fglgende:

1. L: Allerfgrst, kan | se ud af de her linjeelementer, der bliver tegnet, hvor mange
Igsningsomrader, der er?

2. Else: Hvad mener du med det?

3. L: Alts3, hvor sker der noget forskelligt? Altsa, der er en helt masse Igsninger, der minder
meget om hinanden, men sa er der ogsa nogen der afviger fra den og det ser meget
forskelligt ud, g@r det ikke? Eller ser det meget ens ud synes I?

Situationen starter altsa med, at laereren stiller et spgrgsmal, om eleverne kan se, hvor mange
lgsningsomrader, der er. Som bemaerket ovenfor er spgrgsmalet egentligt: Hvor mange strimler er
planen opdelt i? Allerede her ser vi, at fravaeret af definition af termen Igsningsomrade er en
forhindring for eleverne. Det ses i tur 2. Laereren forsgger at oprette en mikrokontrakt i klassen,
hvor eleverne tager ansvar for formuleringssituationerne. Eleverne markerer dog kun i lille
udstraekning her, sa det lykkes ikke for laereren. Det skyldes i hgj grad fravaeret af definition af
lgsningsomrader, som ggr, at spillereglerne for situationen mangler. Som tidligere naevnt er
brugen af linjeelementer en viden, der er under udvikling for eleverne og endda noget, der er
blevet institutionaliseret pa klassen inden for kort tid.



Tilsyneladende gnsker leereren at have flere elever med, sa han vender tilbage til indholdet fra den
forrige time om y' = ay. Derfor projekterer han MAPLE-arket fra figur 7.3 pa skeermen. Teoretisk
set burde viden om differentialligningen y’ = ay have status som viden i udvikling, da det er
gennemgaet i tidligere lektioner. Dog fremgar det, at termen Igsningsomrade ikke er defineret
endnu. Lzereren fokuserer nu igen pa retningsdiagrammet, og brugen af denne er stadig ikke
etableret i klassen. Situationen fortsaetter:

3. L:Lad os ga tilbage til denne her. Hvor mange lgsningsomrader havde vi der?

4. Lea:Tellerdendery = 0 med?

5. L:Detkan | jo... Ggr den det? Hvad siger Sanne? (Mange elever markerer i denne episode).

6. Sanne: Er der ikke tre?

7. L:Jo, nemlig hvilke?

8. Sanne: Dem der gar opad, og sa der hvor de er lige, og der hvor de falder... Det var der hvor
de positive, og de...

9. L:Ja, og hvordan vil du karakterisere det omrade der? (Leereren peger pa den positive del,
altsa pa omradet y > 0).

10. Sanne: De er voksende.

11. L: Ja det er rigtigt nok, at alle Igsningskurverne de er sadan set voksende, men hvis du skal
angive det om, hvilken del af sa at sige planen er det? Hvordan vil du karakterisere den her
del af planen?

12. Sanne: Den er positiv.

13. L: Ja, hvad er det der er positivt?

14. Sanne: @h, det ved jeg faktisk ikke.

15. L: Hvad er det der er positivt her? Line, eller sludder og vregvl, Nadja.

16. Nadja: y stgrre end nul.

17. L: Ja, det er y st@grre end nul. Ja, sa det var y stgrre end nul.

Igen er lzererens spgrgsmal det samme. Eleverne skal finde antallet af Igsningsomrader. | denne
episode markerer mange elever. Vi bemaerker dog i tur 4, at en elev stadig ikke forstar, hvad
laereren mener med termen Igsningsomrade. Fravaeret af en formel definition udggr altsa stadig
en forhindring for eleverne. | stedet for at afklare, hvad definitionen er, forsgger laereren i tur 5 at
etablere en mikrokontrakt, hvor han leegger op til, at definitionen er til forhandling. Men allerede i
tur 7, bryder han kontrakten ved at afslgre svaret, idet han siger: Jo, nemlig hvilke? Dette er en
valideringssituation, idet laereren validerer elevens svar. Ansvaret for denne validering er helt pa
leererens side, men eleven far bagefter lejlighed til at forklare sig i tur 8. Forklaringen laener sig op
af miljget, som her er diagrammet over linjeelementer fra figur 7.3. Her beskriver hun omraderne
ud fra dem der gdr opad... ... de er lige... ... hvor de falder. Spgrgsmalet er sa, hvad dem og de
refererer til. Jeg har to bud pa, hvad hun kan referere til. Hun blev bedt om at beskrive de tre
lgsningsomrader, men det er muligt, at hun i stedet beskriver, hvordan Igsningskurverne ser ud i
de forskellige strimler. Hvis eleven forveksler strimlerne med Igsningskurverne har de indtegnede
kurver altsa en uheldig pavirkning pa episoden i forhold til laererens spgrgsmal. Idet hun omtaler
dem i flertal, tyder det pa, at hun taenker pa en familie af funktioner frem for blot den ene
indtegnede Igsningskurve i hvert omrade. Det kan ogsda veere, at hun refererer til



linjeelementernes haeldning, idet hun siger dem og de. Under alle omstaendigheder svarer hun ikke
pad lereren spgrgsmal, som jo gar ud pa at identificere de tre strimlery <0,y =0o0gy > 0.
Alligevel kan hun godt se, at der er tre omrader, hvor enten linjeelementerne eller
lgsningskurverne opfgrer sig forskelligt. Jeg bemaerker desuden her, at den omtalte validerings-
situation er meget kortvarig. Leereren styrer diskussionen efter sin egen dagsorden og prgver at fa
eleverne til at indse, hvordan omraderne er delt op. Han peger pa omradet y > 0 og spgrger i tur
9, hvordan Sanne vil karakterisere den del af planen. Sanne fortsaetter i sit spor, laereren
omformulerer sig og til sidst konkluderer eleven, at hun er usikker pa, hvad der egentligt er
positivt. En anden elev, Nadja, svarer i tur 16 sa det, som lzereren fisker efter. Laereren
responderer igen med en kortvarig validering, idet han siger i tur 17: Ja, det er y stgrre end nul.

Vi ser i denne episode, at leereren forsgger at inddrage eleverne sa meget som muligt og forsgger
at etablere en mikrokontrakt for at lave en kvalitativ analyse af strimlerne. Han gnsker, at eleverne
selv taenker over problemstillingen og formulerer sig. Problemet er her, at definitionen af termen
Igsningsomrade bliver benyttet undervejs uden at have en formel definition. Samtidigt defineres
termen lgbende, men ud fra eksemplet. Dette er problematisk, da definitionen hermed far en,
operationel status. Den knyttes til den konkrete situation, og leereren kan derfor ikke definere
spillereglerne generelt. Vi ser ogsa, at episoden reelt ender med noget der ligner en Topazeeffekt,
idet laereren giver tydeligere og tydeligere hints og pensler spgrgsmalet meget ud. Den
mikrokontrakt, som reelt finder sted i episoden har karakter af en forhandlingskontrakt, hvor
eleverne forsgger at sige det, som laereren er ude efter. | begge de kortvarige validerings-
situationer der opstar, er det derfor udelukkende laereren, der har ansvaret, og miljget inddrages
kun i nogen grad. Vi vil videre se, at denne form for validering er hyppigt brugt af den pagzeldende
leerer. Situationen udvikler sig forsat:

18. L: Og hvad er det andet interessante omrade? Felix.

19. Felix: y mindre end nul.

20. L: Ja, nar y er mindre end nul. Og der kan man se, hvordan ser alle Igsninger ud der? Ja,
Felix.

21. Felix: De er magen til de positive r@dder, bare afspejlet i nul.

22. L: Ja, man kan sikkert godt finde nogle spejle, det er rigtigt. Men nu sagde vi at alle de her
var voksende, sa de her de er?

23. Felix: Faldende

24. L: Ja, eller aftagende. Og sa har vi en til. Det var den du var inde pa Lea.

25. Lea: y lig med nul.

26. L: Ja, det er y lig med nul. Det er ikke sa interessant, men den skal jo sa at sige med. Det var
sa og sige den vi undersggte, da vi lgste differentialligningen. Det var den vi undersggte for
sig, fordi vi kunne kun bruge separation af de variable pa det omrade og pa det omrade,
ikke? (L peger pa strimlerne y > 0 og y < 0 pa laerredet). Og sa kunne vi se, at det her faktisk
ogsa var en Igsning ved at saette ind, og sa sammenstykkede vi til den samlede Igsning. Sa
det var det.



Denne gang bringer eleven Felix med det samme det svar, som laereren var ude efter, og laereren
lader sa Filip beskrive, hvordan Igsningskurverne ser ud i Igsningsomradet y < 0. | tur 21 bruger
Felix ordet rgdder om lgsningerne. Ordet rgdder er dog normalt et ord, man bruger om nulpunkter
i polynomier. Det er derfor uklart, hvad Felix taenker pa. Det er muligt, at Felix taenker pa rgdderne
som funktioner, da det jo netop er funktioner, der er Igsninger til differentialligningen. En anden
mulighed er, at Felix rent faktisk taenker pa redderne som tal. Det kunne i denne sammenhang fx
vaere punkter i planen, da det ville give mening sammen med hans forklaring om, at redderne er
afspejlet i nul. Her mener han nok y = 0. Det kunne dog ogsa vare, at han teenker pa
linjeelementer, som ogsa ser ud til at vaere afspejlet i linjen y = 0. Desuden ser det ud til, at Felix
har gjort en fin observation ud fra miljget, nemlig at de Igsningskurver (eller rgdder), der dukker
op i omradet y < 0 er direkte spejlinger af Igsningskurverne fra omradet y > 0. Lgsningskurverne
fra figur 7.3 er nemlig pa formen y = +ce**, hvor ¢ € R,. P& figuren er begyndelsesbetingelserne
netop valgt sadan, at de to Igsningskurver bliver symmetriske om y-aksen. Her er de henholdsvis
y(0) = 2 og y(0) = —2. Dertil er der ogsa den konstant Igsning. Det ser altsa her ud som om
eleven interagerer med miljget og formulerer sin hypotese ud herfra. Dog virker det ikke som om
lereren er synderligt interesseret i denne observation, selvom hans spgrgsmal gik ud pa at
beskrive hvordan Igsningerne ser ud. Leereren bemaerker blot i tur 22: Ja, man kan sikkert godt
finde nogle spejle, det er rigtigt. Om det er en positiv validering eller ej er ikke klart. Leereren
fortseetter med, at fa Felix til at sige det han gnsker og laegger op til, hvilket svar, han gerne vil
have ved at sige: Men nu sagde vi, at alle de her var voksende, sa her er de...? | tur 24 validerer og
retter laereren med et kortvarigt: Ja, eller aftagende. Til sidst far han Lea til at give det sidste
omrade, og han samler op pa situationen. Episoden er et klassisk eksempel pa triadisk dialog og vi
ser i tur 24, at lzereren benytter sin rolle, som den der validerer og samtidigt retter elevens
fagsprog, sa det bliver mere praecist (se afsnit 3.7). Mikrokontrakten i episoden kan kaldes
kollektiv produktion, da to elever begge bidrager til den faglige diskussion. P4 den anden side
folger laereren kun sin egen dagsorden og kommenterer kun overfladisk Felix’ observation om
spejling. Mikrokontrakten bliver derfor lidt forhandlingsagtig. Al validering i episoden foretages af
leereren, og han har alene ansvaret. Dette er typisk, nar klasserumsdiskursen er triadisk dialog.
Lereren har nu defineret termen Igsningsomrade ud fra tilfeeldet y' = ky ved at identificere de
tre Igsningsomrader. Definitionen er derfor situeret og det er problematisk. Vi vil se i de fglgende
episoder, at det fortsat skaber forhindringer for eleverne og mangel pa spilleregler.

Leereren vender nu tilbage til den oprindelige situation, nemlig diagrammet over linjeelementer
for den logistiske ligning, som ses i figur 7.1.

27. Har | sa et bud pa hvor mange omrader der er her?
(Pause) — Mange elever markerer.

28. Solveig: Jeg har ikke forstaet spgrgsmalet.

29. L: Hvor mange, altsa hvor mange omrader sker der noget sa at sige forskelligt? Radikalt
forskelligt kunne man sige. Altsa, det er kun et geet ud fra de linjeelementer vi har, ikke?
Arvid.



30. Arvid: Jeg ville sige, at der var 3.

31. L: Ja, hvad er det for nogen?

32. Arvid: Der er to, der er aftagende, og der er en, der er voksende.

33. L: Ja, det er jo de tre, der er interessante, men i lighed med f@r er der vel ogsa to, der er
rimelig uinteressante, ikke? De kan jo maske ogsa veaere lige sa interessante, der sker ikke
sa meget.

| Tur 27 stiller lzereren det oprindelige spgrgsmal igen, men benytter nu ordet omrdder i stedet for
lgsningsomrader. Han er altsa ikke helt konsekvent med ordvalget. Mange elever markerer, sa de
foregdende episoder har tilsyneladende vaeret med til at understgtte og opklare spillereglerne for
eleverne. Ud fra de forslag og kommentarer, som eleverne kommer med, er det dog ikke helt
tilfeldet. Det fgrste vi laegger maerke til er, at der stadig er en elev, der ikke har forstaet
spgrgsmalet og siger det. Igen er spillereglerne ikke defineret og det lykkes kun leereren i nogen
grad at etablere en mikrokontrakt om at identificere Igsningsomraderne for den logistiske ligning.
Lereren forsgger derfor i tur 29 at formulere sig i et sprog, der minder om hverdagssprog,
eksempelvis siger han: radikalt forskelligt. Nar leereren siger, at det kun er et geet, sa viser det, at
leereren gnsker, at flere elever skal deltage og han siger hermed, at det er helt i orden at komme
med sin hypotese, selvom man ikke er sikker pa den. Arvid svarer, at der er tre lgsningsomrader og
leereren responderer i tur 31 med: Ja, hvad er det for nogen? Det lyder som en positiv validering,
men nar det rigtigt svar er 5, ma leererens kommentar vaere af en anden karakter end egentlig
validering. Det ser ud til, at den egentlige validering fgrst kommer i tur 33, hvor laereren
konkluderer, at der er tre omrader, men ogsa at der er yderligere to Igsningsomrader. Den
tilsyneladende validering i tur 31 fungerer mere som en slags forelgbig validering af, at eleven
maske har ret, eller at eleven har delvist ret. Det er som om, leereren antager, at eleven har ret, og
at eleven sa skal forklare hvorfor. Dermed ser det ud som om valideringen delvist ligger hos
eleven. Det, der reelt foregar, er, at definitionen af termen lgsningsomrade igen er under
forhandling og afklaring. Elevens forklaring er her: Der er to, der er aftagende, og der er en, der er
voksende. Vi ser, at dette ikke er en validering, men mest bare en formuleringssituation. Laereren
godtager dette svar og afslgrer, at der er yderligere to omrader. Denne mikrokontrakt har altsa en
lidt speciel karakter, idet laereren lader som om han validerer uden egentlig at ggre det. Atter ser
vi, at arsagen er den uklare definition af termen Igsnings-omrade. Det er desuden veerd at se
naermere pa Arvids svar. Han svarer, at der er to, der er aftagende og en, der er voksende. Hvad er
denne ene og disse to, han henviser til? Det kan vaere omraderne, Igsningskurverne eller maske
linjeelementerne. Siden han beskriver dem som voksende og aftagende tyder det p3, at han taler
om Igsningskurverne eller linjeelementerne. Igen ser vi, at valget om at indtegne Igsningskurverne
gor situationerne mere komplekse og det er uklart, hvad der tales om. Idet Arvid i tur 32 svarer, at
der netop er to, der er aftagende, tyder det pa, at han taenker pa Igsningskurverne. Der er jo
mange flere linjeelementer. Ligeledes med den ene, der er voksende. Det at han omtaler dem
enkeltvis tyder pa, at han ikke ngdvendigvis er klar over, at her er tale om en familie af Igsninger.
Dette kommenteres eller valideres ikke pa fra lzererens side. Endvidere udvikler situationen sig:



34. L: Lars.

35. Lars: De to, der er vandrette.

36. L: Ja. Den her den er nemlig karakteriseret ... (L peger pa linjen y = 0 pa lzerredet).

37. Lars: y lig med nul.

38. L: Det er y lig med nul.

39. Lars: Den anden ma sa veere y lig med 2.

40. L: Ja, det er y lig med 2. Og det viser sig, at det er forholdet mellem b og a. Men det skal vi
se, nar vi lgser den.

41. Hans: Er det y lig med 2 vi far for oven?

42. L: Ja, den veerdi vi far her...

Endnu en elev inddrages og han identificerer de to sidste Igsningsomrader, nemligy = 0 ogy = 2.
Igen ser vi, at leererens validering optraeder pa kort form, idet han i tur 38 siger bekraeftende: Det
er y lig med nul, og i tur 40: Ja, det er y lig med to. Til sidst ender situationen med, at en elev
konkluderer:

43. L: Sa... Alma.

44. Alma: Kan man godt sige, at der er et omrade, hvor y er stgrre end to? Og sd i virkeligheden
er der vel 5.

45. L: Ja, ja. Der er nemlig 5 omrader. Sa nu er vi tilbage til mit fgrste spgrgsmal. Hvor mange
omrader er der. Der er fem, ikke? 1,2,3, hvor der sker sddan mere eller mindre interessant.
(L peger pa leerredet pa de tre “interessante” Igsningsomrader). Og sa er der sadan to, som
er sadan nogle, gh, lidt uinteressante omrader. Og den af de tre, der er mest anvendelig,
altsa det man bruger mest i praksis, det er den midterste her. Fordi den karakteriserer en
veekst, og hvis vi nu gar op og ser pa differentialligningen. Det skal | ogsa ggre i rapporten. |
skal ga ind og se sa at sige...

Alma formulerer sin hypotese her i tur 44. Leereren validerer den med det samme, og han bruger
miljget i nogen udstraekning, mens han tealler Igsningsomraderne og peger pa diagrammet med
linjeelementerne. Igen ser vi, at laereren har ansvaret i valideringsprocessen. Denne sidste episode
har desuden karakter af institutionalisering, da laereren her slar svaret fast. Diskussionen er
hermed lukket, og leereren slutter af med nogle bemaerkninger om en elevrapport, som eleverne
skal aflevere kort tid efter denne lektion.

7.3.2 Generelle overvejelser om situation 1
Nedenfor ses en oversigt over hele situationen opdelt pa mikrokontraktniveau. | kolonnen status
af viden star N for ny viden, U for viden i udvikling og G for gammel viden (se afsnit 3.2).

Episode | Tur Titel Fordeling Status af | Mikrokontrakt
af ansvar viden
la 1-3 Laerer spgrger om Laerer N
lgsningsomrader
1b 4-17 Antal Igsningsomrader for | Laerer, Lea, | N Forhandling
y'=ky — karakterisering af | Sanne og
omradet y>0 Nadja




1c 18-26 | Karakterisering af de Leerer, Felix Kollektiv
resterende og Lea produktion
Igsningsomrader

1d 27-33 | Antal Igsningsomrader for | Leerer, Individuel
den logistiske ligning —de | Arvid og produktion
tre interessante omrader | Solveig

le 34-42 De resterende to Leerer, Lars Individuel
Igsningsomrader og Hans produktion

1f 43-45 | Konklusion Leerer og Individuel

Alma produktion

Tabel 7.2 - Situation 1 opdelt i episoder

Generelt ser vi, at mg@nsteret i klasserumsdiskursen er triadisk dialog. Det er leereren, der styrer
samtalen og dagsordnen. Vi ser ogsa, at leereren er meget ivrig efter at inddrage eleverne sa
meget som muligt i formuleringssituationerne, og han vil gerne have, at eleverne selv skal
producere deres viden. Jeg observerede, at laereren som regel holdt pause efter at have stillet et
spgrgsmal, indtil mange elever markerede. Hvis det ikke skete, vendte laereren i nogle tilfalde
tilbage til en tilsvarende problemstilling, som eleverne havde set fgr. Det ses blandt andet i skiftet
mellem episode 1a og 1b. | andre tilfelde omformulerede og preeciserede laereren sit spgrgsmal.
Da lzererens undervisningsform er triadisk dialog, ser vi, at ansvaret i valideringssituationerne
oftest ligger hos leereren. | langt de fleste tilfeelde blev valideringssituationerne meget sma og
kortvarige. Ofte validerede lzereren elevernes hypoteser med det samme, med et ja eller nej. |
nogle tilfelde kommer der slet ikke en forklaring, men i mange tilfeelde spgrger han den elev, som
har formuleret hypotesen. Eksempler pa dette findes gentagende gange i episode 1b.

Vi sa ogsa et par tilfelde, hvor en elev fremsagde sin hypotese, og hvor laereren stor set ikke
kommenterede det. Det ses fx i episode 1c tur 20-21. Leereren validerer lidt tvivisomt Felix’
hypotese og gar straks videre. Dette viser, at laereren er mest fokuseret pa sin egen dagsorden
frem for at diskutere de faglige overvejelser, som eleverne ind i mellem udtrykker. Der kan veaere
flere grunde til det. En af grundene kan vaere for at holde en rgd trad og ikke forvirre de andre
elever. En anden grund kan veere af praktiske arsager. Efter denne lektion kommenterede lzereren
i en uformel samtale, at han var tidspresset i denne lektion pa grund af en kommende rapport, og
at det var vigtigt, at de ndede at gennemga dagens program. Han udtalte ogsa, at dagens
gennemgang blev lidt hurtig, og at han synes, det var utilfredsstillende.

Det springende punkt i denne situation er problemstillingen omkring definitionen af termen
lgsningsomrade. Igen og igen ser vi, at eleverne er i tvivl om laererens hensigt med spgrgsmalet og
det afslgrer, at spillereglerne er fraveerende i de mikrokontrakter, leereren forsgger at etablere.
Termen Igsningsomrader er kun defineret operationelt set ud fra en konkret situation. Det er altsa
ikke mulig at komme frem til en generel definition i situationen. Dette ggr, at mesokontrakten,
altsd den overordnede didaktiske kontrakt gennem hele situationen, er en forhandlingskontrakt.
Selvom jeg har karakteriseret de fleste mikrokontrakter i de enkelte episoder som individuel eller
kollektiv produktion, sa vi ogsa i analysen undervejs, at tendensen i mange tilfaelde var, at



kontrakten var pa greensen til en forhandlingskontrakt. Eleverne har ikke de faglige forud-
seetninger for at interagere med miljget og svare pa leererens spgrgsmal. Dermed har laereren reelt
al ansvaret i de sma episoder og dette har konsekvenser for rationaliteten i situationen. Laereren
kan ikke henvise til den formelle definition, og derfor mister valideringen rationalitet, idet laereren
validerer ud fra egne definitioner og spillerregler.

7.3.2 Situation 2
Denne situation foregar som naevnt tidligere i umiddelbar forleengelse af situation 1. Situationen

starter med, at laereren szetter fokus pa udtrykketz—z = y(b — ay), som star i MAPLE-arket pa

figur 7.1. Selvom det ikke er en repraesentation, som oplagt hgrer ind under den grafiske ramme,
ser vi i situationen, at vi fortsat bliver i den grafiske ramme. Som beskrevet i afsnit 3.4 kan man
godt have reprasentationer fra det algebraiske symbolregister i den grafiske ramme, sa laenge
formalet er at studere den kvalitative Igsning, og det er de grafiske repraesentationer, som er i

fokus og benyttes til argumentation. | situation 1 studeres ligningen Z—Z = y(2 — y) ud fra MAPLE-

arket fra figur 7.1. Det er altsa en konkret logistisk ligning, hvora = 1 og b = 2. Det er denne
ligning, der fortsat studeres i situation 2. Her fokuseres pa Igsningsomradet 0 < y < 2.

1. L: Det der udtryk her, det... (L peger pa symboludtrykket for differentialligningen pa
leerredet). Hvilket slags udtryk er det? Kan | gennemskue det? Det er sadan lidt sveerere at
se. Men kan | gennemskue, hvad hgjresiden er for en slags udtryk? Sgren.

Sgren: Det er linezcert.

L: Nej

Sgren: Altsa a gange y minus...

L: Ja, det der, det er lineaert. (L peger pa faktoren (b-ay)). Og sa ganger du med y...
Sgren: Hvis du ganger med y bagefter, sa er det jo yz.

L: Ja. Sa hvilket slags udtryk er det?

Sgren: Det er et potens af eksponentiel... Nej, potens eller polynomium.

L: Ja, og du har jo ikke et rent yZ, du har jo... Du far ogsa et led, der hedder...

10. Sgren: N3, ja. Y gange b.

11. L: Sa hvad er din konklusion?

12. Sgren: Polynomium.

13. L: Ja, og hvilket grad har det polynomium?

14. Sgren: 2. grads.

15. L: Ja... og hvilken vej vender grenene pa det? Mia.

16. Mia: Jeg teenker, at de vender nedad.

17. L: Grenene vender nedad, ja...

©ONOURWN

| denne fgrste episode har vi en dialog, hvor laereren hjeelper Sgren med at formulere og afggre,
hvilket slags udtryk y(b — ay) er. Dette er gammel viden, som er etableret hos eleverne og nar
man kun ser pa denne lille episode, ser det ud som om, det udelukkende foregar inden for den
algebraiske ramme. Vi vil se, at denne viden fra episode skal benyttes i de fglgende episoder til
arbejdet i den grafiske ramme. En enkelt elev, Mia, inddrages ogsa til at konkludere, hvilken vej



grenene vender. Dette afhanger af fortegnet pa konstanten a, da 2. gradspolynomiet er
—ay? + by. | MAPLE- arket ser vi, at a = 1. Her er det tydeligt, at laereren gnsker, at det skal vaere
eleverne, der producerer viden med vejledning fra laereren. Klasserumsdiskursen er fortsat triadisk
dialog med spgrgsmal — svar — evaluering. Hermed opstar mange helt sma valideringssituationer,
hvor ansvaret ligger hos laereren. Selvom det suversaent er leereren der styrer dialogen, bidrager

eleverne rent faktisk med det faglige ud fra miljget, som i dette tilfeelde udggres af ligningen

Z—z = y(b — ay). Vi kan derfor kalde mikrokontrakten i denne episode for individuel produktion.

Efter denne episode drejer laereren samtalen over pa at koble dette sammen med diskussionen i
situation 1.

18. L: ... Og det vil sa sige, den har et toppunkt ikke ogsa? Og... Det vil sa sige, at det der star pa
venstresiden, det er jo vaeksten pa vy, ikke? Sa hvad kan vi sige om vaeksten pa y? Vaksten
pay, det fglger hvad? Niels.

19. Niels: Vaeksthastigheden afhaenger af... Altsa hvis vi snakker om antallet i en population, sa
afhaenger hastigheden af antallet i populationen.

20. L: Ja, preecis. Og i starten, fordi... Hgjresiden, det bliver jo som Mia siger, det bliver sa at
sige toppen, grafisk kan vi tegne det som et andetgradspolynomium, ikke? Og det vil sa
sige, at vaeksten topper pa et eller andet tidspunkt. Men den ma jo stige i starten ikke?
Altsa... Vaeksten ma blive stgrre og stgrre, fordi sadan et andetgradspolynomium med
grenene nedad, det ma, mellem rgdderne, der ma det jo stige ikke? Og sa ma den jo toppe.
Og hvor topper den sa at sige? Hvor er vaeksten stgrst pa den rgde her? (Laereren henviser
til diagrammet med linjeelementer). Albert.

21. Albert: 2

22. L: Nej. Oppe i 2, det var jo der hvor den var helt vandret jo. Altsa, der var...

23. Noah: 11

24. L: Ja, det ma veere 1, lige i midten. Sa lige her midt i mellem, ikke? (L peger pa laerredet ved
den rgde kurve omkring y = 1).

Leereren anslar nu, at Z—z og dermed y(b — ay) betegner vaeksten for en funktion y. Han forsgger i

tur 18 at fa eleverne til at formulere noget om, hvordan vaksten udvikler sig. Dette er formuleret
som et meget dbent spgrgsmal: Hvad kan vi sige om vaeksten pd y? Niels formulerer en korrekt
hypotese i tur 19, nemlig at vaeksthastigheden af y afhaenger af y selv. Han formulerer det ud fra
et eksempel, der omhandler population. Klassen har pa dette tidspunkt ikke beskaeftiget sig med
modellering af differentialligninger endnu, men i afsnittet om den logistiske ligning i leerebogen er
der et eksempel om en populations vaekst. Leereren reagerer i tur 20 med: Ja, praecis. Ud over
dette kommenterer han overhovedet ikke Niels’ hypotese. Niels’ beskrivelse af veeksthastigheden
er rigtig og af betydning, men laereren fortseetter i stedet med at snakke videre om sin egen
dagsorden. Derfor bliver valideringssituationen reduceret til denne ene lille kommentar, og igen
har leereren hele ansvaret. Det tyder altsa p3, at leereren forventede et andet specifikt svar pa sit
abne spgrgsmal, og at laereren ikke tager sig tid til at tage de alternative hypoteser op, som han
ikke havde planlagt.



Lereren fortseetter med at stille spgrgsmal om vaeksten, men praeciserer nu sit spgrgsmal,
formentlig for at fa drejet samtalen ind pa sin dagsorden igen. Leereren snakker nu om parablen

som ses pa figur 7.4, men denne figur bliver ikke tegnet eller refereret til i undervisnings-
situationen.

yt yls-ay/

A N

o

Figur 7.4 — Fasediagram for den logistiske ligning (Clausen et al., 1993, 5.74)

Det er altsa op til eleverne at forestille sig den, mens laereren taler. Som vi naevnte i afsnit 7.2.2
ville dette fasediagram have understgttet denne diskussion gevaldigt. Det nye spg@grgsmal
formuleres saledes: Og hvor topper den sa at sige? Hvor er vaeksten stgrst pa den rgde her? Ordet
den henviser til vaeksthastigheden for y. Spgrgsmalet formuleres med et hvor. Med det mener
leereren formegentlig: For hvilke funktionsvaerdier er vaeksthastigheden stgrst? Det er derfor ikke
sikkert, at spgrgsmalet er klart for eleverne. Endvidere szetter leereren spgrgsmalet om veekst-
hastigheden i forbindelse med Igsningskurven i diagrammet med linjeelementer. Den rgde her
henviser nemlig til den midterste Igsningskurve pa figur 7.5.

Det er ogsa lidt besynderligt, at laereren kader den generelle vaksthastighed sammen med en
partikulaer Igsningskurve. Dermed bliver svaret sa ogsa kun galdende for en partikulaer Igsning, og
eleverne finder ikke ud af, hvor vaeksthastigheden er stgrst generelt, men hvor den specifikke
Igsning har stgrst veekst. Derfor gar eleverne glip af at se sammenhangen mellem differential-
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ligningen og den maksimale vaekst. Spgrgsmalet fra laereren er ogsa ret indviklet, idet det
inddrager mange forskellige termer og repraesentationsformer. Her indgar termen vaekst, 2.
gradspolynomiet y(b — ay), fasediagrammet som ikke tegnes, linjeelementerne og den rgde
lgsningskurve fra figur 7.5. At have sa mange termer og repraesentationer i spil pa én gang, kan
veere en udfordring for eleverne. | fgrste omgang svarer en elev, at vaeksten topper i 2. Pa figur 7.5
ser det ud til, at den rgde kurve har y = 2 som asymptote. Eleven svarer hgjst sandsynligt 2, fordi
det ser ud som om det er den hgjeste funktionsvaerdi for kurven. Dette tyder pa, at eleven
muligvis har misforstaet laererens spgrgsmal. Laereren validerer hurtigt, at det er forkert i tur 22:
...det var jo der hvor den var helt vandret jo. Igen bliver der ikke praeciseret, hvad den refererer til.
Spergsmalet omhandler vaeksten, sa det ma veere vaeksten, de omtaler. Pa den anden side, sa
lyder det meerkeligt, at leereren siger, at veeksten er vandret. Det tyder pa, at det er
tangenthaldningen eller linjeelementerne, der hentydes til. Som vi ser fra samtalen pa klassen
finder en elev frem til, at svaret er 1 i tur 24, men de har ikke praciseret, at det er funktions-
vaerdien y, der er 1. Laereren validerer i tur 25, at dette er korrekt. Idet han siger: Lige her midt i
mellem, mener han midt i mellem de to asymptoter eller Igsningsomrader y = 0 og y = 2. Linjen
y = 1 ligger rigtig nok lige midt i mellem.

Den viden om vaekst, der er i spil her, sammen med brugen af linjeelementer i denne episode er ny
viden, og der er mange ting, der fremstar uklart. En af de vaesentligste arsager er, at laereren taler
om 2. gradspolynomiet pa figur 7.4, som eleverne selv skal forestille sig. Miljget er i dette tilfeelde
ikke tilstraekkeligt til at give dem feedback. Derfor har mikrokontrakten karakter af forhandling.
Eleverne prgver at svare sa godt de kan pa laererens spgrgsmal, men laereren er fgrst tilfreds, nar
eleverne har sagt det han g¢nsker. | denne episode har Noah formuleret hypotesen, at
vaeksthastigheden er stgrst i 1, hvilket svarer tilb/a, dab = 2 oga = 1 ifelge MAPLE-arket figur
7.1. Denne kobling til konstanterne a og b laves dog ikke i undervisningen. Hypotesen gnskes nu
valideret her inden for den grafiske ramme. Lzereren har allerede afslgret, at hypotesen er rigtig,
men eleverne skal forklare, hvordan de kan se det ud fra diagrammet:

25. L: S3 hvordan viser det sig, at veeksten er stg@rst der, pa den her? (Peger igen pa den rgde
Igsningskurve ved y = 1). Noah.

26. Noah: Den er mest stejl.

27. L: Hvad er mest stejl?

28. Noah: Linjen, den rgde linje.

29. L: Jar... men hvordan angiver stejlheden pa sadan en? Lea

30. Lea: Ved linjeelementerne.

31. L: Ja, man kunne ogsa sige, at linjeelementet her, at det er stejlest der, ikke? Eller?

32. Lea: Det er der, hvor haldningskoefficienten er stgrst.

33. L: Ja, pa hvad?

34. Lea: P3 tangenten.

35. L: Ja, pa tangenten ikke? Men altsa tangenthaldning, det er jo en del af linjeelementet.
Altsa, preecis, altsa... Det er jo den tredje koordinat i linjeelementet, sa altsa, det er bare to
mader at sige det samme pa. S3, her er den rimelig flad, og sa bliver den sa og sige stejlere



og stejlere linjeelementerne, ikke ogsa? Og sa bliver linjeelementerne fladere og fladere
igen, ikke? Og det svarer jo fuldstaendig til, nar vi betragter pa hgjresiden der, ikke?

| denne sidste episode ser vi, at linjeelementerne og diskussionen om veaeksten kaedes sammen.
Her bliver linjeelementerne sammen med den rgde kurves healdning brugt til at validere
hypotesen om, at den rg@de kurve har stgrst vaekst i y = 0. Jeg mener dog, at det er meget sveert —
hvis ikke umuligt — at kunne konkludere ud fra linjeelementerne, at de skulle vaere stejlestiy =1
(se figur 7.5 ovenfor). | ferste omgang ser vi, at Noah far lov til fortsaette og forsgge sig med en
validering i tur 26 og 27. Han formulerer sig dog upreecist. Laereren forsgger at fa ham til at
omformulere sig, men ender med at henvende sig til en anden elev, Lea. Hun naevner i tur 30, at
man skal se pa linjeelementerne for at finde stejlheden af Igsningskurven, og keeder det bagefter
sammen med haldningskoefficienten pa tangenten. Ved at se pa linjeelementerne far man et
indtryk af, at Igsningskurver i det midterste omrade generelt er stejlest for funktionsveerdien
y = 1. Det er dog lidt sveert at se ud fra retningsdiagrammet, hvordan linjeelementerne er
forbundet med den indtegnede kurve, da lgsningskurven ikke gar igennem nogen bestemte
linjeelementer. Dette kommenteres ikke rigtigt. Dog keeder lareren linjeelementer og
tangenthzldingen sammen til sidst, idet han minder eleverne om, at den tredje koordinat i
linjeelementet er tangenthaldningen. Vi husker, at linjeelementet er defineret ved

. d d . . -
koordinatsaettet (x,y,é), hvord—zafsaettes som haldningen af det lille linjestykke gennem

punktet (x,y), (se afsnit 5.1). Laereren udpensler sa forklaringen i tur 35. Sammenkaedningen
tilbage til differentialligningens symboludtryk er dog ikke sa klar: Og det svarer jo fuldstaendig til,
ndr vi betragter pd hgjresiden der, ikke? Her henviser hgjresiden til udtrykket y(b — ay). Den
tilsigtede viden om at finde funktionsveaerdien for, hvor vaeksten er stgrst, ville nok komme bedre
frem, hvis fasediagrammet fra figur 7.4 var tegnet eksplicit i undervisningssituationen. Som naevnt
i afsnit 7.2.2 kan vi tydeligt se ud fra toppunktet pa parablen, hvor vaeksten er stgrst. Vi ser, at tur
30-35 dermed er en slags felles validering foretaget af leereren og Lea. Hovedansvaret ligger
stadig hos laereren, idet det er ham, der styrer samtalen og kaeder det hele sammen til sidst i tur
35. Vi kan derfor kalde denne mikrokontrakt for individuel produktion.

7.4.3 Generelle overvejelser om situation 2
Som for den fg@rste situation har jeg lavet et skema, hvor man kan overskue situationen opdelt pa
mikrokontraktniveau. Status af viden er forkortet som ovenfor i Tabel 7.2.

Episode | Tur Titel Fordeling af ansvar | Status af | Mikrokontrakt
viden
2a 1-17 Identifikation af Leerer, Sgren og U Individuel
differentialligningens Mia produktion
type
2b 18-24 Snak om vaeksten Laerer, Niels, Albert | N Forhandling
og Noah




2c 25-35 Diskussion af hvilke Leerer, Noahog lea | N Individuel

funktionsveerdier, der produktion

giver maksimalvaeksten
Tabel 7.3 — Situation 2 opdelt i episoder.

Ligesom i situation 1 ser vi igen, at klasserumsdiskursen er triadisk dialog og at validerings-
situationerne i mikrokontrakterne undervejs hovedsageligt er meget sma og kortvarige. Ansvaret
ligger reelt pa leereren igennem hele situationen, selvom lzereren fortsat forsgger at inddrage
eleverne sa meget som muligt i formuleringssituationerne og i nogle valideringssituationer. |
episode 2c, tur 30-35, lykkes det leereren i nogen grad at inddrage Lea i valideringen om, at
vaeksten topper iy = 1. Her finder de i feellesskab frem til, at det er fordi linjeelementernes
haeldning er et udtryk for tangenthaeldningen af kurven.

| denne situation forsgger leereren at anvende den grafiske ramme til at opstille en hypotese og
derefter validere den. Som vi har set gar problemstillingen ud pa at finde funktionsvaerdien, hvor

vaeksten er stgrst for differentialligningen Z—z =y(2 —y) i lgsningsomradet 0 < y < 2. | episode

2b, tur 23, foreslar en elev, at vaeksten er stgrst for y = 1. Det er denne hypotese, som valideres i
episode 2c. Saledes ser vi, at bade formuleringen og valideringen af hypotesen foregar i den
grafiske ramme. Denne validering lykkes i nogen grad, men vi ser ogsa i episode 2c, at det er
vanskeligt at foretage en praecis validering ud fra det grafiske ramme. En af grundene til at det ikke
gar helt godt er, at det objektive miljg ikke er tilstraekkeligt. Som tidligere naevnt vurderer jeg, at
det i denne sammenhaeng ville veere ngdvendigt at inddrage fasediagrammet fra figur 7.1. En
anden grund til forvirring kan som tidligere naevnt vaere, at lereren allerede pa forhand har
indtegnet en Igsningskurve oven i linjeelementerne i retningsdiagrammet. | episode 2c ser vi, at de
diskuterer hypotesen ud fra bade Igsningskurven og linjeelementerne, og det er ikke helt klart,
hvornar de taler om hvad. En mere overordnet arsag er, at nar man arbejder i den grafiske ramme,
finder man en kvalitativ Igsning (se afsnit 5.2.2). | episode 2c, tur 25-28 ser vi, at det er svaert at
give helt preecise svar — sarligt i forbindelse med validering. Situationen kan derfor tyde p3a, at der
ikke er staerke valideringsmuligheder i den grafiske ramme. Vi kan ogsa se pa situationen pa
mesokontraktniveau. Alle tre episoder er formuleringssituaitoner og episode 2c er til dels ogsa en
valideringssituation. Mesokontrakten starter fint med at elever og lzerer sammen finder ud af, at
vaeksten svarer til en parabel med grene, der vender nedad. Derefter er det dog som om
kontrakten divergerer. Det objektive miljg er ikke tilstraekkeligt for eleverne til at give feedback til
leererens spgrgsmal, sa det bliver til en forhandlingskontrakt langt hen af vejen. Det lykkes dog
leereren at inddrage eleven Lea en smule til sidst, men det tyder ikke pa, at resten af klassen er
med.



8. Analyse af Situation 3

8.1 Kontekst

Denne situation foregar i 2. time af en dobbeltlektion. Lektionen har ”Opstilling af differential-
ligninger” som overskrift. Klassen har ikke beskaftiget sig med denne problemstilling i tidligere
lektioner. | afsnit 5.3.5 beskrives typiske problemforestillinger i forbindelse med dette emne.
Desuden er det et led i matematisk modellering, som vi blandt andet har diskuteret i afsnit 5.3.3.
Dobbeltlektionen er opdelt pa fglgende made: | den fgrste time gennemgar leereren et eksempel
pa opstilling af differentialligning, hvor input fra eleverne fylder en del. Denne differentialligning er
af typen y’ = ay + b. Leereren bruger en del tid pa, at overbevise eleverne om, at den opstillede
differentialligning virkelig har den form og pa at identificere konstanterne a og b. Elverne arbejder
sa individuelt pa at Igse differentialligningen, og langt de flest benytter MAPLE eller metoden
separation af de variable til at Igse den. Laereren kraever derfor, at Igsningen skal findes ved hjzelp
af satningen om den fuldsteendige Igsning af y' = ay + b. (Seetningen ses i afsnit 5.3.4.1) Det
volder eleverne en del problemer at indse, at man kan bruge denne seatning til at Igse
differentialligningen. Den anden lektion starter med, at en elev praesenterer sin Igsning. Derefter
gar leereren videre med den situation, som vi skal se naermere pa nu. Den er en gentagelse af
proceduren fra fgrste time, blot med udgangspunkt i et andet eksempel.

8.2 A priori analyse af situation 3

8.2.1 Den tilsigtede viden

Den tilsigtede viden er at lare eleverne nogle basale teknikker til, hvordan man opstiller en
differentialligning som model for en situation ud fra nogle informationer formuleret i naturligt
sprog. Den tilsigtede viden indeholder ogsa at eleverne skal kunne finde den fuldstaendige Igsning
til den opstillede differentialligning samt en partikulaer Igsning ud fra givne initialbetingelser.
Metoden til at finde Igsningen skal vaere ved at identificere differentialligningens type, identificere
konstanter og sa benytte en formel. Til sidst skal eleverne kunne studere den partikulzere Igsning
og betragte den i forhold til modellen.

8.2.2 Det objektive miljg
Det objektive miljg udggres i denne situation af et eksempel og en gvelse fra leerebogen (Clausen
et al., 1993). Eksemplet ses nedenfor:



ExseMPEL 88: Nar et bildek pafyldes luft, forbindes daekkets ventil
med en beholder, der indeholder komprimeret luft. Under péfyld-
ningen er den hastighed, hvormed daktrykket vokser, proportional
med trykforskellen mellem dek og beholder.

Vi vil opstille en differentialligning for dektrykket p (kPa) som
funktion af tiden (sek), idet vi gar ud fra, at trykket i beholderen
konstant er p, under pafyldningen. Da hastigheden, hvormed
daxktrykket vokser, er lig med J%, slutter vi af oplysningerne ovenfor,

at

dp _ 1. (po -
q ~ K (P=-D),

hvor k er en positiv konstant.

@velse 126: Bestem daktrykket som funktion af t, nar k = 0,03,
P = 900 kPa og p(0) = 101 kPa. |

Figur 8.1 — Eksempel pa opstilling af en differentialligning (Clausen et al., 1993, 5.93-94)

| undervisningssituationen benyttes bogen ikke direkte. Laereren formulerer selv opgaven og
skriver den pa tavlen, men indholdet er preecist det samme. Kun nogle af eleverne har bogen med
til lektionen, men det vides ikke om de benytter den i denne lektion. Selve eksemplet, hvor
differentialligningen opstilles minder meget om gvelse 127 fra figur 5.24, (afsnit 5.3.5). Vi skal se,
at nar vi betragter eksempel 88 som en opgave har de begge flere af de samme forhindringer. Den
farste seetning er en beskrivelse af situationen. Problemstillingen i eksemplet er at finde en model
for, hvordan trykket inde i bildaekket udvikler sig med tiden. | den anden saetning far vi serveret
modelleringsantagelserne i naturligt sprog: “Under pafyldningen er den hastighed, hvormed
deektrykket vokser, proportional med trykforskellen mellem deek og beholder”. Eksemplet
demonstrerer sa, hvordan man kommer fra denne modelleringsantagelse til differentialligningen,
hvilket er elevernes opgave i den situation, vi nu skal kigge pa. | eksemplet ser vi, at daektrykket
benaevnes p og tiden t. Herefter antages, at trykket i beholderen er konstant under pafyldningen,

og dette tryk benzevnes p,. Eksemplet pastar sé,%er daektrykkets hastighed, og differential-

ligningen opstilles derefter. Der er flere forhindringer i denne opgave. For det fgrst, skal man
oversaxtte de forskellige elementer i modelleringsantagelsen fra naturligt sprog til symboludtryk

ligesom i opgaven fra afsnit 5.3.5. "Hastigheden” skal oversezettes til%og trykforskellen til

P — P(t). Denne konversion er en forhindring for eleverne. Seerligt giver hastigheden anledning
til en afggrende forhindring, ligesom i opgaven fra afsnit 5.3.5. | elevernes fysikundervisning har de



faet defineret hastighedsbegrebet som tilbagelagt streekning per tidsenhed eller som ? hvor s er

t'
stedfunktionen. | dette eksempel teenkes hastighed som en gjeblikkelig @ndring af en funktion
eller stgrrelse, altsa en differentialkvotient. £ndringen kan veere i forhold til tid, areal, afstand

eller andre stgrrelser. | dette tilfeelde teenkes hastighed som daktrykkets gjeblikkelige aendring i
I . d . . . . .
forhold til tiden, altsa d—i. Det er dog meget sandsynligt, at eleverne aldrig har veeret i en situation,

hvor de skulle teenke pa en sddan made om hastigheden, sa dette er en didaktisk forhindring. En
anden forhindring er ganske som i afsnit 5.3.5, at de variable i situationen ikke er x og y, men t og
p. Dette notationsskift er ogsa en forhindring for eleverne, nar de skal genkende, at de har
opstillet en differentialligning og identificere strukturen af den type differentialligning, som
opstilles. Nar differentialligningen er opstillet, skal eleverne finde den generelle Igsning og
derefter en partikulzer lgsning ud fra informationen i gvelse 126. Fgrst ma eleverne genkende
strukturen af differentialligningen, som ery’ = ay + b i dette tilfelde. Eleverne skal derefter
identificere konstanterne a og b og kan derefter benytte Igsningsformlen til at finde den
fuldsteendige lgsning. Vi ser, at a svarer til —k og b til kp. Da den generelle Igsning til en sadan
differentialligning er y = —§+ c - e%, er den fuldsteendige I@sning p(t) = po, — ¢ - e %t. Med de
givne betingelser i gvelse 126, findes den partikulaere Igsning til p(t) = 900 — 799 . =203,

| situationen benyttes tavlen en del, sa det skrevne pa tavlen indgar ogsa som en del af det
objektive miljg. Dette andres dog Ipbende gennem undervisningssituationen. Ligesom opgaven
fra afsnit 5.3.5 laegger vi marke til, at eksemplet og @velsen leder os gennem nogle led i en
modelleringsproces, som minder meget om trinene 1-4 i Balderas model af modelleringsprocessen
fra afsnit 5.3.2.

8.2.3 Elevernes viden

For at kunne fglge med og Igse de respektive opgaver, skal eleverne blandt andet have styr pa
forholdet proportionalitet, og veere i stand til at opstille ligningen y = k - x ved information om, at
x og y er proportionale. Dette anses for at vaere gammel viden og veletableret hos eleverne. Som
beskrevet skal eleverne kunne genkende strukturen af den opstillede differentialligning. De typer
differentialligninger, som klassen sezerligt har studeret er de tre vaekstmodeller fra afsnit 5.3.4,
nemlig y' =ay, y =ay+b og y ' =y(b—ay). Givet en differentialligning pa formen
y' = ay + b, skal eleverne kunne anvende formlen for den fuldstaendige Igsning til at opskrive
den fuldstaendige lgsning af den givne ligning samt kunne finde en partikulaer Igsning ud fra givne
oplysninger. Lgsningsformlen til denne type differentialligning er blevet institutionaliseret i klassen
fa lektioner fgr denne. Da det er sket kort tid forinden denne lektion, har brugen af formlen status
som viden under udvikling i klassen. Forinden denne time har eleverne ogsa afleveret en stgrre
rapport i grupper, hvor der indgik forskellige differentialligningsopgaver, herunder Igsning af en

sadan ligning. | dette tilfelde drejer det sig om differentialligningen % =k (peo —p(t)). Som

bemarket er arbejdet med eksemplet og gvelsen en del af en modelleringsproces, og i dette
tilfaelde har vi at ggre med en differentialligningsmodel. Selvom eleverne er stgdt pa modellering



for, er det en klasse af modeller, som indeholder differentialkvotienter, og dette er nyt for
eleverne. Til sidst skal eleverne kunne studere den funktion, som beskriver modellen, altsa
p(t) =900 — 799 - e~ %93t Et typisk studie af en sddan funktion kunne vaere at se pa dens
asymptotiske opfersel, da dette spiller en stor rolle i forbindelse med den kvalitative I@sning. For
at kunne det, skal elverne kunne arbejde med graenseveerdier. Ifglge leereren har klassen kun
arbejdet ganske lidt med greensevaerdier og kun pa et intuitivt niveau. Dette kan derfor vaere en
stor forhindring i studiet af funktionen p(t). Det fremgar desuden i den forrige lektion, at
definitionen og arbejdet med asymptoter ikke er etableret viden i klassen, og det udggr endnu en
forhindring i studiet af Igsningen. Elverne skal ogsa have kendskab til eksponentialfunktionen.
Viden om denne funktion har status som gammel viden og er etableret i klassen.

8.3 A posteriori analyse af situation 3
Situationen straekker sig over 42 minutter. Man kan opdele situationen i fem faser:

Fase | Varighed (min:sek) | Aktivitet

A 9:00 Problemstilling introduceres i naturligt sprog. De forskellige
elementer "oversaettes” til matematiske symboludtryk og szettes
sammen til en differentialligning

B 2:00 Typen af differentialligningen identificeres

C 17:30 Eleverne arbejder individuelt eller to og to pa at finde den
fuldstaendige Igsning til den opstillede differentialligning og en
partikulzer Igsning til samme ligning ud fra nogle givne
initialbetingelser

6:30 En elev praesenterer sin Igsning pa tavlen

E 3:30 Den fundne Igsning diskuteres pa klassen

Jeg vil se pa hele forlgbet og dykke ned i episoder fra de fleste faser. | transskriptionen er laereren
forkortet til ”L”. Alle elevernes navne er igen anonyme. Fgrst vil jeg starte med at praesentere
problemstillingen, som introduceres af laereren i starten af situationen.

1. L: Nu harvien lidt anden situation i eksempel 88. (Skriver pa tavlen og retter pa en urolig
elev). Her har vi et bildeek og det pafyldes luft. Sa forbindes ventilen med en beholder, der
indeholder komprimeret luft. Og sa under pafyldningen, sa er den hastighed hvormed
daektrykket vokser proportionalt med trykforskellen. Sa... (L skriver pa tavlen og retter
eleverne, da de er ukoncentrerede). “Hastigheden hvormed daktrykket vokser, det er
proportionalt med trykforskellen mellem dak og beholder”. (L laeser op fra tavlen). Shhh. (L
retter atter eleverne). Daktrykket, det kalder vi sa p(t).

Tavlen ser saledes ud:




OPSTILLING AF DIFFERENTIALLIGNINGER
EKS. 88: Beholdertryk: p,, Daektryk: p(t)
Hastighed hvormed daektryk vokser er
proportionalt

med trykforskel mellem dak og beholder

Figur 8.2 — Tavlens indhold i fase A. Eksemplet er fra Clausen et al. (1993, 5.93-94)

Dette er en opgave, der er formuleret i naturligt sprog, som blev klargjort oven for i afsnit 8.2.2.
For at opstille en differentialligning er den fgrste udfordring derfor at overszette indholdet til
matematisk symbolsprog. Med andre ord skal der udfgres en konversion fra registret naturligt
sprog til symbolsprog. Dette er ogsa det fgrste som laereren tager fat pa.

2. L: Og sa star der: Hastigheden hvormed daktrykket vokser. Hvad er det det samme som?

Hvis vi skal oversaette det til noget matematik. En hastighed. Hvad er det? Lea

Lea: En stigning... Ja...

L: Ja, kan du opstille et udtryk for det? Et udtryk for hastigheden. Maren

Henriette: v

Maren: Distance

L: @h, nej. Det skal vaere mere generelt. Det skal knytte an til nogle af de betegnelser vi har

her.

Karsten: N3, men altsa vil du have det i bogstaver eller hvad?

9. L:Ja, hvordan kan vi betegne hastigheden?

10. Karsten: Nah, er det ikke straekning og tid?

11. L: Nej, altsa fordi vi har ikke noget med straekning, vi har ikke noget med tid. Vi har... Vi ved,
at daektrykket har vi kaldt p(t). Bo.

12. Bo: Er det ikke p(t) differentieret?

13. L: Jo. Det er p(t) differentieret, ikke?

Nounaw

o

| tur 2 stiller laereren spgrgsmalet: Hvad er en hastighed? Kontrakten som laereren prgver at
etablere er, at eleverne skal patage sig ansvaret for at oversaette “hastigheden af daektrykkets
pafyldning” fra naturligt sprog til matematisk symboludtryk. Som forudset i afsnit 8.2.2 er det en

L . . . . d .
stor forhindring for eleverne at beskrive denne hastighed, som i dette tilfeelde er d—f. De teenker pa

hastighed, som man kunne forvente, nemlig som straekning per tid. | tur 11 ser vi dog en
overraskende udtalelse fra leereren. Han siger rigtigt nok, at de ikke ser pa noget med straekning,
men han siger ogsa, at de ikke ser pa noget med tid. Dette er dog ikke korrekt, da tiden netop er
en afggrende faktor her. Hvorfor han siger dette, er sveert at sige.

Episoden er et klassisk eksempel pa en triadisk dialog. Laereren har hovedansvaret, selvom han
prgver at skabe nogle situationer med individuel og kollektiv produktion. Reelt ser vi den typiske



tendens fra triadisk dialog, at spgrgsmalene er som sma isolerede ger. Dette betyder, at episoden
bestar af mange meget sma mikrokontrakter. Det didaktiske spil er altsa bestdaende af mange sma
spil, der ikke haenger sa godt sammen. Dette betyder, at spillereglerne heller ikke er de samme fra
mikrokontrakt til mikrokontrakt. Da spillereglerne er uklare for eleverne, bliver det naeermest som
en gaetteleg for eleverne. Det mislykkes altsa for laereren at etablere flere af mikrokontrakterne.
Dette ser vi i episoden, hvor de fgrste mange ture handler om, at eleverne prgver pa at finde ud
af, hvad det er for et slags svar laereren gerne vil have, altsa et symboludtryk.

Lena starter med at foresla en stigning. Leereren afviser ikke Leas svar i tur 4 og undlader at
validere det. Han siger i stedet, at hun skal opstille et udtryk. | tur 7 validerer laereren Marens
forslag om, at distance er indblandet med sit @h, nej. Det tyder sa pa, at leereren begynder at
indse, at de spilleregler, som laererens spgrgsmal implicit medfgrer, ikke er etableret i mikro-
kontrakterne. Laereren forsgger derfor i tur 7 at praecisere spillereglerne ved sit spgrgsmal ved at
sige, at det skal beskrives ud fra betegnelserne i opgaven. Vi ser i tur 8, at det stadig ikke er lykkes
for leereren at etablere en mikrokontrakt, idet Karsten spgrger, om laereren vil have svaret i
bogstaver. Tilsyneladende forstod eleverne ikke helt, hvad leereren mente med, at hastigheden
skal udtrykkes ved betegnelserne fra opgaven. Leereren bekraefter sa i tur 9, at det er sadan et svar
han sgger, og fgrst her begynder spillereglerne at vaere tydelige for eleverne. Fortsat ser vi dog, at
der igen foreslas noget med straekning i tur 10. Dette viser, at det er meget svaert for eleverne at
taenke pa hastighed som en term, der betegner gjeblikkelig forandring og ikke blot som en term,
der er forbundet med straekning per tidsenhed. Muligvis er eleverne slet ikke klar over, at man kan
bruge termen hastighed pa en sadan made. Arbejdet med hastighed pa denne made har derfor
status som ny viden. Dermed ser vi, at den mikrokontrakt laereren prgver at etablere alligevel ikke
har helt tydelige spilleregler. Leereren er derfor i tur 11 ngdt til at pege pa, at det netop er
dektrykket p(t) de kigger pa. Til sidst foreslar Bo i tur 12, at hastigheden er daektrykket
differentieret, altsa p’(t). Han formulerer det pa en usikker og geettende made, hvilket kan skyldes
flere ting. Som vi har beskrevet er episodens spilleregler ikke tydelige og mikrokontrakten er
derfor ikke etableret. Det kan derfor vaere, at eleven ikke kun er usikker pa svaret, men oven i
kebet ogsa er usikker pa reglerne, som opstilles af laereren. Han uddyber ikke hvordan han er
kommet frem til det, sa det kan vi ikke vide. En vaesentlig hypotese er, at han muligvis sidder med
laerebogen og har plukket svarer ud fra eksemplet. Desuden kender eleverne formentlig til, at
hastighed er defineret som differentialkvotienten af stedfunktionen. Idet lzereren lige inden
understreger, at hastigheden skal have noget at ggre med p(t), er det ogsa en mulighed, at
leereren naermest har puttet svaret i munden pa Bo, og at vi har at ggre med en Topaze-effekt.
Leereren validerer Bos svar med det samme uden yderligere kommentarer eller forklaringer. Det
virker en smule uheldigt, da hastighedsbegrebet netop er en central og problematisk term i denne
opgave. Eleverne er ikke vant til at bruge termen hastighed om andet end straekning per tid, og
den nye brug bliver ikke eksplicit. Det fglger heraf, at al validering foretages af laereren. En
afklaring af brugen af hastighed som term for gjeblikkelig 2endring kunne vaere med til at etablere
vaesentlige dele af mikrokontrakterne i episoden. Selvom laereren har hovedansvaret i episoden



ser vi dog, at laereren er bevidst om, at han gerne vil inddrage eleverne sa meget som muligt —
seerligt i formulerings-situationerne. Han prgver derfor hele tiden at fastholde en mikrokontrakt,
hvor det er eleverne, der har ansvaret. Da spillereglerne aldrig blive klare for eleverne forsvinder
rationaliteten i samtalen dog, og det munder ud i noget, der ligner en Topaze-effekt, hvor det er
uklart om eleverne kan fglge konklusionen. De mikrokontrakter, der dog opstar, har karakter af
forhandlings-kontrakter, da eleverne prgver at geette sig frem til, hvad det er laereren gerne vil
hore.

Endvidere indgdr en episode, hvor trykforskellen oversaettes til udtrykket p,, — p(t), altsa
beholderens tryk fratrukket bildeekkets tryk. Denne stg@rrelse er positiv og vil blive mindre og
mindre som funktion af tiden. Derefter diskuteres hvad det vil sige, at der er proportionalitet
mellem to stgrrelser og til sidst saettes det sammen. Det er her differentialligningen bliver
opstillet.

14. L: S3, hvordan kan vi sa modellere den her situation nu? Ud fra det vi har sagt. Nu skal vi
kaede... Nu har vi hastigheden oversat til p’, det var rigtigt, hvad Bo sagde, og havde Ninna
den her med, at trykforskellen mellem daek og beholder det var p,, minus p(t). Og hvordan
kan vi sa modellere den her situation, konkluderende? Vi ved ogsa hvad proportionalitet
betyder. Tine

15. Tine: Altsa gh, er det bare sadan lig med hinanden bare?

16. L: Hvad er lig med hinanden?

17. Tine: p differentieret eller hvad?...

18. L: Hvar? (Leereren kan ikke hgre, da hun snakker lavt).

19. Tine: ... lig med p,, — p(t)

20. L: Hvad for noget? (skriver op pa tavlen samtidigt med).

21. Tine: p’ lig med py, — p(t).

22. L: Jamen, hvis vi har en proportionalitet mellem x og y, sa behgver de ikke vaere lig med
hinanden vel?

23. Tine: Nej, gange a.

24. L: Ja. Eller vi kan kalde den k her, ikke? Som en konstant. Vi kan ogsa godt kalde den a, det
kan vi sagtens. Skal vi ggre det? ... Ej, jeg vil hellere kalde den k, fordi a, det far en anden
betydning om lidt.

Leereren starter episoden med en opsummering af, hvordan de forskellige dele i teksten er blevet
oversat og siger, at elverne nu skal modellere situationen. Ifglge Balderas model af modellerings-
processen svarer til det, at eleverne skal opstille en matematisk model for situationen udtrykt i
symbolsprog (afsnit 5.3.2). Ud fra episoden er eleverne tilsyneladende med p3, hvad det er for
nogle spilleregler laereren implicit hentyder til med sit spgrgsmal. Det lykkes derfor i hgjere grad
for lzereren i denne episode at etablere en mikrokontrakt. Tine forsgger sig og foreslar p'(t) =
P — P(t). Leereren validerer det i tur 22. Han siger ikke direkte, at det er forkert, men minder
hende om, hvordan proportionalitet er. Tine retter derefter sig selv, og modellen er faerdig, hvilket
bekraeftes af laereren, som skriver det endelige resultat pa tavlen. Det virker ikke som om Tine
benytter sig af laerebogen, da hun i fgrste omgang svarer forkert. | tur 24 bemaerker vi en pudsig



detalje. Leereren insisterer pa, at proportionalitetskonstanten skal benavnes k, selvom Tine
foreslar a. Senere i lektionen ser vi, at laererens hensigt er, at proportionalitetskonstanten ikke
forveksles med konstanterne i Igsningsformlen for differentialligningen af typen y' = ay + b. Hver
gang klassen har set pa denne differentialligning, har de brugt a og b pa denne made. Laereren
gnsker derfor at benytte en anden konstant og valger derfor k, som ogsa bruges i eksemplet i
bogen. Dette valg foretages derfor udelukkende af paedagogiske arsager. Leererens validering er
altsa ikke foretaget ud fra matematisk rationalitet, men ud fra leererens egne spilleregler. Dette
kan virke utilfredsstillende for eleverne. Idet han netop insisterer pa brugen af k, kan hans
udtalelse i tur 24 pavirke eleverne til at tro, at proportionalitetskonstanter altid skal betegnes med
k. Med sin validering af notation skaber han altsa en ny mikrokontrakt, hvor han har al ansvaret
alene og validerer ud fra sine egne spilleregler.

| denne situation er ansvaret bade pa leereren og eleven, og vi kan kalde det individuel produktion
med undtagelse af leererens sidste kommentar om notationen. Denne mikrokontrakt er derfor
udviklet i forhold til de sma mikrokontrakter vi sa i den fgrste episode. Selvom lzreren stadig
foretager valideringen, formuleres det mere som et spgrgsmal, der laegger op til, at eleven ogsa
skal teenke med selv. Reelt er det dog stadig leereren, der har al ansvaret i forhold til valideringen.
Det er stadig ny viden, da alt det der indgar behandles pa en ny made. Da det er ny viden, der
behandles, er det ikke sa overraskende, at det er individuel produktion frem for kollektiv
produktion. Det blev forklaret i afsnit 3.2, at nar en bestemt viden i klassen har status som ny
holder leereren sig som regel til en eller ganske fa elever.

Differentialligningen er nu opstillet, men det overraskende er, at eleverne i klassen ikke rigtig er
klar over det. De kan ikke genkende p'(t) = k(p, — p(t)) som en differentialligning. Leereren
rammer ligningen ind og spgrger, hvad det er. En elev forslar, at det er en “black box”, og en
anden elev spgrger:

25. E: Hvad er det, du spgrger om?
Klassen er helt stille i et stykke tid, indtil eleven Noah foreslar:

26. Noah: En differentialligning.
27. L: Det er en differentialligning! Okay.
28. En elev siger stille: Er det det?

Igen ser vi en episode, hvor mikrokontrakten ikke etableres og spillereglerne ikke klarggres. Bade
eleven, der foreslar, at det er en black box, og eleven, der eksplicit udtrykker, at han ikke er med
pa lererens intension med spgrgsmalet, viser dette. Leereren gar straks videre uden at
kommentere eller afklare dette, selvom eleverne virker meget overraskede over, at det er en
differentialligning. En af grundene til deres forvirring kan vaere, at variablerne ikke er x og y, men
p ogt. | afsnit 8.2.2 blev det beskrevet, at et sddant notationsskift kan veere en forhindring for
eleverne. Eleverne har kun mgdt differentialligninger udtrykt ved x og y, og det tyder p3, at det



udggr en didaktisk forhindring her. Leereren validerer Noahs forslag ved at gentage hans udsagn
bekraeftende. Der fglger dog ingen forklaring herpa. Hermed ender fase A.

Situationen fortseetter med, at elever og lzerer identificerer, hvilken type differentialligning, de har
med at ggre. De nar i feellesskab frem til typen y' = ay + b, selvom de ikke eksplicit identificerer,
hvad konstanterne a og b svarer til. Tavlen i klassen ser nu saledes ud:

OPSTILLING AF DIFFERENTIALLIGNINGER
EKS. 88: Beholdertryk: p,, Daktryk: p(t)

Hastighed hvormed daektryk vokser er p'(t)

proportionalt

med trykforskel mellem daek og beholder  p,, — p(t)

X og y proportionale P'(t) = k(o — p(1))
= kpe — kp(t)

y=ax
i}

y' =b+ay

Figur 8.3 — Tavlens indhold ved slutningen af fase B.

Herefter devoluerer lzereren en ny fase, hvor eleverne skal finde den generelle Igsning til
differentialligningen og derefter finde en partikulzer Igsning ud fra initialbetingelserne, som
fremgar i gvelse 126 (se figur 8.1, afsnit 8.2.2). Eleverne arbejder individuelt eller to og to pa deres
plads, mens laereren gar rundt og hjalper. Undervejs skriver leereren fglgende formel pa tavlen:

y'=ay+b
y=—é+c-eax
a

Figur 8.4 — Formler, som laereren skriver pa tavlen i Igbet af fase C

Efter knap 20 minutter beder lzereren om, at en frivillig elev vil praesentere sin Igsning pa tavlen.
Eleven Lea melder sig. Laereren laegger ud med fglgende:



29. L: Ja, men prgv lige at skrive op, hvad Igsningen bliver fgrst. p(t) bliver lig med... i det
generelle tilfeelde. Hvad skriver du op? Hvordan Igser du den der differentialligning med de
betegnelser der?

Lea starter altsa med at skrive den generelle Igsning op. Det er tydeligt, at hun benytter formlen
fra figur 8.4, men hun navner det ikke. Hun naevner heller ikke, hvad konstanterne a og b svarer
til. Dette er kun blevet diskuteret indirekte tidligere pa klassen. Hun skriver Igsningen pa tavlen
uden at sige noget samtidig. Da differentialligningen erp’(t) = k(p — p(t)), maa = —k og
b = kp.,. Lea starter med at skrive fglgende pa tavlen:

p(t) = — Zoo +c- ekt

En elev fra klassen opdager, at der mangler et minustegn i eksponenten. | fgrste omgang henviser
bade laerer og Lena til Igsningsformlen fra figur 8.4, hvor der ikke er nogen negativ eksponent.
Men sa siger laereren:

30. L: Sa det var rigtigt. Med mindre... Nej... Jo... Jo, der ma vaere minus, fordi der skal... Hvad er
a? a er minus k. Det har du ogsa faet her, ikke? (Peger pa naevneren). Det er jo dit a, ikke?

Her ser vi igen, at det er leereren, der validerer situationen. Lea retter hurtigt fejlen og fortsaetter.
Hun forklarer, at k’erne gar ud med hinanden og nar frem til det faerdige resultat. Hun kommer
dog til at lave en masse sma fejl, imens hun skriver op, men ved leererens og nogle elevers hjzlp
nar hun frem til, at den fuldsteendige Igsning er

p(t) = pe, + ¢ - e7*E

Lea gar nu videre med gvelse 126, som ses i figur 8.1. Leereren giver hende hele tiden ledetrade til
hvad hun skal sige. Fx siger han

31. L: S3 ved du nogle ting i gvelse 126, ikke?
Leereren laeser vaerdierne fra gvelsen op, og Lea skriver dem op pa tavlen. Lea fortseetter selv.

32. Lea: Okay... Og sa saetter jeg det ind i min ligning herovre.

33.L:Ja

34. Lea: Og sa siger jeg... Grunden til at jeg skriver p(t), sa satte vi tiden til at veere nul.

35. L: Ja.

36. Lea: @h... Sa kommer der til at sta 101 (skriver pa tavlen)

37.L:Ja

38. Lea: Og nu har vi sat t til at veere nul, sa den...

39.L:Ja

40. Lea: Yes. Og sa er den eneste vi mangler at vide, det er c. Og det er ogsa den eneste
ubekendte, sa vi kan ”solve” for den.

41.1:Ja



42. Lea: Og det har vi sa gjort, og sa har vi fundet frem til, at c er... gh... minus 799.

| tur 40 benytter Lea ordet "solve”. Det fremgar af sammenhangen, at hun her mener, at hun har
benyttet MAPLE til at Igse ligningen og finde c. Vi leeger dog meerke til, at den ligning, der skal
lpses er en 1. grads ligning, nemlig 101 = 900 + c, idet e® = 1. Leereren pointerer derfor ogsa
umiddelbart efter tur 42, at man nemt kan regne vardien ¢ ud uden at “solve” i MAPLE. Til sidst
slutter Lea af med at skrive forskriften pa den partikulaere Igsning pa tavlen. Pa dette tidspunkt ser
tavlen sdledes ud:

poo+c-e‘kt=poo+c-e‘kt

k
p(t) = ——

P = 900 kPa
p(0) = 101 kPa

k =10,03

101 kPa = 900 kPa + c - e 9030

c=-799

p(t) = 900 kPa — 799 - e =003t

Figur 8.5 — Tavlen efter Lenas fremlaeggelse i fase D.

Mikrokontrakten i denne episode, hvor Lea er ved tavlen, er et eksempel pa individuel produktion.
Hovedansvaret for formulering er pa eleven Lea, men lzereren har ogsa ansvar. Elevens rolle er at
fremleegge hendes arbejde fra fase C. Leererens rolle er todelt. Pa den ene side skal han validere
Leas arbejde, og pa den anden side har han en paedagogisk dagsorden. Det er leererens ansvar, at
resten af klassen far noget ud af Lenas fremlaeggelse. Laereren har derfor en dagsorden for, hvilke
ting Lea skal have med i sin praesentation og til dels ogsa, hvordan og i hvilken raekkefglge hun
fremleegger det pa. Dette er et klassisk problem for lererens rolle ved elevfremlaeggelser. |
episoden kommer leereren derfor med sma input, der leder Lea videre sadan at fremlaeggelsen
bliver efter leererens dagsorden. Det er dog mest hende selv, der styrer det. Ind i mellem
indblandes andre elever fra klassen ogsa. Et eksempel pa laererens input ses i tur 31. Den viden,
der behandles er viden i udvikling, da det handler om at Igse en differentialligning. Eleverne har
lidt erfaring med dette i de forrige lektioner og i forbindelse med den stgrre rapport, som
beskrevet i afsnit 8.2.3. | episoden ser vi, at laereren validerer Leas udsagn og det hun skriver op pa
tavlen undervejs. | nogle tilfeelde starter valideringen med, at en elev fra klassen ggr opmaerksom
pa en fejl som i tilfaeldet, hvor Lea har indsat k i stedet for —k. Ellers er tur 32-42 et godt eksempel
pa, at Lena forklarer hvad hun ggr, og at laereren validerer med sine bekraeftende ”ja” ind i



mellem. Gennemgaende ser vi, at det hele tiden er lzereren, der har ansvaret for valideringen, fx i
tur 30. Det er et eksempel pa en situation, hvor Lea har lavet en fejl.

Efter fremlaeggelsen gar Lea ned til sin plads og den sidste episode i denne situation er, at laereren
laegger op til at se naermere pa den fundne Igsning. Lgsningen er en model for, hvordan trykket vil
udvikle sig inden i daekket. Som vi har diskuteret i afsnit 5.3.3 er det meget vigtigt at studere den
fundne Igsning. Det blev beskrevet, at det er lige sa vaesentligt som selve processen i at finde
lgsningen. En af grundende til at det er vigtigt er, at det er en forudsaetning for at kunne validere
den opstillede model.

43. L: Lad os lige prove at se pa hvad det er for en funktion vi har at ggre med her. Hvad sker
der, nar t bliver stgrre og stgrre? Altsa nar tiden ruller sa at sige. Hvad sker der sa? Hvad
sker der med det her udtryk, nar t bliver st@grre og stgrre? Ja, hvad sker der med
eksponenten? Hvad gar det imod, nar t gar mod uendelig? Albert

44, Albert: Det bliver vel stgrre og stgrre. Minusset deroppe er ligegyldigt.

45. L: Neeej, er det det? Er det det?

46. Albert: Ikke med det tonefald der. Sa er det nok ikke.

47. L: Neej
(Klassen smagriner).

48. L: Prgv at saette nogle store veerdier ind. Hvis nu jeg satter tusind... en million... hundred
millioner eller sadan noget.

(En elev afbryder med nogle ikke relevante sp@grgsmal, som er udeladt her).

49. S3 hvad naermer det sig? Hele eksponenten her. Randi

50. Randi: Den narmer sig vel de 900. Nej, ikke den der, men det...

51. L: Nej kun lige eksponenten.

52. Randi: Nah.

53. L: Kun lige eksponenten. Niels.

54. Niels: minus uendelig.

55. L: Ja. Det naermer sig minus uendelig, ikke? Det er jo rigtigt nok at de 0,03 de spiller ikke
nogen stor rolle, men minusset — det haenger sig pa, ikke? Det bliver ved med at veere der.
Sa det er altsa minus uendelig. Hvad gar sa hele det her mod, nar eksponenten gar mod
minus uendelig? Hvad sker der med e? Hvad gar det imod?

56. Lars: Mod nul

57. L: Det gar mod nul. Det er godt Lars. Og det vil sa sige, at hele det her det gar mod...? Sgren.

58. Sgren: Nul

59. L: Det gar ogsa mod nul. Og sa har Randi ret, at sa gar hele dynen mod 900. Og det er jo
derfor det hed p,. Det er en eller anden stabilitet tilstand vi har sa at sige ude i det fjerne,
ikke? Der sker gradvist en slags trykudligning, ikke? Og gh det vil sa sige, at den
trykudligning, den ligger netop pa de der 900, ikke? Som er det tryk, der er i en vis forstand.

| denne episode studeres den partikuleere Igsning ved at se pa greenseveaerdien, nar tiden t gar
mod uendelig. | episoden ses fgrst pa eksponenten for t gdende mod uendelig, derefter
eksponentialfunktionen og til sidst hele leddet. Pa tavlen blev der tegnet ringe om det undervejs.



p(t) = 900 kPa 799

Figur 8.6 — Tavlens indhold i fase E

Fgrst diskuteres eksponenten. Eleven Albert siger i tur 44, at eksponenten vil blive stgrre og stgrre
for t gdende mod uendelig og udtrykker eksplicit, at minustegnet ikke har indflydelse her. Laereren
kommer derefter i tur 45 med en tvivlende kommentar. Selvom han blot spgrger om det nu ogsa
er rigtigt, sa har han pa en made allerede valideret Alberts svar, idet hans respons er negativ.
Albert konkluderer ogsa ud fra laererens tonefald, at det var et forkert svar, selvom han ikke ved
hvorfor. For at overbevise eleverne om at minustegnet rent faktisk har en betydning, foreslar han,
at de seetter nogle store vaerdier ind pa t’s plads og ser, hvad de far. Dette bliver dog aldrig
gennemfgrt, fordi en anden elev stiller opklarende sp@grgsmal. Leereren svarer blot hurtigt og
overfladisk pa spgrgsmalene og vender med det samme tilbage til spgrgsmalet om, hvad
eksponenten gar mod. En anden elev svarer, at det hele gar mod 900. Dette er dog ogsa rigtigt,
men laereren er kun interesseret i eksponenten i fgrste omgang. Endelig svarer Niels, at
eksponenten gar mod minus uendelig. Leereren validerer det med det samme i tur 55 med sit ”ja”.
Her forsgger leereren desuden at give en forklaring pa, hvordan det hanger sddan sammen. De
naeste to trin gar noget mere glat for laererens dagsorden. | tur 56 formulerer en elev korrekt, at
e* vil ga mod nul for eksponenten gdende mod minus uendelig, og en anden elev konkluderer i tur
58, at hele leddet derfor ogsa vil gar mod nul. Laereren samler nu op pa diskussionen og
konkluderer i 59, at hele udtrykket gar mod 900, nar t gar mod uendelig. | forhold til den fysiske
situation er det trykket i beholderen, der gar mod de 900 kPa, nar t gar mod uendelig. Han satter
det sammen med vardien p,,, som han kalder en stabilitetskonstant. p,, star altsa for trykket til
tiden uendelig, men lzereren formulerer ikke disse ting eksplicit i forhold til den fysiske situation
omkring bildeekket. Denne kommentar i tur 59 er den eneste kommentar, der minder om en
validering eller fortolkning af modellen. Laereren gor det dog ikke eksplicit, at dette skulle vaere en
del af validering af modellen. Faktisk taler han naesten ikke om, at det er en model i Igbet af
lektionen og slet ikke her til sidst.

Vi ser, at laereren her er meget fokuseret pa sin egen dagsorden og besluttet pa, at foretage
analysen ad tre skridt svarende til de cirkler, der ses pa figur 8.6. Dette giver ogsa grundlag for en
strategi, som eleverne kan bruge i fremtiden ved undersggelse af andre funktioner. Som naevnt i
afsnit 8.2.3 har eleverne dog ikke de grundlzeggende forudsaetninger med hensyn til at arbejde
med graensevaerdier, da de kun har arbejdet ganske lidt med graensevaerdier og kun pa et meget
intuitivt niveau. Dette pavirker i hgj grad episoden. Vi ser ogsa, at episoden er endnu et eksempel
pa triadisk dialog, hvor det reelt er laereren, der har ansvaret. Det er laereren, der stiller
spgrgsmalene, eleverne svarer og laereren validerer kort og stiller yderligere spgrgsmal. Han
forsgger dog igen at inddrage eleverne formelt i formuleringssituationerne. Vi kan kalde episoden
for kollektiv produktion, selvom elevernes ansvar ikke er sa stort. Ligesom i den fgrste episode,



som vi sa pa i fase A, ser vi, at der ikke er klare spilleregler i episoden, da eleverne misforstar
leererens spgrgsmal i flere af turene. Derfor mislykkes det i flere tilfaelde for lzereren at etablere en
mikrokontrakt for hele episoden og det bliver i stedet til brudstykker med meget sma
mikrokontrakter. Derfor kommer der ogsa mange sma validerings-situationer. | fravaeret af
spilleregler bliver laererens rolle til “7dommer”, hvor han alene validerer gyldigheden af elevernes
udsagn. Til laererens forsvar kan vi sige, at idet eleverne ikke har de ngdvendige forudseetninger,
har leereren heller ikke noget reelt valg andet end at benytte triadisk dialog pa denne made.

Selvom funktionens opfg@rsel bliver studeret i denne episode, kan man sagtens udvide dette
studium. Man kan fx se pa andre grensetilfelde eller blot det, at Igsningen er eksponentiel. En
helt oplagt del af studiet af Igsningen ville veaere at afbilde Igsningskurven og se den som en grafisk
repraesentation. En sadan kan i hgj grad hjelpe eleverne med at se sammenhangen mellem
trykfunktionen og den fysiske situation. Jeg har afbildet Igsningskurven i Excel for at fremhaeve
dette.

Tryk i bildaek som funktion af tid
1000 -
800 -
E 600 -
X = trykket i bildeekket
T 400 -
'—
e trykket i
200 1 beholderen
O T T
0 50 100
Tid (sekunder)

Figur 8.7 — Afbilding af Igsningskurven, altsa trykket i bildeekket som funktion af tid, samt grafen for
det konstante tryk i beholderen. Lavet i Excel.

P3a grafen svarer den rgde vandrette linje til p,,, altsa beholderens konstante tryk pa 900 kPa. Det
er den, lereren kalder for en stabilitetskonstant. Den bla graf er Igsningskurven for den
partikulaere Igsning, som findes pa klassen, altsé p(t) = 900 — 799 - e~%03t_ Forskellen mellem de
to grafer svarer til trykforskellen, altsa p,, — p(t). Ved at se grafen far man en intuitiv opfattelse
af, hvordan trykket i bildaekket udvikler sig og hvordan trykforskellen udlignes. Desuden far man et
visuelt billede af funktionen p(t)’s asymptotiske opfgrsel.

8.4 Generelle overvejelser om situation 3

Den generelle tendens igennem hele situationen er, at det altid er laereren, der har ansvaret i
valideringen bade i forbindelse med klassisk tavleundervisning og i tilfaeldet, hvor en elev er til
tavlen. | langt de fleste tilfeelde, forklarer han ogsa selv, hvorfor en elevs udsagn er rigtigt eller



forkert. | Igbet af lektionen ser vi, at laereren er meget bevidst om at inddrage eleverne mest
muligt i formuleringssituationerne. Han anstrenger sig for at fa eleverne til at svare. De mikro-
kontrakter leereren prgver at etablere i klassen er altsa, at give eleverne sa meget ansvar som
muligt, mens han stadig selv vejleder, styrer og validerer. Det meste af klasserumsdiskursen er
praeget af triadisk dialog, men kun i nogle tilfaelde ser vi, at eleverne kommer med faglige bidrag.
Et eksempel pa det ses i fase B, tur 14-24, hvor differentialligningen opstilles. | flere episoder ser vi
dog, at spillereglerne mangler, og at det derfor ikke lykkes laereren at etablere nogle mikro-
kontrakter. Den triadiske dialog bliver derfor praeget af mange bitte sma mikrokontrakter med
tilhgrende sma valideringssituationer, hvor der i flere tilfaelde valideres ud fra lererens egne
spilleregler. Det ses blandt andet i fase A tur 1-13. Der kan vaere mange forklaringer pa dette. | tur
1-13 er en af grundene de forhindringer jeg naevnte omkring definitionen af hastighed. | fase E
spiller greenseveaerdier en vigtig rolle og ogsa her har mange af eleverne ikke de faglige faerdigheder
til at bidrage fagligt og felge konklusionen. En tredje grund er, at meget af den viden der arbejdes
med er ny eller under udvikling. Pa mesokontraktniveau foregar en udvikling i Igbet af lektionen. |
starten er kontrakten svag og eleverne er usikre pa, hvad opgaven gar ud pa og hvad spillereglerne
er. Undervejs bliver flere og flere elever inddraget i undervisningen og kontrakten treeder mere i
baggrunden. Lererens rolle er dog meget fremtreedende i hele processen, og i flere tilfeelde virker
kontrakten stadig svag. Det skyldes blandt andet elevernes manglende forudsaetning for opgaven.
De fleste faser er formuleringssituationer. Dog er fase C udelukkende en handlingssituation. Set i
lyset af modellering med differentialligninger, kan hele forlgbet ses som en gennemgang eller et
eksempel pa dele af en modelleringsproces. Det vil vi se naermere pa nu.

Processen som eleverne gar igennem i Igbet af de 42 minutter minder meget om trinene 3 — 6,
som Balderas (2001) naevner. De starter med at fa udleveret en formulering af situationen i
naturligt sprog. Dernaest oversaetter de det til matematisk symbolsprog og Igser problemet inden
for den matematiske model. Den eneste del af analyse og fortolkning, der foretages her, er
essentielt det fra fase E, som vi lige har set pa. Reelt set er det kun laererens kommentar i tur 59,
der direkte har noget med dette at ggre. Vi ser altsa, at leereren ikke lsegger hovedvaegten pa
modelleringsaspektet i denne undervisningstime. Hans formal er at laere dem metoden at opstille
en differentialligning som en model for et fysisk system ud fra en modelleringsantagelse i naturligt
sprog. Dernaest vil han leere dem at kunne genkende en struktur eller type hos en differential-
ligning, og sa benytter han timen til at treene deres brug af formler til at Igse differentialligningen. |
det store hele afspejler opgaven ideologien "applicationism’, som er beskrevet i afsnit 5.3.2. De
fysiske dele i opgaven er skilt helt fra de matematiske dele, og de indgar ikke i samspil. Faktisk
virker det som om, at den fysiske situation er uden betydning for forlgbet. Den omtales stort set
ikke. Selvom det er en del af en modelleringsproces at opstille differentialligninger, fylder
modelleringsaspektet utrolig lidt, og der fokuseres udelukkende pa den matematiske del. De
vender ikke engang tilbage til den fysiske situation til sidst. Vi sa i afsnit 5.3.3, at hvis
modelleringsaspektet ikke er med i matematikundervisningen af differentialligninger, bliver fokus
som regel pa selve det at Igse differentialligningen frem for at studere selve Igsningen. Dette er da



ogsa tilfaeldet her. Det naevnes ogsa i afsnit 5.3.3, at nar Igsningen ikke studeres, vil det vaere
meget vanskeligt at validere Igsningen som model for den oprindelige situation. Vi ser netop ogsa i
denne situation, at validiteten af funktionen p(t) som model for udviklingen af bildaekkets tryk slet
ikke diskuteres. Funktionen p(t) studeres ogsa ganske overfladisk med hensyn til dens
asymptotiske opfg@rsel for t gdende mod oo, som naevnt ovenfor. For at foretage en validering af
modellen ville det ogsa vaere ngdvendigt at vende tilbage til den fysiske situation, men denne
tilleegges som tidligere navnt ingen betydning i undervisningssituationen.



9. Analyse af situation 4:
Laboratoriegvelse i fysik

9.1 Kontekst

De observerede forlgb i matematik og fysik var tilrettelagt sadan af de to faglaerere, at de skulle
stgtte hinanden med emnerne radioaktivitet og differentialligninger. Saledes skulle forlgbet lede
frem til studieretningsopgaven, som er obligatorisk for gymnasieelever i 2. g. Ikke alle, men mange
elever i klassen valgte at lave et projekt med netop fagene matematik og fysik. Dette eksperiment
handler om svaekkelsesloven i forbindelse med absorption af y-straling. Teorien bag dette forsgg
er praesenteret i afsnit 5.3.6. Eksperimentet udger et led i dette undervisningsforlgb, og mange
elever valgte at benytte det som udgangspunkt i deres projekt. @velsen var dog obligatorisk for
alle elever i klassen.

| afsnit 3.6 beskrev vi, at eksperimenter i undervisningen ofte benyttes til at validere relationer og
principper. Vi vil her szrlig se i hvilken grad eksperimentet indgar som en del af en validering af
svaekkelsesloven. | afsnit 5.3.7.1 sa vi, at leereplanen navner, at nar fysik og matematik indgar i en
studieretning skal man seaerligt se pa matematiske modeller i fysik, herunder pa palideligheden af
modellerne. Det er netop ved hjzlp af elevforsgg, at man kan undersgge en models palidelighed. |
afsnit 5.3.7.1 sa vi videre pa den epistemiske status af eksperimenter i undervisningen. Vi pegede
pa, at malet er, at forsggene bidrager til at styrke elevernes opfattelse af fysiske begreber samt
deres opfattelse af fysikkens grundlaeggende natur. Vi pegede ogsa pa, at det i praksis ikke altid er
tilfeeldet. Jeg gnsker ogsa at belyse denne problemstilling her.

9.2 A priori analyse af laboratoriegvelsen

9.2.1 Den tilsigtede viden

| gvelsesvejledningen fra laereren star formalet med g@velsen ikke eksplicit beskrevet.
(@velsesvejledningen kan findes pa bilag 1). Den indeholder en kort beskrivelse af teorien om
svaekkelsesloven, en udfgrlig beskrivelse af udfgrelsen, en skitse af opstillingen og et lille afsnit
om, hvad rapporten skal indeholde. Det er her vi skal finde formalet med gvelsen. Der star, at
rapporten skal indeholde grafer af intensiteten I som funktion af blypladernes tykkelse x i bade et
normalt koordinatsystem og i et semilogaritmisk koordinatsystem. Dernaest star der, at halverings-
tykkelsen skal bestemmes og sammenlignes med tabelvardien. Et helt oplagt formal med gvelsen
ville veere at lade eksperimentet vaere en validering af svaekkelsesloven og i hgjere eller mindre
grad foretage en analyse og diskussion af sveekkelsesloven som en model, ligesom der naevnes i
leereplanen (se afsnit 5.3.7.1). Da leereren ikke skriver, hvad formalet er, er det derfor uklart, hvad
han egentlig har taenkt med formalet af forsgget. Det eneste klare formal er altsa at bestemme



halveringskonstanten. Selvom det ikke star eksplicit i gvelsesvejledningen, vil jeg dog ogsa ga ud
fra, at valideringen af modellen ogsa hgrer med til den tilsigtede viden. De to formal med forsgget,
nemlig at bestemme halveringskonstanten og at validere svaekkelsesloven, er af meget forskellig
karakter. Som udgangspunkt virker modelleringsdelen ikke ret vigtig, da leereren ikke omtaler det i
sin gvelsesvejledning, sa det er muligt, at eleverne aldrig opdager denne del af formalet. Endeligt
er der ogsa det formal at ggre eleverne fortrolige med at udfgre fysiske forspg med et givent
udstyr. Jeg vil her fokusere pa validerings- og modelleringsdelen og se i hvor hgj grad det er
inddraget i forsgget.

9.2.2 Det objektive miljg

Det objektive miljg udggres af mange ting i denne lektion. Fgrst og fremmest er der alt det
praktiske udstyr: Den radioaktive kilde, Geiger-Miiller rgret og tlleren, blypladerne og computer-
programmet. Dernaest har eleverne en gvelsesvejledning, lavet af laereren, som indeholder en
meget kort praesentation af svaekkelsesloven, en skitse af opstillingen og en udfgrlig beskrivelse af
udfgrslen og brugen af computerprogrammet. @velsesvejledningen ses pa bilag 1. Skitsen af
opstillingen ser saledes ud:

Figur 9.1 — Skitse af opstillingen til forsgget. (Fra gvelsesvejledningen bilag 1)

9.2.3 Elevernes viden

Eleverne er blevet undervist i teorien bag svaekkelsesloven og absorption forinden dette
eksperiment. En vigtig forudsaetning for eleverne i forbindelse med forsgget er, at radioaktive
henfald er en stokastisk proces. Omstaendighederne er neevnt og forklaret i afsnit 5.3.6. Seerligt er
det vigtigt, at eleverne kender til usikkerheden af telletallet, altsa kvadratroden af tzelletallet, da
det er en vigtig faktor for at kunne forsta, hvad der sker i forsgget. At radioaktivt henfald er en
stokastisk proces er ikke gammel og etableret viden hos eleverne endnu, men har status som
viden i udvikling. Det virker dog ikke til, at eleverne nogen sinde er blevet prasenteret for
usikkerheden af et talletal og det naevnes ikke i @velsesvejledningen. Det udggr derfor en
forhindring for eleverne.

9.3 A posteriori analyse af laboratoriegvelsen
Der var i alt fire grupper, der lavede forsgget pa en gang i laboratoriet. Leereren var til stede og gik
fra gruppe til gruppe for at hjaelpe. | transskriptionerne nedenfor betegnes laereren med ”L”. Alle
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elevnavne er anonyme. Jeg observerede en enkelt gruppe, der bestod af tre piger og en dreng. Der
var stort set kun to af gruppens medlemmer, der var aktive, nemlig Rosa og Bo. Det var ogsa
tydeligt, at Rosa styrede gruppen fuldstendigt. Forlgbet varede samlet set 51 minutter. Jeg har
lavet en lille oversigt for lektionens forlgb med hensyn til gruppens aktiviteter:

Fase | Varighed (min:sek) | Aktivitet

A 9:00 Afklare i praksis hvordan forsgget udfgres

B 9:30 Der foretages malinger

C 7:30 Forsgget bryder sammen, og noget er galt med data

D 11:00 Forsgget skal laves forfra og der er stadig problemer med
udstyret og udfgrslen

E 14:00 Fuldfgre malinger og diskussion om forventede data

Tabel 9.1 — Oversigt over gruppens aktivitet

Vi ser fra oversigten, at en meget stor del drejer sig om selve udfgrslen. Det handler i de fleste
tilfelde om sma tekniske detaljer med apparaturet og det tilhgrende computerprogram. Hele fase
A, C og store dele af fase D handler udelukkende om udfgrelsen. Det svarer til ca. 22 min, altsa
knap halvdelen af den samlede tid. Selve malingen foregar i fase B og i dele af D og E. Det varer i
ca. 21 min. De sidste 8 minutter bruges til diskussion af data. Det foregar primaert i fase E men der
er ogsa lidt smasnak om det i de fleste andre faser. Der bruges ingen tid pa databehandling. Det
tyder ikke pa, at eleverne i gruppen har sat sig godt ind i eksperimentet eller de tekniske detaljer
inden lektionen gar i gang. De spgrger nemlig leereren i starten af lektionen, hvor de kan finde
gvelsesvejledningen. Det forklarer en smule af elevernes tidsspild omkring udfgrelsen. Desuden
afspejler tidsforbruget af de forskellige aktiviteter diskussionen fra afsnit 3.6, hvor vi netop
naevnte, at fokus i elevforsgg i mange tilfelde ender pa de tekniske detaljer omkring udfgrelsen.

Jeg vil i analysen fokusere pa de passager, hvor data diskuteres med saerlig henblik pa validering.
Til at beskrive udviklingen af gruppens arbejde vil jeg igen benytte didaktiske kontrakter som
analyseveerktgj. Det er tydeligt, at de to aktive elever i gruppen er enige om, at jo flere blyplader
de saetter mellem kilden og Geiger Miiller tlleren, jo mindre teelletal forventes safremt, de maler
over det samme tidsinterval. (Ordet tzelletal defineres i afsnit 5.3.6). Dette er ogsa helt korrekt i
forhold til teorien. Det kan ogsa forstas intuitivt, da tykkere blyplader ma absorbere mere af
stralingen. Vi ser hurtigt i dialogerne, at dette bliver afggrende for diskussionen. Fgrste gang
diskussionen dukker op er i fase B, hvor gruppen er midt en maleserie.

Rosa kommenterer nu en maling:

Rosa: Hvorfor gik den op der?

Bo: Hvar?

Rosa: Nej, du ma ikke rgre den der.

Bo: Hun har sikkert skubbet til den.
Rosa: Skal vi tage en ny? Vi tager en ny.
Bo: Vi tager en ny.

Rosa: Kan vi bare det?
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8. Bo: @h... Vitager bare en 5’er mere.

Eleverne virker meget overraskede over at en af telletallene ikke er faldende, som forventet. De
er sa overbevist om, at de kun bgr male det forventede, sa de gaetter pa, at de ma have lavet en
fejl, altsa skubbet til teelleren. Det er sa vigtigt for eleverne at fa det forventede, at de beslutter sig
for at gentage malingen. | tur 7 overvejer Rosa, om det er tilladt bare at ggre sdadan, men det
diskuteres ikke videre. Rosas kommentar tyder pa, at hun er serigs omkring eksperimentet, og at
hun har en vis kritisk sans. Hendes intention er pa dette tidspunkt at ggre det sa godt fagligt som
overhovedet muligt. Gruppen ender her med at gentage malingen hele tre gange, og de nar ikke et
tilfredsstillende resultat, fgr teelleren holder op med at virke. Dette er en adidaktisk situation, idet
eleverne arbejder uden lzererens indgriben. De to elever har derfor al ansvaret. Deres viden om
teorien bag forsgget er under udvikling.

| Ipbet af fase C og D er der smasnak engang imellem om data, men de mest centrale dialoger er
dog fra fase E. Her starter leverne med at tage diskussionen op med lzereren. Det ser vi i samtalen
nedenfor:

9. Rosa: Se nu blev den hgjere L.

10. Bo: Argh...

11. Pia: Ej

12. Rosa: Men L, prgv at se nu blev den 127, f@r var 120.

13. L: Det kunne der vaere god grund til lige at tjekke igen, ikke? Og vi har ikke puttet noget pa?
Den hedder stadig...

14. Rosa: Den hedder stadig 6.

15. L: Prgv at ga tilbage der... Men det er jo ikke umuligt.

16. Pia: Er det ikke det?

17. L: Det er jo ikke umuligt. Grunden til at jeg siger, at det ikke er umuligt, det er, at det er et
statistisk forsgg. Og det er ikke sadan at man kan sige med sikkerhed — ligesom med
terninger eller et eller andet — man kan ikke sige med sikkerhed, at det passer. Men det er
selvfglgeligt ret tidligt, at det... altsa... Det skulle helst ned pa ... omkring 30-40 fgr det
begynder at vaere sadan... Sa | kan godt lige male den en gang til.

Eleverne virker meget bestyrtede over ikke at fa det forventede og tager derfor fat i leereren, da
de tror, at noget ma veere helt galt. Leereren udtrykker ogsa en vis skepsis for deres maling. Selvom
han ikke vil afvise, at malingen er god nok, vurderer han dog, at dette ikke burde opsta for
teelletallet er pa ca. 40. Hvordan han er ndet frem til denne vurdering vides ikke. Som beskrevet i

afsnittet 5.3.6 er usikkerheden p3 teelletallet 127, v/127 ~ 11. Denne usikkerhedsmargen gaelder
dog kun malinger med samme antal blyplader, og det er derfor ogsa et lidt overraskende resultat.
En af ting vi seerligt bemaerker her er i tur 15-17, hvor laereren pointerer, at det ikke er umuligt at
fa et teelletal, der er hgjere. Safremt der ikke er noget i vejen med maleudstyret er det klart, at det
ikke er umuligt, for gruppen har lige observeret det. Nar laereren siger, at det ikke er umuligt,
mener han nok, at det ikke er teoretisk umuligt. Pia lyder meget overrasket. Laereren siger, at det
er et ”statistisk forsgg”. Med det mener han formegentligt, at fysikken her bygger pa



sandsynligheder, hvilket underbygges af hans metafor med terningkast, selvom det ikke
umiddelbart kan overfgres direkte til radioaktivt henfald. Eleverne spgrger dog ikke mere ind til
det. Det ville veere helt oplagt at tage en diskussion om telletallenes usikkerhed op her, da
eleverne tydeligvis ikke kender til den samt vi ogsa ser, at den udgegr en klar forhindring for at
eleverne kan forsta forsgget. Denne forklaring udebliver dog. Endvidere er det ogsa en oplagt
mulighed for at diskutere den matematiske model med eleverne, men det udnyttes heller ikke.
Ansvaret i denne episode ligger reelt hos lzereren, selvom eleverne ogsa er inddraget.

Leereren forlader gruppen, som fortsaetter med at foretage malingerne. Fglgende diskussion
dukker op:

Gruppen har lige foretaget en maling:
18. Rosa: Nej, vi er ngdt til at lave en ny her.
19. Pia: Hvorfor?
20. Rosa: Fordi den gar over de andre. Vi laver en ny Benjamin.
21. Bo: Er den pd 96?
22. Rosa: Ja, det er den eneste der stiger. Det gider jeg ikke.
23. Bo: Det gar ikke at vores sidste maling er lort.
(De venter igen. Malingerne foregar over 60 sekunder).
24. Rosa: Nej, hvorfor bliver den hgjere nu?
25. Bo: Stop, stop, stop, stop, stop, stop.
26. Rosa: Den med 10 plader vil bare vaere hgjere.

Dette er igen en adidaktisk situation, og eleverne har alene ansvaret. Den viden, der arbejdes med
er stadig under udvikling. | tur 22 lzegger vi maerke til, at Rosa siger: “Det gider jeg ikke”. Denne
kommentar tyder pa, at hendes holdning til forsgget har sendret sig siden begyndelsen af forsgget.
| fase A sa vi, at hun var serigs omkring eksperimentet, men pa dette tidspunkt er hun og gruppen
blevet ugidelige, og det ser ud til, at hun har mistet kritisk sans. Der er altsa sket en darlig
udvikling. Desuden ser vi her, at eleverne betragter en maling, der ikke fglger det forventede som
direkte ubrugelig. | episoden ser eleverne teorien og modellen som “det rigtige”, og for at opfylde
den didaktiske kontrakt er det deres opgave at fa data fra malingerne til at passe ind i modellen.
Det burde ellers vaere omvendt. Vi konkluderer derfor, at eleverne har tilegnet sig en didaktisk
kontrakt pa en sadan made, at de helt har glemt den faglige refleksion, som det kommenteres i
afsnit 3.2. Ud fra denne episode kan vi ogsa se, hvad eleverne opfatter som “gode” malinger i
forbindelse med fysikeksperimenter. | afsnit 5.3.7.1 beskrev vi netop nogle spandinger og
problemer i forhold til leerer og elevers syn pa elevforsgg. | tur 23 siger Bo direkte, at den maling,
der ikke passede ind i det forventede er lort. Kun de malinger, der passer rimelig ngjagtigt ind i
modellen er altsa “gode”, hvorimod resten af malingerne narmest er ubrugelige og smides vaek.
Denne opfattelse underbygger diskussionen fra afsnit 5.3.7.1, at tendensen blandt eleverne er, at
formalet med elevforsgg er at fglge instruktionerne og fa de "rigtige” resultater — altsa dem der
passer godt ind i modellen. Vi ser ogs3, at hele udfgrelsen af eksperimentet bliver en slags ritual,



som vi ogsa pointerede i afsnit 5.3.7.1. Disse ting er med til at vise os, hvordan opfattelsen er af
fysik som undervisningsfag og til at indikere, hvilken epistemisk status elevforsgg ofte har.

Til slut i fase E oplever eleverne atter, at en maling bliver hgjere end den forrige. De ender med at
gentage malingen tre gange, for de far et gnsket taelletal. | fglgende lille episode ser vi, at leereren
faktisk anfeegter elevernes holdning.

27. L: Teenk nu hvis | var i et laboratorium, hvor man skulle opdage noget nyt. Sa vil man sige,
sa er det jo uheldigt, at man smider alle de malinger vaek, der virkelig giver et overraskende
resultat.

28. Rosa: Jamen dem gider vi ikke. Vi vil gerne have noget, der sadan fglger sig til planen.

29. L griner: Jeg kan godt forsta. Det er nemmere at kommentere, hvis det holder sig til
teorien.

30. Rosa: Ja, preecis. Sa skal man sidde og forklare alt...

31. L: Men sadan er det jo ikke i virkeligheden.

| tur 28 ser vi, at Rosas ugidelighed i forhold til forsgget forseetter. Hun siger: ... noget, der fglger
sig til planen. Med det tror jeg hun mener, at hun ser den matematiske model, som en slags plan
for, hvordan malingerne bgr veere. Vi ser, at leereren atter prgver at provokere eleverne til at
indse, at det ikke handler om at fa virkeligheden til at passe med modellen. Eleverne er naermest
ikke til at rokke i deres overbevisning om, at et vellykket eksperiment er et, hvor malingerne
stemmer sa godt over ens med modellen som overhovedet muligt. Dette viser, at der ikke gives
noget plads til at lade eksperimentet validere modellen. Det tyder heller ikke pa, at eleven taenker
pa teorien som en matematisk model. Pa den anden side, kan man ogsa forsvare eleverne, idet vi
ma ga ud fra, at svaekkelsesloven er veldokumenteret. Samtidigt skal vi huske p3, at det slet ikke
var eksplicit i @velsesvejledningen, at modellen skulle valideres. Eleverne ved, at de skal finde
halveringstykkelsen, og de er overbeviste om, at den skal findes ud fra nogle malinger, som passer
godt ind i modellen.

9.4 Generelle overvejelser om laboratoriegvelsen

Pa mesokontraktniveau kan vi se, at der er en del handlingssituationer, iszer i starten af lektionen.
Som tidligere naevnt vil vi se pa hvorvidt forsgget indgar som en del af validering. Det ville vaere
idealet, hvis mesokontrakten havde udviklet sig fra overvejende at besta af handlingssituationer,
til at veere mere valideringsorienteret. Desveerre ser vi, at det ikke rigtigt er tilfeeldet. Den
didaktiske kontrakt udvikler sig i en negativ retning i Igbet af lektionen, hvilket fremgar af de
valgte episoder. Det tyder pa at lederen af gruppen, Rosa, har en serigs tilgang til eksperimentet i
starten, men i Igbet af lektionen ser vi, at hun bliver mere og mere ugidelig og stopper med de
faglige refleksioner. Gruppen prgver sa at opfylde en didaktisk kontrakt, der siger, at de skal
foretage nogle malinger, der passer sa godt som muligt til modellen. Leereren prgver lgbende at
udfordre eleverne til at reflektere over situationen og dermed sendre den didaktiske kontrakt,
men det lykkes ikke rigtigt. Der kan vaere mange arsager til dette, men de er kun spekulative. En af



arsagerne kan vaere rent praktisk. Gruppen bruger meget lang tid pa at finde ud af udfgrelsen, og
deres udstyr driller flere gange. Halvvejs henne i forspget finder de ud af, at noget er galt, og de
skal derfor udfgre hele forsgget forfra. Disse haendelser kan have en medvirkende effekt til at ggre
eleverne ugidelige, og de szetter et ekstra tidspres pa eleverne. Det pavirker ogsa forsgget i hgj
grad, at eleverne ikke kender til usikkerheden af talletallet, som netop kunne hjzlpe eleverne
med at forklare noget af, hvorfor telletallet svinger. For at undga sa stor relativ usikkerhed, kunne
forspget designes sadan, at eleverne fik meget hgjere talletal ved enten at forkorte afstanden
mellem kilde og teller eller ved at male over laengere tid. Det kunne dog ogsa tyde pa, at der er
nogle mere grundlaeggende forhindring, der ggr, at det ikke lykkes for leereren at andre den
didaktiske kontrakt. Her taenker jeg pa forsggets epistemiske status, som jeg har veeret inde pa
tidligere. Som forklaret i afsnit 5.3.7.1 er leererens intension som regel, at elevforsgg skal styrke
elevernes opfattelse af fysiske begreber og fysikkens natur. | denne situation er det om emnet
radioaktivitet. | situationen ser vi klart den omtalte spaending, som opstar ved, at eleverne i hgj
grad opfatter forspget som en "kogebogsgvelse” (afsnit 5.3.7.1). En anden ting jeg vil pege pa er at
eleverne kun gennemgar udfgrelsesfasen i lektionen, som beskrives i afsnit 3.6. | afsnit 5.3.7.1
papeges det, at alle faser er meget vigtige — ogsa i forbindelse til validering. | lektionen fremgar
det, at eleverne er meget darligt forberedt pa forsgget, idet de ikke engang har laest
gvelsesvejledningen inden timen begynder. Det er desuden flere uger siden, at eleverne
gennemgik teorien pa klassen. Dertil kommer at formalet med forsgget ikke er helt klart. Disse
faktorer er medvirkende til, at eleverne ikke kan se forbindelsen mellem formalet og designet af
eksperimentet, som netop ogsa kan vaere et problem for mange elever (afsnit 5.3.7.1). De andre to
faser er ogsa meget underreprasenteret. Den eneste form for fortolkning af data, som indgar, er
de sma diskussioner som er praesenteret ovenfor, hvor der diskuteres om det teoretisk er muligt
at fa et hgjere teelletal end det forrige, nar man har sat en ekstra blyplade pa. At det kun er
udfgrelsesfasen, der arbejdes med pavirker ogsa fokus i forsgget. Til leererens forsvar vil jeg gore
opmaerksom pa, at lektionen jo netop er begraenset til 50 minutter, sa det saetter nogle
begraensninger for, hvor meget de kan na.

En del af databehandlingen af et sadant fysikeksperiment skal indeholde en diskussion af data.
Hvis der er grund til at nogle af malingerne er meget afvigende, er det standardprocedure at lade
dem indga i rapporten, men at kommentere, hvorfor disse ikke er taget i betragtning. Det er
interessant at bemaerke, at hverken Rosa eller Bo praesenterer eller kommenterer de malinger,
som blev kasseret undervejs, i deres rapport. De praesenterer kun de tal, som far slutresultatet til
at give det resultat, der ligger teettest op af modellen. Dette viser, at eksperimentet kun indgar i
meget ringe grad som validering. Vi ma dog huske, at gvelsesvejledningen kun naevner eksplicit, at
det er halveringskonstanten, der skal bestemmes. Der star altsd ikke noget om, at de skal
kommentere modellen, og derfor er det maske heller ikke sa meerkeligt, at eleverne ikke taenker
pa at have det med i deres rapport.



10. Diskussion

10.1 Validering i forbindelse med differentialligninger

Situation 1 og 2 illustrerer, hvordan man kan arbejde i den grafiske ramme og herunder foretage
validering. Situationerne fungerer som en introduktion til den logistiske ligning. En af de problem-
stillinger jeg gerne vil belyse er, hvordan man kan benytte den grafiske ramme til at validere
hypoteser i den algebraiske ramme (spgrgsmal 1 fra problemformuleringen). | situation 1 og 2
finder flere valideringssituationer sted, men der valideres, som vi har set, kun hypoteser foretaget
i den grafiske ramme. | de to situationer sa vi, at validering inden for den grafiske ramme kan vaere
meget vanskelig og sveer at ggre preecis. Grafisk validering opstar heller ikke i situation 3. Jeg har
kigget alle matematiktimer igennem for at se, om grafisk validering opstar i andre situationer i
undervisningsforlgbet. | en af de fglgende lektioner opstar en situation, hvor klassen repeterer
forskellige resultater om den logistiske ligning. | den forbindelse ser de pa fasediagrammet, og
diskussionen foregar i den grafiske ramme pa en lignende made med situation 1 og 2. | denne
situation bruges den grafiske ramme bade til formulering af hypotese og validering. Ud over denne
ene situation inddrages den grafiske ramme slet ikke i resten af forlgbet pa klassen. Ikke engang i
forbindelse med modellering afbildes I@sningskurver. Sa reelt er der kun tre situationer i den del af
forlpbet, som jeg har observeret, der foregar i den grafiske ramme. Dette er maske lidt
overraskende. Vi ser altsa, at den grafiske ramme bliver brugt som en made, hvorpa emnet
introduceres, men den har kun en marginal betydning. | resten af den fgrste lektion, hvor situation
1 og 2 opstar, fglger arbejde i den algebraiske ramme, og her bliver fokus i stort set resten af
forlgbet. Jeg har derfor ikke har mulighed for at besvare spgrgsmal 1 fra problemstilling ud fra
mine observationer. | afsnit 5.2.2.1 beskrives dog, at det er teoretisk muligt at validere en
hypotese fra den algebraiske ramme i den grafiske ramme. Vi sa blandt andet, at fasediagrammet
for autonome differentialligninger kan bruges til at validere hypoteser om vaeksten eller stabile og
ustabile ligevaegtstilstande. Vi sa ogsa, at Igsningskurver og linjeelementer kan bruges til at
validere resultater om asymptotisk opfgrsel og lgsningsomrader. Vi sa endda, at validering i den
grafiske ramme endda kan vaere mere overskueligt og give et mere intuitivt billede, da det grafiske
milj@ er mere visuelt og derfor mere tilgaengeligt for nogle elever. Hvis vi vender tilbage til
observationerne kan man selvfglgelig sige, at fraveeret af at den grafiske ramme bruges til
validering af hypoteser i undervisningen ogsa er et resultat. En af grundene til at det ikke sker i
undervisningen kan veere, at det netop kan vaere sveert at formulere og validere preecist ud fra den
grafiske ramme. Ofte anses den eksakte Igsning fra den algebraiske ramme for at veere "den
rigtige Igsning” frem for en kvalitativ Igsning. Jeg vil dog pasta, at de er lige "rigtige”, men de
belyser Igsningen eller den fuldstandige Igsning forskelligt. At den grafiske ramme ikke inddrages
sa meget kan ogsa skylles eksamensopgaverne. Vi sa tidligere at den grafiske ramme naesten ikke
eksisterede i eksamensopgaverne, sa derfor prioriterer laereren maske ikke studiet af den
kvalitative lgsning sa hgit.



Da validering inden for den grafiske ramme af hypoteser fra den algebraiske ramme er fravaerende
i situationerne fra undervisningsforlgbene, har jeg kigget pa elevrapporterne, og der viste det sig,
at der faktisk er to eksempler p3, at den grafiske ramme benyttes til at validere bestemte udsagn
om en differentialligning. Begge gange er i en opgave om den logistiske ligning, hvor eleverne skal
forklare, i hvilket punkt veeksten er maksimal og hvordan vi kan kende de vandrette asymptoter.
Grupperne benyttede fasediagrammet til at argumentere ud fra, sa dette er faktisk en validering i
den grafiske ramme. Dette bekraefter den teoretiske forklaring af spgrgsmal 1 og vi ser, at det er
muligt at inddrage den grafiske ramme til at valide hypoteser fra den algebraiske ramme. | dette
tilfeelde er det fasediagrammet, der benyttes. Overordnet kan vi sige, at det bestemt er muligt at
benytte den grafiske ramme til at validere hypoteser fra den algebraiske ramme. Det er dog
vanskeligt i mange tilfeelde og det kommer ogsa i hgj grad an pa problemstillingen og hypotesen.
Seerligt har vi set, at fasediagrammet for autonome differentialligninger kan veere nyttige til
validering.

For at svare pa spgrgsmal 2 og 3 fra problemformuleringen vil jeg bruge bade situation 1, 2 og 3. |
analysen af disse situationer sa vi, at mgnsteret i klasserumsdiskursen overvejende var triadisk
dialog. Leereren prgvede ihaerdigt i alle situationer at inddrage eleverne sa meget som muligt,
seerligt i formuleringssituationerne. Som det typisk er i forbindelse med triadisk dialog, er det
laereren, der har styringen og det overordnede ansvar, og netop det observerede jeg ogsa i de tre
situationer. | situation 1 sa vi blandt andet, at leereren var meget fokuseret pa sin egen dagsorden,
selvom eleverne bidrog med noget fagligt, som laereren ikke havde taenkt sig at diskutere pa
klassen. Set fra TDS er det gnskvaerdigt at fa involveret eleverne sa meget som muligt, men
spgrgsmalet er sa om eleverne faktisk bidrager med faglig viden, og om de har ansvar i validerings-
situationerne. Vi sa eksempler i situationerne pa, at det delvist lykkes lzereren at fa etableret en
mikrokontrakter, hvor eleverne bidrager med noget fagligt. Der var dog ogsa mange eksempler p3,
at det reelt kun var laereren, der bidrog med det faglige. | valideringssituationerne var det naesten
udelukkende lzereren, der havde ansvaret. Vi sa, at leereren gentagende gange blot validerede
med et ja eller et nej, og i mange tilfaelde gik laereren videre med det samme uden at sgrge for, at
der blev givet en forklaring pa valideringen. Vi sa dog ogsa at leereren i nogle situationer veelger at
forklare det selv, og i andre situationer spgrger han eleverne om en forklaring. Dog sa vi, at hvis
der kom en forklaring var det leereren, der havde ansvaret for at forklare valideringen. Kun i et
enkelt tilfeelde sa vi, at en elev delvist blev indblandet i valideringen af en hypotese. Vi kan altsa
besvare spgrgsmal 2 med, at det stort set altid er laereren, der har al ansvaret i validerings-
situationerne. P4 en made er det overraskende, da eleverne jo netop er involveret meget i
diskussionerne pa klassen. Vi kan dog finde arsagen til det ved at kigge pa spgrgsmal 3.

| situation 1 sa vi, at hovedproblemet var, at definitionen af termen ”lgsningsomrade” blev
defineret operationelt set. | situation 2 sa vi, at det objektive miljg ikke var tilstreekkeligt, idet det
ville vaere en stor hjalp at inddrage fasediagrammet. Videre i situation 3 sa vi, at definitionen af
"hastighed” udgjorde en stor forhindring for eleverne samt at de ikke havde de faglige



forudseetninger for at arbejde med gransevaerdier. Vi sa, at disse uklare definitioner, manglende
faglige forudsaetninger og utilstraekkeligt objektivt miljg pavirker situationerne sadan, at spille-
reglerne i de mikrokontrakter, som laereren forsgger at etablere er fravaerende. Derfor sa vi, at
den overordnede mesokontrakt for alle situationerne har vaeret en forhandlingskontrakt. Vi sa i
alle situationerne, at laereren mere eller mindre validerer ud fra sine egne spilleregler og at
valideringen derfor mistede rationalitet. Som svar pa spgrgsmal 3 kan vi hermed konkludere, at
valideringerne i klasserumsinteraktionerne hovedsageligt foretages ud fra spilleregler fra
kontrakterne frem for ud fra det objektive miljg. For at undga denne tendens kan vi ud fra disse
observationer derfor bekraefte vigtigheden af, at sgrge for at det objektive miljg er tilstreekkeligt
samt at eleverne har de ngdvendige faglige forudszetninger. Endvidere har vi faet bekraeftet, hvor
vigtigt det er for rationaliteten, at definitioner pa termer er klare for eleverne. Ellers ender det
typisk med, at definitionen er til forhandling, som vi blandt andet sa i situation 1.

Fordi der netop var disse forhindringer i situationerne blev leereren netop ngdt til at tage ansvaret,
og seerligt i valideringssituationerne. | alle tre situationer observerede vi, at validerings-
situationerne var meget sma og kortvarige. Dette hanger sammen med, at mgnsteret i
klasserumsdiskursen er triadisk dialog. Laererens spgrgsmal var i flere tilfelde som isolerede ger,
og derfor opstod mange sma kortvarige og ikke-sammenhangende valideringssituationer. Dette
var den hyppigste form for valideringssituation. | andre sammenhange som fx i situation 2 sa vi, at
klassen fgrst opstillede en hypotese, som sa blev valideret bagefter. Vi kan nu svare pa spgrgsmal
4a. Oftest sa vi, at valideringssituationernes rolle bestod at leereren evaluerede de helt sma
mikrokontrakter i den triadiske dialog. Valideringens karakter er i denne sammenhang ofte ikke
seerlig rationel, og leereren benytter her valideringen som et middel til at styre dialogen og sin
dagsorden. Vi sa ogsa, at valideringens rolle i enkelte tilfeelde var en faelles aktivitet for hele
klassen, hvor formalet var at validere en hypotese foretaget pa klassen. Nar valideringssituationer
har denne rolle, er der bedre mulighed for at valideringen bliver rationel, hvilket vi til dels
observerede i situation 2.

10.2 Matematisk modellering

Bade situation 3 og 4 belyser validering af matematiske modeller, men fra to vinkler. Situation 3
omhandler matematisk modellering i en matematiktime, hvor fokus er at opstille den pagaeldende
differentialligning og Igse den. | situation 4 udfgres en laboratoriegvelse. Denne har potentiale til
at validere den matematiske model, som ligger bag ved den fysiske teori om fysikken i forsgget.

Situation 3 indeholder dele af en modelleringsproces af en fysisk situation. Dog ser vi, at
modelleringsaspektet ikke fylder ret meget. Vi ser, at opgaven og arbejdet med opgaven i Igbet af
situationen afspejler ideologien ’‘applicationism’, som beskrives i afsnit 5.3.2. De arbejder i
situationen hovedsageligt med to ting inden for modelleringsprocessen. Den f@rste er at opstille
en matematisk model ud fra en formulering af situationen i naturligt sprog, det vil sige at opstille
differentialligningen. Den anden ting er at Igse problemet inden for den matematiske model med



nogle betingelser, altsa finde den partikulaere Igsning til differentialligningen. Vi ser, at mange dele
af modelleringsaspektet mangler, idet I@sningen stort set ikke studeres, den fysiske situation tages
ikke i betragtning og modellens razkkevidde og antagelser diskuteres eller navnes ikke. Som
eneste analyse studeres Igsningens asymptotiske opfgrsel ganske kort, men eleverne har ikke
forudszetningerne til at ggre det. Helt konkret ser vi, at den matematiske model slet ikke valideres.
Som svar pa spgrgsmal 4b fra problemformuleringen kan vi derfor sige, at validering ikke spiller
nogen rolle i forbindelse med matematisk modellering i dette tilfelde. Om dette er en generel
tendens i stx kan jeg ikke udtale mig om, da jeg kun har set pa denne ene situation, men det er
sldende at validering af modellen slet ikke inddrages i situationen. En af grundende kan veere, at
leereren ikke taenker pa lektionen som modellering men mere pa, at det er en slags anvendelse.
Situationen bekrzefter nemlig tendensen fra ideologien "applicationism’, hvor matematik og fysik
bliver helt skilt ad og ikke indgar i samspil. Endvidere bliver modelleringen naermest praesenteret
som en anvendelse eller et eksempel, som er designet pa forhand, sa der ikke overlades nogen
refleksioner til eleverne. Det kan muligvis tyde pa, at ideologien ’applicationism’ er herskende
inden for gymnasiet i de naturvidenskabelige fag, herunder szerligt matematik som varende
adskilt fra de andre. Det er ogsa muligt, at lzereren blot fokuserer pa at undervise eleverne i de
faerdigheder og teknikker, som forventes til den skriftlige eksamen. Som tidligere naevnt indgar
modellering kun i meget ringe grad i opgaverne og kun i stil med den opgave som studeres i
situation 3.

Da situation 4 kun er et enkelt eksempel pa et elevforsgg, har vi ikke evidens til at kunne
konkludere, hvilken epistemisk status laboratoriegvelser generelt har i stx. Situationen bekraefter
dog flere uhensigtsmaessige tendenser. | situationen er formalet med gvelsen ikke klart og
eleverne er ikke ordentligt forberedt. Dette medvirker til en af de typiske problemstillinger ved
elevforsgg, nemlig at eleverne har svaert ved at se forbindelsen mellem formal og design. | afsnit
5.3.7.1 sa vi, at det netop er et gennemgaende problem ved elevforsgg. | situationen er eleverne
kun involveret i udfgrelsesfasen, hvilket ogsa kan veere en medvirkende faktor til den manglende
forbindelse. Den anden store tendens er, at eleverne ser det eksperimentelle arbejde som et ritual
eller en "kogebogsd@velse”. Eleverne fokuseres i stor grad pa tekniske detaljer om apparaturet og
deres formal med eksperimentet er at indsamle malinger, der passer sa godt ind i modellen som
muligt. Dette afslgrer den reelle epistemiske status af eksperimentelt arbejde for eleverne i denne
situation. For eleverne er det eksperimentelle arbejde i hgj grad et ritual, hvor det galder om at
opfylde en didaktisk kontrakt, hvor man skal opsamle malinger, der passer sa godt til teorien som
muligt. Vi ser, at laererens syn pa den epistemiske status af det eksperimentelle arbejdes er mere
nuanceret. Laereren slar gentagende gange fast over for eleverne, at det er malingerne, der
repraesenterer virkeligheden, selv om han ogsa haber, at deres malinger vil stemme godt over ens
med de matematiske modeller, som repraesenterer de fysiske love. Dette viser, at laererens syn
grundlaeggende er, at malingerne skal understgtte og validere de fysiske love. Vi sa altsa i den
observerede situation, at laerer og elevers syn pa det eksperimentelle arbejde er i konflikt.



Vi kan nu svare pa spgrgsmal 5 fra problemformuleringen. Da jeg kun har fulgt en enkelt gruppe
fra en enkel skole, er det naturligvis sveert at sige, om denne konflikt om synet pa eksperimentelt
arbejde er udbredt i stx. Vi sa som forventet, at validering indgar som en del af lzererens syn pa
den epistemiske status af det eksperimentelle arbejde. Det fgrer derfor til en spekulativ hypotese
om, at det er en udbredt holdning blandt fysiklaerere i stx. Elevernes syn pa det eksperimentelle
arbejde bekraefter ogsa i hgj grad de mange typiske tendenser, der er i konflikt med leererens syn,
og vi sa, at validering af de bagvedliggende matematiske modeller stort set ikke indgik i det
eksperimentelle arbejde. Dette giver os derfor en idé om, at det kan vaere et problem i stx, at
fysiske forsgg ikke indgar som en del i validering. Hvor udbredt problemet egentlig er, kan jeg dog
ikke sige noget om ud fra disse observationer. Ud fra situationen kan vi dog sige lidt om, hvad man
kan vaere opmeerksom pa, for at undga denne tendens og for at udvide elevers syn pa det
eksperimentelle arbejde. For at eksperimentelt arbejde kan indga som en del af validering er det
vigtigt at fokusere mere pa de andre tre faser end blot udfgrelsesfasen. Saerligt er det vigtigt at
eleverne inddrages i planlaeegnings- og designfasen for at eleverne bedre kan se sammenhangen
mellem designet af eksperimentet og formalet med forsgget. Det er ogsa vigtigt, at formalet med
forspget er helt klart defineret, og at eleverne er sat godt ind i det pa forhand. | den konkrete
situation er det ogsa en stor forhindring for eleverne, at de ikke kende usikkerheden pa tzelletallet.

10.3 Sammenligning af valideringssituationer i matematik og fysik

Til sidst vil jeg som beskrevet i problemformuleringen forsgge at sammenligne karakteren af
valideringssituationer i matematik og fysik. Som eksempel pa valideringssituation i fysik har jeg
dog kun materialet fra situation 4 at ga ud fra. | situation 4 omhandler diskussion hypotesen om,
at man ikke kan fa hgjere teelletal, nar stralingen passerer flere blyplader. Laereren validerer, at det
er meget usandsynligt, men ikke umuligt pa grund af maleudstyrets usikkerhed, variation i kildens
aktivitet samt sandsynlighedsparametre i teorien. | dette tilfeelde ser vi, at eleverne her ikke er
overbevist om, at leereren har ret. | stedet fastholder de deres hypotese og ser alt andet som
direkte forkert. Laereren neermest diskuterer med eleverne og prgver at overbevise dem
gentagende gange om, at hypotesen ikke er direkte forkert, men blot usandsynlig. Elevernes
modstand opstar pa grund af en intuitiv forestilling om den fysiske verden. De kan se blypladerne
og den radioaktive kilde, altsa sansede forskellige fysiske genstande og fa&enomener. | dette
tilfaelde kan de dog ikke se stralingen, og det kan komplicere situationen yderligere. Karakteren af
denne validering er szerlig for fysik, og det ville veere sveert at forestille sig, at tilsvarende
valideringssituation skulle opsta i matematik. Her virker det mere som om, at eleverne altid
anerkender laererens ord som vaerende den endegyldige validering. Eleverne har heller ikke
samme mulighed for at se og rgre ved de matematiske objekter, som de har i fysik. Derfor har de
maske heller ikke samme intuitive fornemmelse for, hvad der er rigtigt og forkert i matematikken.
Dette er blot et eksempel pa, hvordan valideringssituationer i de to fag kan have forskellig
karakter. Der kan uden tvivl naevnes mange flere forskelle og ligheder, men jeg vil ngjes med den
ene her, da jeg ikke har medtaget flere fysiksituationer.



11. Konklusion

| denne opgave har jeg studeret valideringssituationer i undervisningsforlgb om differential-
ligninger pa flere forskellige mader. | flere af de situationer jeg studerede sa vi, at det naesten altid
kun er laereren, der har ansvaret i valideringssituationerne i klasserumsinteraktionerne. Vi sa ogsa,
at valideringen i mange tilfalde ikke blev foretaget ud fra matematikkens logiske rationalitet.
Valideringssituationerne blev derfor i de fleste tilfeelde reduceret til et mal, som laereren brugte til
at styre en triadisk dialog, som er det dominerende megnster i klasserumsdiskursen. Vi ser i
observationerne, at leereren straeber ihaerdigt efter at inddrage eleverne s3 meget som muligt i
diskussionerne, bade i forbindelse med formulering af hypoteser og validering, men vi ser, at det
er meget vanskeligt, at fa eleverne inddraget, sa de reelt bidrager med noget fagligt. | de fleste
situationer var der udformet et objektivt miljg med et vist adidaktisk potentiale. Det tyder p3, at
dette adidaktiske potentiale ikke udnyttes i situationerne. Det samme problem opstod ogsa ved
brugen af den grafiske ramme. Selvom vi s3, at det var vanskeligt at formulere og validere
hypoteser praecist i den grafiske ramme, sa vi dog ogsa, at det er muligt. Observationerne peger
0gsa pa, at den grafiske ramme fortsat ikke er sa godt integreret i undervisningen som andet end
en made at introducere delemner pa. Det er dog ogsa vigtigt at huske pa, at netop emnet
differentialligninger er et af de mest avancerede og kraevende emner i gymnasiesammenhange,
og som vi har set, er der belaeg for, at elever har problemer med stoffet helt oppe pa universitets-
niveau (Artigue, 1994; Barquero et al., 2008; Rasmussen, 2001). Derfor er det heller ingen
overraskelse, at eleverne i observationerne har sveert ved stoffet. Det g@r ogsa, at det bliver mere
vanskeligt, at inddrage eleverne i undervisningssituationerne, sa de har medansvar. Som navnt
har leererne faktisk udformet relevante objektive miljger med et adidaktisk potentiale i
situationerne. Generelt sa jeg ogsa i observationerne, at laererne er erfarne, initiativrige og ggr en
bemaerkelsesveerdig indsats for at designe god undervisning samtidig med, at de virkelig forsgger
at inddrage eleverne sa meget som muligt. Specialets resultater viser derfor ogsa noget om, hvor
sveert det egentlig er at gennemfgre en undervisning, hvor eleverne inddrages pa en made, sa de
bliver medansvarlige.

| arbejdet med matematisk modellering i matematikundervisningen sa vi, at valideringen af de
matematiske modeller var helt fravaerende. Generelt blev hele arbejdet med matematisk model-
lering behandlet, som om det ikke havde noget med modellering at ggre. Dette tyder p3, at
ideologien ’applicationism’ muligvis er dominerende i gymnasiet. Dette giver udslag i, at
matematisk modellering i matematikundervisningen bliver til en form for simpel anvendelse af
noget matematisk teori, og at den fysiske situation for modelleringen traeder i baggrunden. |
fysikundervisningen sa vi at validering af de matematiske modeller ikke indgik som en del af
elevernes syn pa den epistemiske status for det eksperimentelle arbejde. Det gjorde den dog for
lereren. Elevernes fokus var derimod pa, at manipulere forsgget for at opna malinger, som
passede sa godt som muligt ind i den matematiske model. Igen kan vi bemaerke, at samspillet



mellem matematik og fysik i dette tilfaelde omhandler differentialligningsmodeller, og igen ved vi,
at dette er et af de mest avancerede samspil mellem de to fag i gymnasiet. Dette kan derfor
forklare noget af resultaterne, fx at validering af modellerne ikke har sa stor fokus, og at
ideologien "applicationism’ er fremtraedende.

Da resultaterne bygger pa meget fa observationer er det sveert at konkludere, om de generelt
geelder i stx. Om ikke andet danner resultaterne dog et indtryk af, hvilke problemstillinger der er
aktuelle i gymnasiet, og de rejser nogle nye spgrgsmal. Vi har netop set pa situationer i den
grafiske ramme, hvor der var et adidaktisk potentiale, men hvor det objektive miljg reelt ikke blev
inddraget i de konkrete valideringssituationer. Dette viser, at bare fordi man har et steerkt
objektivt miljp med adidaktisk potentiale, er det ikke sikkert, at det bliver udnyttet. Iscene-
seettelsen af situationen er derfor afggrende. | arbejdet med differentialligninger kunne det derfor
vaere interessant at se pa, hvordan man iscenesatter situationer i den grafiske ramme, sa3 man
udnytter et objektivt miljg og dets adidaktiske potentiale pa en sadan made, at hypoteser
formuleres og valideres i den grafiske ramme, og hvor valideringssituationerne er baseret pa det
objektive miljg. Den anden problematik som vi har belyst er, at i arbejdet med matematiske
modeller viser det sig, at valideringen af modellerne i de fleste tilfeelde ikke indgar. Dette geelder
bade i fysik- og matematikundervisningen. Da der i fysikundervisningen er en tendens til at
fokusere det eksperimentelle arbejde omkring udfgrelsesfasen, kunne man derfor undersgge om
elevernes syn pa den epistemiske status af eksperimentelt arbejde vil aendre sig til ogsa at
inkludere validering af de matematiske modeller, hvis man inddrager flere af de andre faser i det
eksperimentelle arbejde, herunder saerligt planlaegnings- og designfasen.

Som vi har set er der generelt mange udfordringer forbundet med valideringssituationer — szerligt
nar eleverne skal have medansvar. At kunne bruge matematisk materiale til at argumentere for
om et udsagn er sandt eller falsk er en kompetence, som gymnasieelever skal lzere og udvikle i
lgbet af de tre ar. Seerligt ser vi, at isceneszettelsen af en situation er afggrende. Dette er en
serdeles udfordrende opgave for leereren, men den er vigtigt at vaere opmaerksom pa.
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Bilag 1 - @velsesvejledning til elevforsgg

Gammastralers absorption i bly

Teori

Nar y-straler passerer et stof, svaekkes stralingen pga. fotoelektrisk effekt, comptoneffekt og maske
pardannelse. For at halvere stralingens intensitet skal den passere gennem adskillige cm aluminium
eller flere mm bly. Ved gennemgangen svekkes stralingens intensitet eksponentielt med tykkelsen x
af det passerede stof:

I = IO ° e_#'x

hvor I, er den usveekkede stralings intensitet og hvor stgrrelsen af p afheenger af stoffet og af y-
stralingens bglgelengde (energi).

Forsggsopstilling

Forsegsudfarelse

Opspaend GM-raret og y-kilden, saledes at afstanden fra kilde til rer er ca. 10 cm. Denne afstand
skal holdes konstant under hele forsgget. Mellem rgret og kilden anbringes de 2 mm tykke Pb-
plader lige foran GM-raret. Der startes med at male baggrundsstralingen i 60 sek (vaelges pa
teelleren). Noter verdien her:

Teelleren forbindes til en computer. Malingerne foretages vha. programmet Datalyse. Programmet
abnes. | menuen apparat veaelges 2002 Scaler-timer jf. nedenstadende skeermbillede.. Der trykkes ok
hvis der lyses grent i dialogboksen.

Nar det er gjort vaelges menuen 2000 timer” og her veelges X,, .
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Du skal starte med at seette teelletiden til 60 sek (sgjle A). Du starter uden plader og velger derfor
B=0,0 mm. Du klikker nu pd “mal” nederst i hajre hjerne og malingerne starter. Nar malingen er
feerdig heenger du en blyplade pa og skriver 2 mm i B sgjlen. Sa trykker du igen pd “mal”. Du
fortseetter til du har lavet 8-10 malinger. Nar det er gjort kan du fratraekke baggrundsstralingen som
en sgjleoperation. Dernast veelger du Funktioner, Graf i tabellen og tegner en graf over korrigerede
teelletal som funktion af tykkelsen.

Husk at gemme eller printe bade graf og tabelvardier.

Rapporten skal indeholde:

Grafer hvor I vises som funktion af x pa bade i normalt koordinatsystem og i semilogaritmisk.
Bestem bade udfra grafen og udfra regression halveringstykkelsen... Der geelder jf bogen s. 212:

In2

X1, =

v -stralingens energi er E = 0,66 MeV. Og for denne straling i bly er tabelvaerdien for
halveringstykkelsen ca. 0,7 cm, vurder om det virker rimeligt i forhold til dine resultater.

Til diskussionen kan du evt. inddrage de forskellige absorptionsformer for y-stralingen




