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Abstract

This Master’s thesis enlightens, that the essence of the derivation of the general solution formula for the quadratic
equation is based on completing the square. The proof in the standard course in stx is based on algebra and
mathematical operations. The algebra is often the most difficult tool for students in stx to work with. Therefore the
hypothesis about the completing the square, being a trick of mystery in the standard course for stx students, is tested.
The hypothesis is confirmed as | observe a standard course in the subject quadratic equations. TDS, the theory of
didactical situations is used as a tool of analysis. The result in the standard course is unsatisfying and | therefore
chose to design a course using TDS which is based on the algebraic and geometric completing the square. |
observed the completion of the designed course. It showed that the geometric tool is a support to the algebra. The
geometry makes the algebra make sense, as one can visualize “the trick”, completing the square.
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1.a Resumé

Dette speciale belyser, at essensen i udledning af den generelle lgsningsformel
for andengradsligningen er baseret pa fuldsteendigggrelsen af kvadratet. Beviset
i standardforlgbet er baseret pa algebraisk bogstaveregning og matematiske
operationer. Algebraen er ofte det sveereste veerktgj for eleverne i stx at arbejde
med. Derfor testes hypotesen om, at fuldsteendigggrelsen af kvadratet virker som
et mystisk "trick” i et standardforlgb i stx. Hypotesen bliver bekreaeftet, idet jeg
observerer et standardforlgb i emnet andengradsligningen. TDS, teorien om di-
daktiske situationer, bruges som analyse-vaerktgj. Resultatet i standardforlgbet
er utilfredsstillende og derfor valgte jeg at designe et forlgb vha. TDS, der bygger
pa den algebraiske og geometriske fuldsteendigggrelse af kvadratet. Jeg observe-
rede gennemfgrelsen af det designet forlgb. Det viste, at det geometriske veerktgj
er en stgtte til algebraen. Geometrien far nemlig algebraen til at give mening, da

man kan visualisere "tricket” fuldsteendigggrelsen af kvadratet.

1.b Abstract

This Master’s thesis enlightens, that the essence of the derivation of the general
solution formula for the quadratic equation is based on completing the square.
The proof in the standard course in stx is based on algebra and mathematical
operations. The algebra is often the most difficult tool for students in stx to work
with. Therefore the hypothesis about the completing the square, being a trick of
mystery in a standard course for stx students, is tested. The hypothesis is con-
firmed as I observe a standard course in the subject quadratic equations. TDS,
the theory of didactical situations is used as a tool of analysis. The result in the
standard course is unsatisfying and I therefore chose to design a course using
TDS which is based on the algebraic and geometric completing the square. I ob-
served the completion of the designed course. It showed that the geometric tool
is a support to the algebra. The geometry makes the algebra make sense, as one

can visualize “the trick”, completing the square.




2. Indledning

Den nye gymnasiereform som tradte i kraft i 2005 har veeret med til at 2endre en
del i forhold til elevens kompetencemalsaetninger. Med reformen blev matematik
blandt andet gjort til et obligatorisk fag for alle gymnasieelever. I faget matema-
tik pa gymnasiet er der visse emner, der er fredet. Et af disse er emnet anden-
gradsligning, som har vearet kernestof i mindst 100 ar'. Et standard forlgb i an-
dengradsligning bliver ofte preesenteret algebraisk og grafisk (vha. andengrads-
polynomier). Under sadan et forlgb bliver den generelle andengradslignings lgs-
ningsformel bevist algebraisk. Nar man som elev skal lgse en andengradsligning
benytter man sig konsekvent af formlen. Atiyah 2001, beskriver algebraen pa

folgende made:

"Algebra is the offer made by the devil to the mathematician. The devil says: ‘I
will give you this powerful machine, it will answer any question you like. All you
need to do is give me your soul: give up geometry and you will have this marvel-
lous machine. [...] the danger to our soul is there, because when you pass over in-
to algebraic calculation, essentially you stop thinking; you stop thinking geomet-
rically, you stop thinking about the meaning. I am a bit hard on the algebraists
here, but fundamentally the purpose of algebra always was to produce a formula
that one could put into a machine, turn a handle and get the answer. You took
something that had a meaning; you converted it into a formula; and you got out
the answer.” (Bosch, 2012, s.9)

Her prgver Atiyah at indikere, at algebraen muligvis kan give svar pa alle opga-
ver, men ikke ngdvendigvis en forstdelse og mening af det man egentlig finder
frem til. Den algebraiske formel for andengradsligningen bliver brugt som en
evig maskine, der giver lgsningen pa alle andengradsligninger. Det er en maskine,
hvor man indsatter konkrette oplysninger om en andengradsligning og sa serve-

res lgsningen direkte.

Et algebraisk bevis kraever viden og handtering af bogstaveregning og matemati-
ske operationer. Dette felt er det mest besverlige for eleven at arbejde med og

dermed sveer at tilegne sig viden i.

[ standardforlgbet er beviset af andengradslignings lgsningsformel baseret pa en
ren algebraisk fuldsteendigggrelse af kvadratet. Det vil hypotetisk set opfattes af

eleven som et "mystisk trick” og dermed ikke falder eleven naturligt ind. Dette

1 Den skriftlig studentereksamen i matematik de sidste 100 ar viser at andengradsligninger har
veaeret pensum. (STU denter eksamens opgaver i matematik 1806-200)



var utilfredsstillende og fik mig til at sgge andre metoder at formidle emnet pa.
En inspirationskilde er babyloniernes geometriske algoritme for lgsningen af
andengradsligningen ved hjeelp af geometrisk fuldsteendigggrelse af kvadratet.
Tages der udgangspunkt i Atiyahs citat, s giver geometrien en mening til det

man udregner.

Hypotesen om at eleven i standard forlgbet har sveert ved at forsta tricket i det

algebraiske bevis af lgsningsformlen for andengradsligningen vil blive testet.

Jeg har derfor valgt at observere et standard forlgb i andengradsligning og deref-
ter forsgge at designe et forlgb, hvor der anvendes geometrisk fuldstaendigggrel-

se af kvadratet som stgtte til algebraen.

Specialets opbygning starter med teoriafsnittet, som omhandler TDS (teorien om
didaktiske situationer), som jeg bruger til at analysere standard forlgbet og de-
signe et forlgb i andengradsligninger. Det efterfglges af det stofdidaktiske afsnit,
der belyser emnet andengradsligninger fra forskellige vinkler. Derefter er der en
analyse af begge forlgb, hvor der TDS kommer i brug. Specialet afsluttes med en

sammenligning af de to forlgb i diskussionsafsnittet og ender med en konklusion.




3. Teorien om didaktiske situationer (TDS)

3.1 TDS

Det ses, at teorien om didaktiske situationer bygger pa didaktik. Det er derfor
ngdvendigt at klardefinere ordet didaktik. Der findes fglgende forskellige defini-

tioner pa ordet:

* Den del af peedagogikken, der har til opgave at give en vejledning for un-
dervisningen; undervisningsleaere. ¢
* Undervisningslare. Den side af paedagogikken der vedrgrer undervisnin-

gens indhold og formal.3

Det tyder p3, at definitionen af didaktik er en sammenhaeng mellem undervis-
ningen og leering. Der er altsd tale om en formidlingsproces, hvor der skal eksi-
stere noget viden (fag/stof), en eller flere formidlere (laerer(e)) og en eller flere

modtagere (elev(er)).

Nar disse tre elementer er tilstede kan man tale om den didaktiske trekant, hvil-

ket er illustreret ved fglgende figur:

Fag/stof

Formidleren (underviseren) De lerende (eleverne)

Figur 3.1 Den didaktiske trekant
Linjerne i trekanten indikerer et samspil. Samspillet skal forstas saledes:

"Enhver af de tre relationer (mellem to "hjgrner” i trekanten) henter
sin mening fra det modstdende hjgrne.” (Winslgw 2009 s.18)

Mere specifikt sa forholder relationen mellem lzereren og faget sig omkring ele-

ven og dermed er der tale om formidling. Mens relationen mellem leereren og

2 http://ordnet.dk/
3 http://ordbog.gyldendal.dk/



eleven forholder sig til faget, med andre ord siges der at veaere en interaktion mel-
lem laereren og eleven omkring faget. Til sidst forholder relationen mellem ele-

ven og faget sig til leereren pa den made at eleven bliver evalueret af leereren.

Det er vigtigt at pointere, at TDS ikke er en model for de perfekte undervisnings-
situationer. TDS er et redskab til at analysere og designe undervisningssituatio-

ner (Hersant og Perrin-Glorian 2005, s.116).

[ den didaktiske trekant er faget et vigtigt element. Faget er et abstrakt begreb og
kan indeholde emner pa mange forskellige niveauer. Her taeenkes der, at et emne i
fx matematik kan uddybes afhaengigt af hvilket uddybende trin man som elev er
pa (alder, institut, klasse, osv.). Disse forskellige uddybende trin (afgraeensninger)
i et fag kan vaere bestemt af samfundet og uddannelsessystemer. Altsa bliver dis-
se afgraensninger bestemt af det makrodidaktiske niveau (Winslgw 2009, s.18).
Disse afgraesninger bestemmer formal og rammerne i et fag. Nar dette er bestemt,
sa er laererens opgave at formidle (den afgraensede del af) faget, sddan at eleven

opnar (den bestemte del af) kundskaben om faget.

Kigger vi pa faget matematik i gymnasiet sa er der nogle konkrete krav fra un-
dervisningsministeriet om, hvilken kompetencer eleven skal opna. Desuden er
disse kompetencer delt op i faglige mal og fagligt indhold (uvm.dk). Vi vaelger at
ga i dybden med undervisningsministeriets krav om kernestoffet i matematik.
Det ses, at emnet andengradsligning er kernestof, da det hgrer under polynomi-
er. Man kan tilkoble emnet specifikke kompetencer, sa som:

- Selvstaendigt kunne anvende symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammen-
haenge og til at lgse problemer med matematisk indhold

- Anvende it-veerktgjer til lgsning af givne matematiske problemer

- Karakteristiske egenskaber ved disse funktioners grafiske forlgb

- Monotoniforhold, ekstrema og optimering samt sammenhangen mellem disse
begreber og differentialkvotient.

Der er mange kompetencer eleven skal opna i et fag. Malet er, at nar eleven af-
slutter faget skal leereren have sgrget for at alle kompetencer® er blevet opfyldt.
Derfor er laererens opgave at udvalge kompetencer som eleven skal opna i hvert

emne.

4 Hentet fra uvm.dk (undervisningsministeriets hjemside)
5 som star i bekendtggrelsen fra undervisningsministeriet



For at man som laerer kan udvealge nogle specifikke kompetencer til hvert emne
kreaeves der, at leereren har set emnet pa mange forskellige perspektiver. Dermed
kan laereren udpege bestemte kompetencer til et emne ved at bestemme gen-
nemgangsmetoden. Med dette kan leereren skabe et didaktisk miljg (afsnit 3.3)
som er dannet af formidlingsredskaber som har til formal at forme og skabe et
bestemt undervisningsmiljg. Gar man i dybden med en undervisningssituation
og ser pa interaktionen mellem laereren og eleven er der tale om det mikrodidak-

tiske niveau (Winslgw 2009, s.18).

Sammenspillet mellem laereren og eleven omkring et fag er desuden baseret pa
et szt forventninger. Der er to grundleeggende forventninger, nemlig hvad laere-
ren forventer af sin elev og hvad eleven forventer sig af laereren. Eleven forven-
ter typisk, at leereren kan stoffet og er i stand til at videreformidle det pa bedste
vis. Leereren forventer typisk, at eleverne kommer til timerne med formalet at
leere. Derudover er der andre uformelle forventninger, som tilsammen former

den didaktiske kontrakt (afsnit 3.4).

Forventninger til et samspil mellem lzaereren og eleven, er desuden grundleeg-

gende for eksistensen af en didaktisk situation.

3.1.1 Didaktisk situation

En didaktisk situation er en undervisningssituation, hvor leereren er involveret i
elevens leeringsproces. Med andre ord er den didaktiske situation de forlgb i un-

dervisningen, hvor leereren har en rolle som fx vejleder, coach, opgavelgser osv.

Vi tager udgangspunktet i emnet andengradsligning, for at illustrere konceptet
om en didaktisk situation i en undervisningssituation.

En introduktion til andengradsligning ax?+bx+c=0 kunne vare en forklaring af ko-
efficienterne a, b og ¢, samt x som den variable stgrrelse. Dette kunne ggres ved, at
lzereren skriver en konkret opgave pd en andengradsligning fx. x?-3x-10=0, hvor
eleverne far til opgave at bestemme a, b og c og hvor lereren fgrer kridtet.

Nar der bliver dannet en situation, hvor eleven og leereren er i interaktion om-

kring en opgave eller faglige klassediskussioner, er der tale om en didaktisk situ-



ation. I den udvalgte situation kan laereren have en vejledende rolle, hvor hun®

retter og finpudser de forskellige upraecise formuleringer eleven kommer med.

Hvis det er tilfeeldet, at eleven bedes arbejde selv eller i grupper med et par fagli-

ge opgaver, sa er der tale om en adidaktisk situation.

3.1.2 Adidaktisk situation

En adidaktisk situation er en undervisningssituation, hvor eleven handterer en
opgave pa egen hand uden nogle former for lzererhjelp. Eleven er dog i besiddel-
se af nogle redskaber som leereren har givet inden opgaven blev stillet. Disse
redskaber kunne vere i form af en introduktion til et nyt emne, en lignende op-

gave Osv.

Eleven skal have mulighed for selv at kunne handle, formulere og validere (ar-
gumentere og kontrollere) sine lgsninger pa de stillede opgaver. Vi tager ud-
gangspunkt i det forrige eksempel fra afsnittet om didaktiske situationer for at
danne os et billede af optraeden af en adidaktisk situation i en undervisnings-
sammenhang. Laereren beder eleven om at Igse ligningen x2-3x-10=0 og derefter
argumentere for lgsning. Hvis eleven lgser ligningen x?-3x-10=0 og derefter gra-
fisk kigger efter polynomiets skeering med x-aksen, og ser, at x-veerdierne er de
samme, og hvis de derudover prgver at satte veerdierne ind i den oprindelige
ligning og det viser sig, at ligningen giver noget sandt, sa har eleven benyttet sig
af alle de resurser, der ligger i en adidaktisk situation. Hvis eleven derimod pa
nogen made sgger kontakt til leereren angaende Igsning af opgaven, sa vil den
adidaktiske situation blive afbrudt og eleven vil havne i en didaktisk situation.

I en undervisningssammenhaeng, kan eleven have en opfattelse som ikke stem-
mer overens med undervisningsfaget. Disse opfattelser kaldes misforstaelser.
Der er to typer misforstaelser (Winslgw 2009, s.120-2):

* Epistemologiske forhindringer: en misforstaelse der skyldes elevens
hverdagserfaring. Fx ganger man et negativ tal x med et andet tal er resul-
tatet mindre end x.

* Didaktiske forhindringer: En misforstaelser der opstar i en undervisning
sammenhaeng. fx tallet -b? = (-b)?2 er et negativt tal.

6 Laereren vil jeg betegne som hunkgn og eleven som hankgn i hele specialet.
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Disse typer misforstdelser kan optreaede i bade didaktiske situationer og adidak-
tiske situationer i en undervisningssammenhang. Og hver undervisning bygger

pa nogle bestanddele.

3.2 Undervisningens bestanddele

Inden eleven dukker op til en undervisningslektion, sd kan en elev have en for-
forstaelse af emnet, der skal gennemgas. Med andre ord har eleven selvstan-
digt/individuelt dannet sig noget viden omkring emnet. Denne form for viden er
implicit og kaldes personlig viden. Desuden er den viden, som eleven tilegner sig i
undervisningen, objektiv viden og kaldes den officielle viden. Denne viden, som er
baseret pa noget videnskabeligt,” er eksplicit. Den officielle viden er den viden,
som skal veere felles for alle8. Malet med undervisningen er at gendanne eller
overbygge elevens personlige viden til den officielle viden. Altsa er leererens op-
gave at skabe noget felles viden i klassen, som netop er den officielle viden.

(Winslgw 2009, s.134)

Den personlige viden kan i nogle tilfzelde veere til elevens fordel, hvor eleven
bygger videre pa sin personlige viden for at opna den officielle viden. I andre
tilfaelde kan den personlige viden komme i strid med den officielle viden og kan
besverligggre processen for at tilegne sig den officielle viden. Psykologen Piaget
kalder overbygningsprocessen for assimilation, altsa noget ny viden der stemmer
overens med ens allerede eksisterende viden. Desuden kalder Piaget processen,
hvor man skal gendanne sin eksisterende viden til den nye viden for akkommo-

dation.

Tager vi udgangspunkt i andengradsligning, sa kunne eleven have en idé om at
det er noget med ligninger altsd noget med at finde en ubekendt, ved at flytte
eksisterende tal i ligningen pa den ene side af lighedstegnet for at isolere den
ubekendte. Der er to situationer som er vaerd at udpege her. Nar elevens forfor-
staelse er, at i ligninger skal man isolere den ubekendte, sa overbygges der pa per-

sonlig viden, dvs. assimilation. I tilfeeldet, hvor elevens forforstaelse er at for at

7 som forskningsprojekter, videnskabsartikler, osv.
8 eksempelvis fakta og ikke noget en person alene har oplevet og dannet sig en idé om
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isolere den ubekendte skal man flytte pd eksisterende tal i ligningen, sa skal ele-

vens personlige viden gendannes, dvs. akkommodation.?

Formalet med en undervisningssituation er, at eleven tilegner sig den officielle
viden og for at eleven skal opna dette er der en rakke faser man skal igennem:
Devolution, handlingssituation, formuleringssituation, valideringssituation og in-
stitutionalisering (Winslgw 2009, s.138-139). Disse faser er undervisningens

bestanddele.

3.2.1 Devolution

Devolution er den fase hvor eleven bliver introduceret til det nye emne eller nye
problemstilling. I denne fase er laereren og eleven i interaktion omkring noget
fagligt (klassediskussion, dialog, forelaesere, forklare osv.). I denne fase befinder

eleven sig i en didaktisk situation.
Vi bruger et eksempel med andengradsligning, for at illustrere denne fase:

Laereren stdr og introducerer andengradsligning og skriver den generelle anden-
gradsligning op pa tavlen. Hun forklarer efterfalgende at a, b og c er konstanter og
kaldes koefficienter. Derefter skriver laereren et konkret eksempel x?-3x-10=0 og
beder eleverne udpeger a, b og c i dette tilfaelde. Sa raekker en elev fingeren op og
giver svaret.

I dette tilfeelde introducerer leereren det nye emne andengradsligning og inklu-
derer eleven ved at stille en opgave. Her findes et direkte samspil mellem laere-

ren og eleven, sa i denne devolutionssituation er der ogsa tale om en didaktisk

situation.

3.2.2 Handlingssituation

Handlingssituationen er den fase som typisk bliver efterfulgt af en devolutionssi-
tuation. I denne fase bliver eleven sat i gang med at lgse problemstillinger. Her
far eleven mulighed for at Igse opgaver pa egen hand, uden nogen former for

leererens hjzelp. Handlingssituation er dermed en adidaktisk situation.

9 1lgsning af andengradsligninger skal man fuldsteendigggre kvadratet (kommer
i afsnittet stofdidaktik) og dermed tilfgje et tal som ikke eksisterer i den oprinde-
lige ligning.
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Tager vi udgangspunktet i eksemplet fgr (afsnit 3.2.1) sa ville leereren seette ele-
ven i gang med opgaver, der gar ud pa at finde de forskellige koefficienter i nogle

konkrete andengradsligninger.

Her ses, at handlingssituationen er en adidaktisk situation, da leereren ikke har
kontakt med eleven. I denne fase prgver eleven at opna den officielle viden pa
egen hand. Her forsgger eleven at tage det fgrste skridt for at ga fra personlig

viden til officiel viden.

Handlingssituationer kan ogsa optraede i didaktiske situationer. Det sker, nar en
elev sgger kontakt til leereren for at fa noget hjzelp. Laereren vil sa vaere broen

mellem den personlige viden og den officielle viden.

3.2.3 Formuleringssituation

I handlingssituationen prgver eleven at begribe en given problemstilling eller
opgave. Sa denne fase bliver efterfulgt af en formuleringssituation, hvor eleven
prgver at formulere de hypoteser, som arbejdes med i handlingssituationen. Med
andre ord far eleven nogle idéer til, hvordan han skal Igse en opgave og denne

idé skal formuleres matematisk.

Vi tager udgangspunktet i et eksempel med andengradsligning for at illustrere

denne fases optraden:

Leereren har bedt eleven om at lgse nogle konkrete andengradsligninger. En af de
ligninger er x?-3x-10=0. Eleven ved at man fgrst skal finde d som er defineret som
—bx+Jd
2a
om d er: d=-32-4-1- (-10) eller d=-32-4-0-(-10) eller d=(-3)?-4-1-(-10) . Eleven beder
om laererens hjalp og fdr noget vejledning, sddan at han selv ndr frem til en over-
bevisning om, at den sidste mulighed altsd d=(-3)?-4-1-(-10) er den rigtige.

d=b?-4ac, og derefter x som er defineret som - . Eleven sidder og overvejer

Eleven har nogle hypoteser omkring lgsningen og dermed praecise/upreaecise
formuleringer, som han er naet frem til pa egen hand. Denne fase kaldes en adi-
daktisk formuleringssituation. Men nar eleven valger at formulere de forskellige
hypoteser for leereren og far en praecis matematisk formulering, kaldes fasen for

en didaktisk formuleringssituation.
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En formuleringssituation kan bade veere en didaktisk og en adidaktisk situation,
hvor den personlige viden (hypoteser) bliver til officiel viden (pracise formule-
ringer). For at kunne vurdere formuleringernes gyldighed, skal man argumentere

for problemlgsningsmetoden og det ggres i valideringssituation.

3.2.4 Valideringssituation

Valideringssituationen er den fase hvori elevens viden bliver testet. I denne fase
skal man kunne argumentere for gyldigheden af lgsninger. Disse argumenter
kunne veere pa form af et bevis, modeksempel eller gentagen af et forsgg (hvis
det fx er en fysik-, kemi- eller biologigvelse, osv.). Med andre ord skal man bruge

fagets metoder, for at kunne argumentere pa et niveau som er officielt viden.

Vi skitserer en situation, som kan illustrer en valideringssituation, ved at bygge
videre pa det forrige eksempel.

Eleven sidder og overvejer om d er: d=-3%-4-1- (-10) eller d=-32-4-0-(-10) eller
d=(-3)?-4-1-(-10). Eleven beder om lzrerens hjalp og fdar noget vejledning, sd han
selv ndr frem til en overbevisning om, at den sidste mulighed altsd d=(-3)?-4-1+(-10)
er den rigtige. Eleven lgser opgaven og ndr frem til at x=5 eller x=-2. For at argu-
mentere for lgsningen, sd indseetter han disse to x-vardier ind i den oprindelige
ligning og fdr noget sandt.

Efter at eleven har lgst opgaven (formuleringssituationen) skal eleven kunne
argumentere for gyldigheden af Igsningerne, og det kan ggres ved at kontrollere
svaret og dermed valideres resultaterne. I denne situation befinder eleven sig i

en adidaktisk valideringssituation.

Hvis eleven validerer svaret med laererens hjalp, sa vil der vare tale om en di-

daktisk valideringssituation.

3.2.5 Institutionalisering

Institutionaliseringen er den afsluttende fase, hvor leereren alene eller sammen

med eleven opsamler, praesenterer og formulerer den officielle viden.

Her kan vi tage fat i samme eksempel som fgr men bygge videre pa dette, for

naermere at illustrere institutionaliseringsfasen.
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Efter at eleven har vaeret i gang med at lgse de forskellige konkrete opgaver beder
lzereren eleven om en gennemgang af opgaverne og en forklaring pd, hvordan de
enkelte opgaver er blevet lgst.

[ dette tilfeelde sker der en opsamling af det eleven har arbejdet med. Altsa er
denne fase en konklusion pa alle de forgangne faser (devolution, handlingssitua-
tion, formuleringssituation og valideringssituationen) eleven har vaeret igennem

for at opna den officielle viden omkring et emne, underemne, eller kapitel.

Det er vigtigt at bemaerke, at faserne ikke optraeder i en bestemt raekkefglge.
Desuden er det bemaerkelsesveerdigt at vide, at ikke alle faser optreeder i en un-

dervisningssituation.

3.3 Didaktisk miljg

Didaktisk miljg er et skabt miljg, hvor eleverne tilegner sig viden. Leereren de-
signer et miljg for eleverne, for at give dem det bedste "klima” hvori deres viden
kan "blomstre” bedst muligt. De didaktiske miljger er de omgivelser eleverne
placeres i, hvis formal er at tilegne sig viden pa en bestemt made (Winslgw 2009,

s.135).

Man ved som laerer at man har skabt det bedste didaktiske miljg, nar den officiel-
le viden bliver omdannet til personlig viden for hver elev. Det er sadan, at laere-
rens opgave er at udforme det didaktiske miljg sdledes, at der er plads til at ele-
ven befinder sig i en adidaktisk situation. Med andre ord er det vigtigt at eleven
far prgvet kraefter med et matematisk problem ved selv at regne opgaver, lgse
problemer, osv. Altsa tilfaelde, hvor eleven far tid til at befinde sig i adidaktiske
handlingssituationer, formuleringssituationer og valideringssituationer.

(Hersant og Perrin-Glorian 2005, s.115-116).

Der findes to dele af didaktiske miljger: objektivt miljg og subjektivt miljg. Jeg

starter med at beskrive det objektive miljg.

3.3.1 Det objektive miljg

Som det antydes i ordet objektiv er dette miljg uathaengigt af leereren og eleven.

Leaereren designer et objektivt miljg ved at designe problemformuleringer, der
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muligggre elevernes selvsteendige arbejde med matematik (Hersant og Perrin-
Glorian 2005, s.115). Miljget skal reprasentere matematiske objekter og pro-
blemer i det bestemte emne, der undervises i. Desuden indgar der symboler,
formler, redskaber osv. der er relevante for det konkrete emne i et objektivt mil-
jo.

Formalet med det objektive miljg er, at opgaveformuleringen giver eleven mu-
lighed for at befinde sig i en adidaktisk situation. I en almindelig undervisning er
det sjeldent man oplever rent adidaktiske situationer. Man kan finde miljger

som indeholder et adidaktisk potentiale.

3.3.2 Det adidaktiske potentiale i det objektive miljg

Et adidaktisk potentiale indebaerer muligheden for, at eleven selv kan validere
egne resultater i en opgave. Det er selve det objektive miljg, som giver eleven
feedback pa en lgsnings gyldighed (Hersant og Perrin-Glorian 2005, s.117). Et
hgjt adidaktisk potentiale i et objektivt miljg kreever, at eleven argumenterer og
dermed validerer sine resultater. Desuden skal man vaere opmarksom p3, at
adidaktisk potentiale hentyder til en situation hvor eleven selvsteendigt har po-

tentiale til at nd frem til gyldig matematisk viden.

Vi skitserer en situation som kan illustrere et adidaktisk potentiale i et objektivt
miljg.

En elev far stillet folgende problemformulering:

“lgs folgende andengradsligning (x-5)(x+2)=0 og kontroller bade grafisk og alge-
braisk om din lgsning er korrekt.”

Eleven kan ikke rigtig huske, hvad han skal gare og begynder med at gange de to
parenteser sammen. Han fdr nu x?-3x-10=0. Nu husker han, at man kan bruge
formlen og lgsningen af andengradsligningen, hvor han fgrst finder d og derefter

3+7 [-5
bestemmer x. Han prgver sig frem og ndr frem til x = T+ = {2 . Eleven praver nu

at kontrollere algebraisk om svaret er rigtigt ved at saette x=2 ind i den oprindelige
ligning og derefter x=-5 og ser at det giver noget der ikke er sandt. Men han be-
meaerker, at tallene i lgsningen ligner tallene i den oprindelige ligning. Han prgver
nu igen og opdager fejlen ved at -b=-(-3)=3 og ikke -3 og ndr derefter frem til lgs-
ningerne x=-2 og x=5. Og denne gang opnds en korrekt algebraisk lgsning, og igen
ligner lgsningerne tallene fra den oprindelige ligning, men med modsatte fortegn.
Derefter tegner han grafen og ved, at hvis lgsningerne skal veere -2 og 5 sd skal gra-
fen skeere x-aksen i -2 og 5 (som vist i figuren).
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[ dette tilfaelde far eleven lov til at teenke en gang til, fordi opgaven giver eleven
noget feedback pa de resultater han er naet frem til. Her er der tale om et adidak-
tisk potentiale i det objektive miljg. Desuden blev eleven opmaerksom pa, at rgd-
derne til den faktoriserede andengradspolynomiet kunne have en sammenhang
med tallene, der stod i den oprindelige ligning. Det kunne vaere muligt, at eleven
pa et senere tidspunkt, nar han stgder pa en faktoriseret andengradsligning igen
ville prgve hypotesen om, at det er de samme tal (med omvendt fortegn) som er
lgsningerne. Pa denne made kunne eleven finde frem til en sammenhaeng mellem
lgsningerne og den faktoriserede andengradsligning. Desuden kunne eleven for-
habentligt se sammenhangen og validere gyldigheden af argumentet ved hjzelp

af nulreglen.

Adidaktisk potentiale kan optraede i et objektivt miljg. Men nar eleven og laere-
ren kommer i kontakt med det objektive miljg med adidaktisk potentiale kan det

adidaktiske potentiale blive mere eller mindre athaengig af det subjektive miljg.

3.3.3 Subjektivt miljg

Det subjektive miljg er de dele af et didaktisk miljg som er athaengige af eleven,
lereren eller begge dele. Det subjektive miljg er omgivelserne, der skabes om-
kring det objektive miljg. Det kan eksempelvis veere, hvordan eleven handterer
en matematisk problemformulering. For at kunne praecisere definitionen pa det
didaktiske miljgs optreeden, og dermed det subjektive miljg, vil jeg benytte mig

af en figur, som Brousseau mener, beskriver og illustrerer et undervisningsmiljg
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(Brousseau 1997, s.248-9). Denne figur vil jeg benytte mig af for at bekrive bade
det objektive og subjektive miljg.

Materiale miljg <
Objektive situation R P

Den refererende situation _Ti

Laeringssituation S

Didaktisk situation =i _ "
Metadidaktisk situation

Figur 3.3 E star for elev hvor L star for leereren

Den inderste firkant illustrerer det materiale miljg og det kan veere en form for
matematisk problem (opgave, problemformulering, osv.). E5 star for en person,
som muligvis naevnes i den givne opgave, som eleven kan relatere sig til. Der
kunne sta i opgaveformuleringen "Erik er 180 cm hgj.... ”, sa E5 er ikke en person
i undervisningsrummet, men en person som er en del af det materiale miljg. Ele-
ven og laereren i undervisningsrummet er ikke i samspil endnu. Derfor er der
tale om en objektiv situation (eller miljg). E4 er sa eleven som kommer i kontakt
med opgaven og fx leeser opgaven op (/refererer) opgaven. Denne situation kal-
des for den referende situation. | denne ramme gar man fra det objektive miljg til
en del af det subjektive miljg, fordi eleven er i interaktion med opgaven. Nar ele-
ven begynder at arbejde pa Igsningen af opgaven, altsa er i en handlings-, formu-
lerings- og valideringssituation, er eleven i E3-positionen og dermed i en lz-
ringssituation. Men nar eleven sgger kontakt med leereren L2 for noget hjzlp er
der tale om, at eleven er i E2-positionen. Dette sammenspil mellem leereren og
eleven omkring en opgave kalder man en didaktisk situation. Der er en sidste
situation som eleven kan vaere sat i og det er refleksion over egen undervisning.

Her er eleven i situation E1, hvor eleven ser sin undervisning udefra. Og leereren
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som forbereder undervisningen er i situation L1. I bade E1 og L1 er der tale om

en metadidaktisk situation.

3.3.4 Det adidaktiske potentiale i et subjektivt miljg

Der naevntes i afsnittet 3.3.2 , at det adidaktiske potentiale optraeder i et objek-
tivt miljg. Det skal forstas saledes, at leereren forbereder (designer) opgaver og
problemformuleringer osv., hvor der optraeder nogle situationer der tvinger ele-
ven til at validere sine lgsninger. Meningen er, at eleven skal have redskaber til
selv at lgse og validere den stillede opgave. Men det er desveerre ikke altid, at
lererens gnske kan blive opfyldt. Grunden til det er, at det subjektive miljg ogsa
er afggrende, da det er interaktionen med det objektive miljg som afggr om et
adidaktisk potentiale realiseres. Derfor er devolutionssituationen en central fase
i det didaktiske spil. Da en del elever har sveert ved at bryde den didaktiske kon-
trakt (naevnes i afsnit 3.4) og derfor bliver det besveerligt for dem at udnytte mil-
joets adidaktiske potentiale. Kort sagt, er den didaktiske kontrakt, nogle uformel-
le forventninger der er hos bade laereren og eleven i en undervisningssituation.
Det kan haenger sammen pa fglgende made: Eleven ved at han skal preestere og
vise leereren, at han kan det der kraeves af ham. Det han fx kan ggre er at spgrge
lzereren undervejs i en opgave om det han ggr er rigtigt for at bekrzaefte for leere-
ren og sig selv at han kan sit stof. Laereren kan desuden komme til at hjelpe for
meget, fordi hun mener, der findes et behov for at nogle elever opnar succes og
dermed ikke opgiver (se afsnit 3.5). I denne situation bliver leereren overbeskyt-
tende overfor eleven og vil prgve pa at forhindre dem i at lave fejl. Den didakti-
ske kontrakt kan dermed vaere med til at gdelaegge det adidaktiske potentiale,
der ligger i det objektive miljg. Devolutionsfasen er derfor afggrende, da den gi-
ver eleverne en ramme for, hvad der forventes af dem i den designede opgave
(som indeholder et adidaktisk potentiale). Desuden kan leereren i den indleden-
de fase praesentere sin rolle klart, og hvad der kraeves af eleven, for det kan ggre
at den didaktiske kontrakt ikke treeder sa meget i forgrunden og dermed bliver

mindre synlig i den realiserede situation.

I en undervisningssammenhang kan man forestille sig, at lezereren har designet

et objektivt miljg, som indeholder et hgjt adidaktisk potentiale, men maden
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hvorpa dette potentiale bliver udnyttet i praksis bliver synlig i det subjektive
miljg.

Det er mere eller mindre let at designe en opgave med et hgjt adidaktisk potenti-
ale, men det er sveert at fa en hel klasse til at agere med opgaven og fa realiseret
miljgets adidaktiske potentiale. Grunden til at det er en svar opgave for laereren
i det subjektive miljg kan vere at den didaktiske kontrakt er i kraft sa laeereren fx
patager sig ansvaret for at eleven er i stand til at saette sig ind i opgaven, bliver

motiveret!?, opleve succes osv.

3.4 Didaktisk kontrakt

En leerer har som generisk at skabe det "rigtige” miljg for sine elever, sa de kan
tilegne sig den tilsigtede viden. Selvom indretningen af det objektive miljg har et
stort adidaktisk potientiale, sa er det subjektive miljg afggrende for, hvorvidt
formen af det adidaktiske potentiale finder sted. Derudover spiller de uformelle
forventninger hos leereren og eleven en stor rolle i det adidaktiske potentiale i
det subjektive miljg. Disse forventninger former den didaktiske kontrakt. Den
didaktiske kontrakt kan opfattes som et szt regler, som bade leereren og eleven
overholder i det didaktiske spil. Disse regler er ikke eksplicitte, da de er uformel-
le, men de bliver sommetider tydelige, nar kontakten brydes. (Winslgw 2006, s.

146+150).

Et eksempel kunne veere at leereren stillede en opgave som var umulig for eleven
at lgse: en bondemand har 15 hgns og 17 grise. Hvor gammel er manden? Eleven
vil forsgge pa alle mulige mader at lgse opgaven og muligvis svare 32. Der ses
tydeligt at veere en uformel regel om, hvad leereren kan stille af opgaver. Med
denne opgave bliver den didaktiske kontrakt brudt. Den uformelle regel er, at
leereren stiller opgaver, sa eleverne med deres tilstraekkelig viden (indenfor fa-
get) har mulighed for at lgse opgaven. Den didaktiske kontrakt kan variere fra

fag til fag og situation til situation.

Der er tre niveauer pa den didaktiske kontrakt: Makro-, meso- og mikro kontrakt.

Man kan starte med at se pa hvordan disse kontrakter er relateret til hinanden

10 Dette begreb er meget abstrakt, men her bruges det i betydningen at drive for at yde.
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ved hjeelp af denne figur, hvor der efterfglger en beskrivelse (Hersant og Perrin-

Glorian 2005 s.120-1).

Teaching
objective \

: Macro-
Mathematical field / contract
Didactical status of the
.« | |Unity of content knowledge &
v . . - I o
2 & organization Characteristics of the Meso
i situation contract
T—
o —
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Figur 3.4 Mikro-, Meso og Makro-kontrakt

Disse tre niveauer pa den didaktiske kontrakt kan adskilles vha. tidsintervaller.
Mikro-kontrakten kan beskrives som fa uformelle regler der opstar under en
kort episode. Det kan dreje sig om sekunder til minutter hvor eleven er i interak-
tion med delopgaver . I mikro-kontrakten dykkes der ned i konkrete elev/leerer
formuleringer, der kan pege pa uformelle forventninger og ansvarsfordelingen

mellem eleven og leereren.

Meso-kontrakten kan beskrives som uformelle regler der opstar under en fase
(en sammenheaeng af flere episoder). En fase kan vaere en undervisningssituation
som devolutionsfase , handlingsfase, formuleringsfase osv. I meso-kontrakten
dannes der et indblik i flere uformelle forventninger og ansvarsfordeling mellem
leereren og eleven over en fase. Meso-kontrakten dannes af flere mikro-

kontrakter.

Makro-kontrakten kan beskrives som en ramme af uformelle regler der opstar
under en periode (mange faser som dannes under et emne). [ makro-kontrakten
dannes et overblik over de uformelle forventninger og ansvarsfordeling over en
periode. Man kan derfor beskrive makro-kontrakten som en samling af meso-

kontrakter under en periode (et matematisk felt).

Den didaktiske kontrakt skal opfattes som uformelle regler som kan aendre sig

fra et matematisk felt til et andet. Det vil sige at den didaktiske kontakt kan inde-
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holde forskellige regler athaengig af det matematiske emne og preesentationen af
emnet. I nogle tilfzelde kan den didaktiske kontrakt veere verdifuld, fordi for-
ventningerne kan pakraeve lereren og eleven bestemte adfeerdsmgnstre i en un-
dervisningssituation. Mens den didaktiske kontrakt andre gange kan have for-
skellige effekter. Med andre ord kan nogle forventninger hos leereren og eleven
fare til, at leereren patager sig forskellige uheldige roller, som kan hindre eleven i

at udnytte et hgjt adidaktisk potentiale i det objektivt miljg.

3.5. Effekter af den didaktiske kontrakt

Der er tale om forskellige roller og situationer den didaktiske kontrakt kan ska-
be: Topaze-effekten ,Jourdain-effekten, misbrug af analoge miljger, metakognitive

skift, metamatematisk skift og muligvis andre.

[ det fglgende gives der kun en definition og illustration af begreberne Topaze-
effekten og Jourdain-effekten (Masgval 2011, s.37-9), fordi jeg kommer til at be-

nytte disse to effekter i mit analyseafsnit.

3.5.1 Topaze-effekten

Topaze-effekten handler om, at leereren i sin undervisning bliver fokuseret pa at
eleven ingen fejl laver. Det kan medfgre at svaret pa en opgave eller problemlgs-

ning bliver serveret af leereren med opgavestilingen.

Et helt konkret eksempel inden for emnet andengradsligning kunne vere fgl-

gende:

En elev er i gang med at finde koefficienterne a, b og c i den konkrete andengrads-
ligning x2-3x-10=0 og gdr i std, ndr han skal finde b. Eleven beder, derfor leeren om
hjeelp.

I det tilfaelde, hvor laereren naermest peger pa -3 i ligningen for at diktere svaret
til eleven, er der netop tale om Topaze-effekten. Eller maske lidt mildere kunne
leereren starte med at forteelle, at b er altid det tal der star foran x, og peger pa
x'et i ligningen. Men om det er pa den ene eller anden made, at leereren serverer
svaret p3, sa kaldes denne form for kontrolleret og dikteret situation for Topaze-

effekten.
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3.5.2 Jourdain-effekten

Jourdain-effekten er en form for Topaze-effekten, men hvor laereren slavisk fgrer
eleven hen til det svar, som leereren kan oppuste til at veere en stgrre videnska-
belig teori. Med andre ord kan en elev veaere i gang med at lgse en meget simpel
opgave, hvor lereren har givet nogle hints og ved at eleven far Igst den simple

opgave kan leereren pasta at eleven har fundet frem til en meget vigtig formel.
Lad os tage udgangspunktet i et eksempel med andengradsligning.

En elev er i gang med at finde lgsningerne til falgende konkrete andengradsligning
x2-3x-10=0. Han har fdet en manual pd, hvordan man finder frem til lasningen. Deri
bliver han bedt om farst at finde koefficienterne i den konkrete andengradslignin-

—bxrJd

2a

gen og derefter bestemme d=b?-4ac, hvorefter lgsningen er x - . Han udreg-

ner d=49 og ndr frem til at x=-2 eller x=5.

[ tilfaeldet, hvor leereren gar hen til eleven og siger fx: “som du har fundet ud af

selv, sa vil der altid vaere to lgsninger til en andengradsligning hvis d>0"

Nar leereren oppuster elevens simple ligningslgsning til en generel teori eller
setning som eleven muligvis har bemaerket kaldes denne didaktiske kontrakts

effekt for Jourdain-effekten.

Disse to effekter optraeder hyppigst i en undervisningssammenhang. Men laere-
rens hensigt kan muligvis veere at give eleven noget motivation, succes oplevelse,
drivekraft, anerkendelse, osv. som kan fgrer til stgrre interesse og beherskelse i

faget.

For at leereren skal kunne videreformidle et emne i sit fag skal hun beherske em-
ne og det kraever at leereren har set emnet fra mange perspektiver (afsnittet stof-

didaktik).
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4. Stofdidaktik

Inden en matematikundervisningstime i andengradsligning kan pabegyndes, skal
lzereren have en del baggrundsviden omkring emnet. Andengradsligning er ker-
nestof i gymnasiet. Historisk set kan teorien og metoden til lgsning af anden-
gradsligningen spores helt tilbage til babyloniernes matematik fra omkring 1800
f.Kr. Dette siger noget om, at emnet er ganske fundamentalt i anvendelsen og det
ser fortsaet ud til at veere det i gymnasiet. I den forbindelse stilles der krav til at
lzereren har set emnet fra mange vinkler for at kunne videreformidle det. Disse
vinkler kan veere bygget af forskellige elementer, sisom algebraisk og geome-
trisk fuldsteendigggrelsen af kvadratet og grafisk betydning af andengradslignin-
gen vha. andengradspolynomium (parabel). Disse indfaldsvinkler belyser emnet

andengradsligningen.

4.1 Fuldstendigggrelse af kvadratet

Essensen i lgsning og beviset af andengradsligningen er baseret pa fuldsteendig-
ggrelsen af kvadratet. Der findes to forskellige tilgange til fuldsteendigggrelsen af
kvadratet, nemlig: den algebraiske metode og den geometriske metode. Jeg vil

starte med at gennemga den historiske kilde, som er min inspirationskilde.
4.1.1 Den geometriske fuldstendiggerelse af kvadratet

Matematikkens historie har leenge fascineret mig. Alt hvad matematikerne er
naet frem til i dag er baseret pa gamle matematiske metoder, som med tiden har
udviklet sig og generelt set gaet fra konkret-praktisk matematik til abstrakt ma-
tematik. I denne forbindelse har andengradsligningslgsning veret praktisk til at
finde frem til leengden (x) og bredden (y) i en rektanguleer figur, hvor man fik

opgivet arealet (xy) og summen af leengden og bredden (x+y) (Katz 2009).

X+y 5
at lgse < atlpse x™ +q = px

Xy=4q
En udbydende forklaring fremvises i afsnit 4.2.1.

Babylonierne udviklede en algoritme ved hjalp af "cut-and-past” geometri til at

finde lgsningen til en andengradsligning i omkring ar 1800 f.kr.
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[ det fglgende gennemgas den historiske inspirationskilde. Inspirationskilden er
en konkret andengradsligning som lgses vha. en algoritme med geometrisk stgt-
te. Denne algoritme bliver kan generaliseres. I fglgende afsnit vil jeg parallelt til

lgsning af det konkrette eksempel (kilden) generalisere algoritmen.

Kilden BM 13901 nr. 1

Da kilden blev skrevet, arbejdede man ikke med symbolske ligningslgsning, men
med ligninger der var udformet i tekst. Desuden brugte babylonierne 60-

talsystemet!! fx skrev de 45’ som betgd % = % Se kilden (Hgyrup (1998), s. 41):

1. Fladen og min modstilling har jeg lagt i bunke: 45’ er det. 1, fremspringet,

saetter du.
2. Halvparten af 1 breekker du, 30’ og 30’ lader du holde.
3. 15°til 45’ tilfgjer du: 1gor 1 ligesidet.

4. 30’som du har ladet holde fra det indvendige af 1 udriver du: 30’ er modstil-

lingen.

Denne Igsningsmetode kan generaliseres til en algoritme. Men det man skal vee-
re sarlig opmarksom pa er, at man her arbejder med andengradsligningen pa
formen x* +s-x =t¢, hvor koefficienten til hgjstegradsledet altid er lig 1. En geo-

metrisk opstilling af andengradsligningen ses i fglgende tabel.

11 Babylonierne satte én lille streg ved tallet (a” ) for at markere, at det var 60’enedele ¢ og satte
60

to sma streger (2" ) nar det antydes a osv.

(60)*
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Babyloniernes konkrette ligning Algoritmen til Igsningen af

2
X +sx=t
X +lx==

Trin 1: Med Fladen menes der her kvadratet med en ubekendt side, altsa x. Derimod er modstillingen
et rektangel, der har en side falles med fladen, og hvor fremspringet er den anden side pa modstillin-
gen. Se fglgende geometrisk opstilling.

X 1

X S |
3 -

[ kilden bliver ordet bunke anvendt. Det at ligge i bunke vil sige at addere to forskellige stgrrelser
sammen og i dette tilfelde x2 (todimensionel stgrrelse) med 1x (endimensional stgrrelse) (svare til sx
i det generelle tilfelde). Se den geometriske opstilling:

X 1

X s
3

Trin 2: Nu skal man braekke halvparten af 1 sd man har % og % . Den ene % holdes, altsa anvendes
ikke endnu og derefter flyttes det, vha. cut-and-past metoden.
(I det generelle tilfeelde halveres s til %2 s og %2 s). Det er nemmest at se det geometrisk, se fglgende:

1
X 2 2
2 E 3
X X 1§X = 4
i
1
X 2
2 1
X =X
X 2 i 3
1 = 4
- ~x
2 2

Trin 3: Der oplyses, at 15 til 45’ tilfgjer du, dvs. at man tilfgjer 1 til for at fuldsteendigggre kvadratet
4

pd den ene side, der tilfgjes ogsd 1 pa den anden side af lighedstegnet altsd fir man 1,3 pa hgjre
4 4

p
4
side af lighedstegnet. (der tilfgjes (ls)z i det generelle tilfaelde). Se den geometriske opstilling.
2

1
X 2

2
X 4
X 2x 3
_ 12+ —_
1 ﬁ‘H_w :
- —x =
2 2

Rektanglets areal skal er nu !, 3 _;. Da arealet af rektanglet er 1 s kan man danne et kvadrat med
4 4

samme areal, hvor 1 gor 1 ligesidet, altsa med siden 1.
( rektanglet er H(%s)zi det generelle tilfeelde hvor siden pa kvadratet skal svare til x+(%s)2 )

1
X 2

X 1
X D |
= —+—=1
4 4
. 1
g u
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Trin 4: Nu ved man at ,, ! skal svare til siden 1. For at bestemme x skal man altsa udrive (traekke
2

fra) %og sa bliver modstillingen x = %

o

(I det generelle tilfeelde er rektanglets areal (H%)Z:(%)ZH dvs. mé siden vere “%:i (g)zﬂ s§

X==x

2

. (s)2 s —s=NsT+4e

For at den geometriske opstilling skal give mening kan arealerne pa firkanterne
kun vare positive, det kraever at siderne er positive. Geometrisk kan man hgjst
finde én lgsning til en andengradsligning (men i fa tilfeelde finder man to lgsnin-
ger, hvis begge x’er er positive). Babylonierne brugte metoden, for de var inte-
resseret i at finde (eksistensen af) en lgsning og det kunne man vha. denne algo-

ritme.

Den geometriske fuldsteendigggrelse af kvadratet er en metode, hvor man ved
hjaelp af kendeskabet til kvadratets egenskab om at alle sider er lige lange og
arealet pa et kvadrat, nemt kan bestemme dens side ved at tage kvadratroden af

arealet.
4.1.2 Den algebraiske fuldstaendigggrelse af kvadratet (vha. geometrien).

Den geometriske fuldstaendigggrelse af kvadratet er et redskab, der muligggr
visualiseringen af fuldsteendigggrelse af kvadratet algebraisk. Tager vi eksem-
pelvis udgangspunktet i andengradsligningen x2-3x=10, da skulle x2 sta for area-
let af et kvadrat med siderne x, og -3x er arealet af et rektangel med den ene side
3 og den anden x og 10 er arealet af en firkant. Vi kan vha. algebraisk fuldsteen-
digggrelse af kvadratet (uddybes i afsnittet efter) nemt se, at

x*=3x=10

x*=3x+15"=10+1.5"

(x-1.5)*=12.25

x-15=+12.25
x=15+35

x=5 eller x=-2
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2
Vi har tilfgjet (%) , for at kunne danne et geometrisk kvadrat. Algebraen fglger

med det geometriske da man ved hjelp af kvadratsaetningen kan reducere ud-
trykket sa x* -3x+1.5° =(x-1.5)°.
Denne ligning kan forklares geometrisk som et kvadrat med siderne x-1.5, som

har et areal pa 12.25 . Dette kan illustreres geometrisk pa fglgende vis:

X

N | v

X< = pos

| w

Andengradsligningen er blevet lgst vha. den algebraiske fuldstaendigggrelse af

kvadratet med en geometrisk stgtte.

4.1.3 Fuldstendigggrelse af kvadratet algebraisk

[ afsnittet 4.1.1 generaliseres algoritmen for lgsningen af andengradsligning pa
formen x° +sx =t vha. geometrisk fuldstaendigggrelse af kvadratet. I dette afsnit
tages udgangspunktet i samme andengradsligning men lgses vha. en algebraisk
fuldstaendigggrelse af kvadratet. Ved omskrivning af x* +sx=¢ fis x’ +sx—-¢=0.
Grunden til omskrivningen skyldes et mal om at generalisere lgsningen pa an-

dengradsligning til formen ax’ +bx+c=0.

Ved hjeelp af substitution udtrykkes x=z—%i ligningen x*+sx—t=0. Denne

substitution er til for at fuldsteendigggre kvadratet algebraisk.

(E & R Bremigan og ] Lorch 2011, s.75).:
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2
x2+sx—t=(z—£) +s(z—£)—t
2 2
2 S2 S2
=7 +——=87|+|S72—— |-t
4 2

2 S2 S2
=7 +——-857+857——-—1
4 2

, st 287
=+ -
4 4
2
S

z kan nu udtrykkes vha. x sddan, at z=x +% . Udtrykket indseettes i ligningen

efterfulgt af isolering af x.

sY s
(x+—) -——-t=0=
2 4
2 2
s s
X+—| =—+t
(3]
s s2 2
X+—==%[—+1 < (hvor —+1t=20)
2 4
s {sz
X=——=x,/—+1 <
2 4
s st 4t
= —— s ai—
2 4 4
_—sxsT+ 41
2

Grunden til at der er tale om fuldsteendigggrelse af kvadratet er fordi substituti-

2
s
onen medfgrer en tilfgjelse af ”y og dermed muligggre brugen af kvadratsaetnin-
gen.
Tilfgjelsen ses lettest ved et konkret eksempel. Fglgende andengradsligning
x> =3x-10 =0 skal lgses vha. den rene algebraiske fuldstaendigggrelse af kva-

dratet. Ved substitution kunne ligningen udtrykkes saledes:
2

X +sx—t= (x + %) -c- SZ . Dermed kan den konkrette andengradsligning lgses

pa folgende made:
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x*=-3x-10=0 <

4

( 3)2 49
-2 =— <=

2 4

3 49
X—-—=*|— =

2 4

3 7
X=—+— <=

2 2
x=5 eller x=-2

I dette tilfelde har vi brugt 2. kvadratsaetning a® +b* - 2ab = (a-b)’. Kendskabet

til dobbeltprodukt er afggrende for forstaelsen af den tilfgjede veerdi. Hvis man
kigger pa eksemplet, sd er det dobbelte produkt -3x. Altsa -3x svare til -2ab i
kvadratsaetningen dvs.
-2ab=-3x hvor a=x
sa mad
-2b=-3
-1

2

2
I eksemplet ses, at(%) bliver tilfgjet. Det svarer til, at man generelt tilfgjer (%)

for at fuldstendigggre kvadratet, ved at benytte kvadratsaetningen. I tilfeeldet

hvor andengradsligning er ax” +bx+c =0, hvor a=0, si kan man igen ved substi-
tution udtrykke x =z —2i & z=x +i . Ved samme udledningsmetode som fgr

a 2a

nas frem til:
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2 2
ax2+bx+c=a(x+£) +(c—b_)

2a

b b* -4ac
X+—== — <
2a 4a

b b*-4dac -

2a 2

a
~bx+b* -4ac

2a

Det er den generelle lgsningsformel for andengradsligningen. Her har vi ved
hjeaelp af substitution fuldsteediggjord kvadratet algebraisk og dermed muliggjord
lgsningen af andengradsligningen. Tricket (substitutionen) er ikke noget man

selv ville fundet pa. Det vigtigste er ligningen bliver Igst.

Andengradsligningen kan ogsa optraede i andre sammenhange som i skaringen
mellem andengradspolynomier og x-aksen. Grafen pa andengradsploynomiet

kaldes en parabel.

4.2 Parabel

Det algebraiske emne andengradsligningen er ofte koblet til andengradspolyno-
miet, som er et redskab til at bestemme lgsningerne pa andengradsligningen.
Egenskaber pa andengradspolynomier er, at den grafisk er U-formet og kaldes
for en parabel, som er symmetrisk omkring toppunktet. Man kan desuden defi-
nere en parabel geometrisk ved hjelp af distancen mellem en ret linje og et
punkt. Hvis vi kalder punktet F for breendpunktet og den rette linje for ledelinje L
(E & R Bremigan og ] Lorch 2011, s.70-71).

En parabel kan altsa beskrives vha. et braendpunkt F og en ledelinje L, hvor pa-
rablen er de punkter, som har lige store afstand imellem ledelinjen og braend-
punktet. Hvis vi kigger pa figuren sa kan vi se, at linjen P1 fra breendpunktet F og
til grafen er ligesa lang som fra grafen ned til ledelinjen L. Det samme geelder for

linjen P2 fra F til grafen og derefter fra grafen til L.
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P2
04 P2
braendpunkt
p1 F 31

P2
P2

P1

Iedeli]ﬁen L

Breendpunktet kan bestemmes ud fra den generelle andengradsligning

ax’ +bx +c =0 siledes, at(_ b L+(C_b_2)) . Samtidigt kan ledelinjen bestemmes

57 4a 4a

ved y=_4i+c_i7_2 . (E & R Bremigan og ] Lorch 2011, 5.79).
a a

Andengradspolynomiet giver en visualiseret forklaring pa, hvad det betyder at

lgse en andengradsligning. Man far et grafisk redskab til radighed.
Lgsninger i andengradsligningen kaldes for rgdder i andengradspolynomiet.
4.2.1 Grafer, rgdder og faktorisering for en andengradsligning

Det er relevant for en leerer at vide, at en hver andengradsligning kan faktorise-
res sdledes, at dens rgdder direkte kan afleeses fra selve ligningen. Det kraever
man ved, at rgdderne r1 ogr; for en andengradsligning ax’ + bx+c=0 kan ud-

trykkes pa fglgende made (E & R Bremigan og ] Lorch 2011, s.79):

~b+d ~b-d
= & 1=

5 hvor d=b"-4ac
2a 2a

h
Nar rgdderne er blevet udtrykt, sa kan man omskrive den pagaeldende anden-
gradsligning til a(x-r)-(x-r,)=0. Det vil veere interessant at se pa sammen-

haengen mellem andengradsligningens rgdder og d. For overskuelighedens skyld,
laves en tabel der viser sammenhangen mellem diskriminanten d, rédderne rq

ogr;og tilhgrende grafer. Se nedenstaende tabel:
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Diskriminanten | R@dderneri ogrz | andengradsligningen Grafisk
d med rgdderne
d>0 r1 &rz er reale me- | a(x-1) (x-r,)=0
ner du reelle s
\ /
: \
d=0 ri&rzerrealeoglig | a(x-r)* =0 da ‘
med hinanden _
h=n /
\
\ /
\ /
1N S
d<0 ri&rzerikkereale | g(x-z)-(x-2)=0 da /
men konjugerede —
komplekse h=nh
p _ \ /
h=z 08 L=z /
1 N /

Det kan veere ngdvendigt at kende til de elementaer symmetriske funktioner der
generelt optraeder i polynomier af hgjere grad. De elementzere symmetriske
funktioner bruges til er at vise en sammenhang mellem koefficienterne i et po-
lynomium og dens rgdder. De elementaere symmetriske funktioner optreeder i
den sammenhaeng, hvor det oprindelige polynomium med n’te-grad (n>1) er et
nomeret!2 polynomium. Et nomeret andengradspolynomium P(x)=x"+bx+c
kan omskrives til P(x)=(x-r) (x-r,), hvor r1 og rzer rgdderne. Ved ophaevelse
af parentesen fas:

(x-r) (x-n)=

X —RX—FRX+TT =

X = x(r,+1)+17,

Vi kan nu sammenligne de to andengradspolynomier

12 Nar hgjstegradsledet er 1, altsa nar a=1. (monic).
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Xl +bx+c=x"—(r,+r)x+77,
)
og for at vise en sammenhang mellem rgdderne og koefficienterne a,b og c kan

vi indsaette udtrykket for rgdderne ri og r2 og dermed se hvad summen og pro-

duktet giver:

B —b+ﬁ+—b—\/2

L+h=

2a 2a
3 -2b B -b

2a a

—b+~d =b- Jd
2a 2a
b - (V) .
= brug 3.kvadratscetning
_ b’ = (b’ - 4ac)
4a’

nLen=

3 dac
4a’

c
a

Vi betragter et normeret andengradspolynomium, dvs. a=1 som medfgre, at
b=—(r,+r1)
c=n-r
Tager vi udgangspunktet i eksemplet x* -3x-10 =0, s skal der gzlde fglgende:
-3=—(r,+1,)
-10=7r"r,
Det er lettest at starte med produktet af de to rgdder som skal give -10. Produk-
tet ma medfgrer fglgende muligheder (safremt rgdderne er et helt tal) 1-(-10),
-1-(10), (-2)'5 eller 2:(-5). Men samtidig skal man huske, at summen af rgdderne
skal give -3. Derfor ma lgsningen veere ri=5 og r;=-2. Det ses, at det kan veaere
nemt at gennemskue lgsningerne, forudsat at lgsningerne (rgdderne) er hele tal.
Det er selvfglgelig ikke altid tilfeeldet, at Igsningerne er hele tal, men man kan
altid bruge de elementzere symmetriske funktioner, som en metode til at vise
gyldigheden af Igsningerne (rgdderne).

x> +bx+c=0 <X =(r+n)x+51,=0
og der geelder at

L+rn,=-b 1n-r=c
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sd ma

n+r,=-b

atl¢se{ < atlpse x> +bx+c=0

hi'h=c¢

Med denne metode kan eleven validere sine resultater. Med andre ord kan denne
metode bruges til at skabe adidaktisk potentiale, for det er let at kontrollere om
lgsningerne er korrekte ved at se om konstantleddet svarer til rgddernes pro-
dukt. Desuden kan man se om fgrstegradskoefficienten svarer til summen af

rgdderne med et minustegn foran.

En anden metode man ofte bruger til at kontrollere lgsningerne til en anden-
gradsligning er grafer. Grafer er et redskab som ggr det muligt at visualisere ar-
bejdet med andengradsligningen. Sa grafer bruges ikke kun til at kontrollere an-
dengradsligningen, men ogsa til at lgse den. Grafer har en egenskab der ggr ab-
strakt matematik til mere konkret og illustrerebart model. Med andre ord kan
det veere nyttigt at flette det algebraiske og grafiske arbejde med andengradslig-
ningen, da det kan give eleven to redskaber til at Igse én ligning. Det algebraiske

arbejde med andengradsligningen far en bestemt fortolkning i en graf.

Det kan derfor vere relevant at se sammenhangen mellem andengradspolyno-
miets grafiske afbildning og dets koefficienter a,b og c. Sammenhaengen ggr det
lettere at gennemskue den grafiske opfgrsel pa andengradspolynomiet
f(x)=ax’ +bx +c. Man ved, at koefficienten a bestemmer, hvorvidt grenene skal
vende op ad eller ned ad, og hvor smal eller bred parablen skal vare. Desuden
ved man, at koefficienten c er skeeringen pa y-aksen. Men koefficienten b er sveer
at give en simpel og bestemt grafisk egenskab til. Sammenhaengen er, at b pavir-

ker toppunktsplaceringen.

Generelt set bestemmer a parablens udseende og b og c forskylder parablen i

koordinatsystemet uden at eendre pa udseendet.

Det ses, at emnet andengradsligninger kan repraesenteres pd mange mader.
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4.3 Repraesentationer af et matematisk emne

Det har vist sig, at emnet andengradsligningen kan repraesenteres med forskelli-
ge rammer. En ramme er en sammensatning af matematiske objekter, der dan-
ner en bestemt arbejdsform, som har til formalet at belyse et emne med en be-

stemt vinkel (Artigue, 1992, 5.109).

Der er fem matematiske rammer der generelt kan arbejdes med, nemlig (Isabelle
Bloch 2003, 5.9-10):

* Den grafiske ramme

* Den algebraiske ramme

* Den geometriske ramme

* Den numeriske ramme

* Den formelle ramme

Jeg velger, at se pa de forskellige rammer med udgangspunktet i emnet anden-

gradsligninger.
4.3.1 Den grafiske ramme

Lgsningerne til andengradsligningen synes at veere grafiske som rgdderne i et
andengradspolynomium eller parablens skaering med x-aksen. Her kan en elev
validere sine lgsninger til en andengradsligning grafisk ved at finde rgdderne i et
andengradspolynomium. En parabel kan give eleven en visuel fortolkning pa an-
dengradsligningen. Det giver eleven stgrre mulighed for at tilegne sig viden om

andegradsligningen.

Det kan veere vigtigt at overveje de tilfaelde hvor rgdderne ikke er hele tal, og
hvor eleven finder frem til upraecise lgsninger. Det bliver sveert for eleven at va-
lidere sine Igsninger, da indsaettelsen af de upraecise veerdier i den oprindelige
ligning ikke vil give noget sandt. Det kan vaere en forhindring for, at eleven for-
star vigtigheden af at finde de eksakte lgsninger (rgdder). Desuden kan det vaere
tilfeeldet, at en elev bruger et CAS-apparat og indtaster en given andengradspo-
lynomium ind og far et vindue, der ikke viser rgdderne eller maske kun en af de

to rgdder (se figuren herunder).
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[ dette tilfeelde vil eleven muligvis tro, at der kun eksistere én lgsning til denne
andengradsligning. Leereren kan informere, at der skal eksistere to rgdder, men
at dette vindue ikke viser begge. Problematikken ligger i, at eleven ikke ved
hvornar han har fundet det rigtige vindue til et given andengradspolynomium.
Desuden kan det vaere vigtigt, at leereren understreger, at nar et andengradspo-
lynomium skeaerer x-aksen et sted, sa skal den ogsa skaerer x-aksen et andet sted.
Det fremkommer af vores viden om komplekse tal, at de kun kan optraeder i par.
Med andre ord kan vi ikke have en reel rod og derefter en kompleks rod, da den
oprindelige andengradsligning har reelle koefficienter og ikke komplekse. Desu-
den er det vigtigt at vide, at et polynomium med en rod er en multiplikativ rod.
Det vil sige, at roden skal fremga to gange i andengradsligningen
a(x-1)’ =a(x-r)(x-r)=0 og ikke kun en gang. Det vil i et grafisk-vindue sva-

rer til, at grafen tangerer x-aksen og ikke skeerer x-aksen.
4.3.2 Den algebraiske ramme

En andengradsligning optraeder altid pa en algebraisk made og kan lgses alge-
braisk. Den kan Igses ved en algebraisk fuldsteendigggrelse af et kvadrat. Det er
den bedste mdde at kunne overfgre en elevs gammel viden om ligningslgsning til
den nye made ved tilfgjelsen af tal, der ikke er synlige i ligningen, men som kan
gogre en andengradsligning lgsebar. Desuden kan det sikre, at eleven kommer
frem til de eksakte lgsninger. Desuden bevises formlen for andengradsligningen
algebraisk. Dette kraever ogsa en stgrre forstaelse af algebraiske operationer og

igen kommer fuldsteendigggrelsen af kvadraten til at spille en stor rolle i beviset.
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Brugen af den algebraiske metode kan generelt vaere problematisk for eleven,
der ikke er sikker ved lgsning af simple ligninger. Det skyldes at bogstaveregning
er endnu svaerere konkrette ligningslgsning. Desuden er algebraiske operationer
sveere at handtere, nar eleven er pa sit fgrste gymnasiedr, da man kommer fra

grundskolen, hvor der sjeldent arbejdes med rene algebraiske lgsningsmetoder.
4.3.3 Den geometriske ramme

Geometriske kan andengradsligningen optraede i optimeringsopgaver. Optime-
ring refererer til at man til en given funktion enten skal bestemme maksimum
eller minimum, for at finde den optimale lgsning. Det ggres matematisk ved brug

af differentialregning.

Helt konkret optreeder geometrien i form af et rektangel, hvor laeengden og bred-
den ikke er ens!3, og hvor den ene side aftheenger af den anden. Ved at bestemme
arealet af et givet rektangel sd kan man na frem til en funktion, hvor den uaf-
haengige variabel er kvadreret.

Et eksempel pa en optimeringsopgave kunne vere:

I et rektangel er den korte side 6 cm kortere end den lange.

Er det muligt at bestemme én veerdi af x, sd arealet af rektanglet bliver sd lille som
muligt? — og sd stort som muligt? (svaret skal begrundes)

Der forventes, at eleven selv kan tegne fglgende geometriske figur og bestemme

arealet pa rektanglet.

X

x> -6x x—06

Desuden kraeves der, at eleven kan bestemme definitionsmangden pa arealet

Dm(A(x)) hvor A(x)=x"-6x og muligvis tegne A(x) grafisk.

13 de kan ogsa godt veere ens
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B |

3(x)=x2—6-x

Man kan beregne sig frem til minimum ved at differentiere funktionen og saette
den lig nul, og derefter kontrollerer grafisk, at x-veerdien pa toppunktet er den
sammen som den udregnede. Hvis man som elev kommer igennem alle skridt vil

det veere lige til at kunne argumentere for sine resultater.

Desuden optraeder andengradsligningen geometrisk i fuldsteendigggrelse af kva-
dratet (som er beskrevet detaljeret i starten af dette kapitel). Fordelen ved den-
ne ramme er, at eleven visuelt ser betydningen af lgsningen af andengradslignin-
gen. Til gengeaeld bruges geometrien som et redskab til at forstd lgsningen pa an-
dengradsligningen, og for nogle elever bliver det en ngdvendighed for at lgse
andengradsligningen og dermed kommer til at ende med kun én lgsning (for den

negative lgsning giver ikke nogen mening geometrisk set).
4.3.4 Den numeriske ramme

Den numeriske ramme optraeder altid i forbindelsen med funktioner. Det bliver
ofte illustreret vha. en tabel, der giver en oversigt over sammenhangen mellem

den uathaengige variabel og den athaengige variabel (se fglgende figur).

:-
3
SlolmNolnpwnzoNuide

f1(x)=x2—6-x
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[ forbindelse med andengradsligningen kunne vi tage udgangspunktet i fglgende
funktion f(x)=x’-6x, som er afhaengig af variablen x, og det bliver illustreret i

tabellen, hvor man fx kan se, at ndr x=1 sa er f(1)=-5 osv. Denne ramme kan blive

brugt af eleverne ved Igsning af andengradsligning. Eleven far til opgave at lgse
andengradsligningen x*> —6x = 0 hvor han eksempelvis starter med at geette p3,

at 0 er den ene lgsning som viser sig at veere sand. For at finde den anden lgsning
prgver eleven at sette 1,2,3 ind pa x’s plads og far et stgrre og stgrre negativt tal.
Nar eleven prgver at satte 4 ind pa x’s plads viser det sig at vardien bliver min-
dre negativ og det far eleven til at fortsaette denne retning til han nar at x=6 er en
lgsning. Denne metode, hvor eleven geetter sig frem til lgsningen, kaldes i mate-
matikken geette og tjek!4. Altsa er det en metode, hvor man gradvis tilnermer sig
lgsningerne. Fordelen kan veere, at eleven har mulighed for at lgse en anden-
gradsligning ved sa en simpel ting som at geette. Den numeriske ramme kan til
gengald fa en elev til at bruge lang tid pa at geette den rigtige lgsning pa en an-
dengradsligning. Desuden kan det vare svert for elever at finde eksakte ikke-

heltal lgsninger.
4.3.5 Den formelle ramme

Den formelle ramme indeholder alt fra definitioner, seetninger til beviser af saet-
ninger. Nar man tilkobler den formelle ramme med andengradsligningerne sa er
der tale om definitionen pa en andengradsligning, beviset for lgsningsformlen pa
andengradsligningen, toppunktsbevis osv. Den formelle ramme er med andre
ord baseret pa matematiske antagelser, som kan udledes nogle gange rent alge-

braiske og andre gange vha. algebraisk-geometrisk og algebraisk-grafisk stgtte.

Den formelle ramme er den mest brugte ramme pa universitetsniveau, hvor man
ud fra definitioner udleder seetninger osv. Den ramme er en matematisk abstrak-
tion, som alle matematikere gnsker at opna. Samtidigt er det den svareste ram-
me at opna indsigt i matematik pa, da det kan virke meget abstrakt. Dette medfg-
rer at det er et meget hgjt niveau at leere matematik pa og kan derfor vaere meget

sveert for elever pa gymnasieniveau. Den formelle ramme optraeder pa gymnasi-

14 gyess and check
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eniveau, men opfattes af eleven som den svereste del af matematikken. Der er
mange beviser i forbindelse med andengradsligningen som gymnasieeleven
kommer til at arbejde med. Eleven ser beviset for den generelle lgsningsformel,

toppunktet og faktoriseringen af andengrads-polynomiet.

Optimeringsopgaver kan ogsa optraede i forbindelse med andengradsligningen.
Det kraever differentiering, og i denne kobling far man leert den gennerelle meto-
de man at differentiere polynomier af hgjere grad!®. Der er altsd mange elemen-
ter af den formelle ramme som fx definitioner, saetninger, formler og regnerreg-
ler, der hgrer til under emnet andengradsligninger. Men som tidligere naevnt, er

det ogsa den svaereste ramme for eleven at arbejde med.

15 Generelt er der tale om denne regneregel
P(x)=(anx™ + an-1x"1 + an-2x"2 + ... + a1X + ao)
P’(x)=n apx®1 + (n-1)an-1x"2 + (n-2)ap2x"3 + ... + 2ax + a
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5. Empirisk problemformulering

"Didaktiske situationer for fuldsteendigggrelse af kvadratet”

Mit overordnet mal er at undersgge didaktiske situationer for den algebraiske
viden, der forudseettes for at lgse andengradsligninger, specielt fuldsteendiggg-
relse af kvadrater (som ofte fremstar som et "trick” i et bevis, der i gvrigt hurtigt
glemmes igen). Jeg vil fgrst undersgge de adidaktiske potentialer i et almindeligt
undervisningsforlgb om andengradsligninger. Jeg har observeret et "standard-
forlgb” pa B-niveau, som varede i 8 moduler a 90 minutter, og vil fokusere pa
objektive didaktiske miljger, hvor der indgik et adidaktisk potentiale. Jeg vil der-
udover undersgge, hvorvidt det adidaktiske potentiale optraeder i det subjektive
miljg. Jeg vil dernaest undersgge en hypotese om, at eleven har nemmere ved at
arbejde selvsteendigt med algebraiske sammenhaenge, hvis de er tilkoblet en
geometrisk repraesentation. Jeg vil derfor designe og afprgve didaktiske situatio-
ner med en hgj grad af adidaktiske potentiale knyttet til geometriske repraesen-
tanter, og som omfatter processen fra eleven mgder det matematiske pro-
blem "andengradsligning” til de har fundet en algoritme (algebraisk lgsningsme-
tode). Dernaest vil jeg sammenligne det standard forlgb med mit designede af-
prgvede forlgb med serlig fokus pa betydningen af de geometriske repraesenta-

tioner.
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6. Metodologi

For at kunne besvare min problemstilling har jeg fulgt en 1.g (standardforlgb) og
2g (det designet forlgb) klasse, som havde et undervisningsforlgb om anden-
gradsligning. Ud fra mine observationer vil jeg prgve at udplukke vigtige episo-
der, som kan give et indtryk af, hvordan den tilsigtede viden er blevet opnaet.
Hermed vil jeg undersgge om episoder med adidaktiske potentiale optraeder, og

se efter hvornar den didaktiske kontrakt er i kraeft.

6.1 Standard forlgbet

Jeg har fulgt undervisningsforlgbet i 1.c fra Falkonergardens gymnasium i uge 18,
19 0g 201 2012, hvor jeg i alt observerede 8 moduler & 90 minutter. Klassen har
en samfundsvidenskabelig studieretning, hvor de har samfundsfag pa A-niveau,
engelsk pa A-niveau og matematik pa B-niveau. Klassens matematiklaerer er en
40-3rig mand, der bade underviser i matematik og fysik. Han har veeret leereri 7-
8 ar. Matematikleereren er desuden meget teknologisk bevidst, altsa gar op i CAS-
veerktgjet, bruger smartboard, bruger et program pa hjemmesiden

Mixedink.com?¢ til at formidlere emnet andengradsligning.
[ dette undervisningsforlgb blev der gennemgaet fglgende:

* (Grafisk betydningen af koefficienterne a, b og c i den generelle anden-
gradsligning ax® +bx+c=0.

* Grafisk betydningen af koefficienterne h og k i andengradsligningen
a(x-h)’+k=0.

* Bestemmelsen og betydningen af diskriminanten d = b* - 4ac bade alge-
braisk og grafisk.

* Bestemmelsen af toppunktet bade grafisk og algebraisk.

* Lgsning af konkrette andengradsligninger der ser ud pa fglgende form:
x° =d (xxa)’ =d xX*+a*+2ax=d
hvor man kan benytte sig af kvadratsaetningerne i de sidste tilfaelde.

* Algebraisk udledning og anvendelsen af den generelle lgsningsformel for
andengradsligningen.

* (Grafisk ligningslgsning.

* Brug af CAS solve-funktion til Igsningen af andengradsligninger.

* Faktorisering af andengradsligning pa formen a(x-r)(x-r,)=0 ’ hvor r;

og r2 er rgdder.

16 Det er et program der giver en mulighed for at hele klassen kan skrive noget pa sammentiden
og se hvad andre har skrevet hvor de desuden kan vurdere hinandens input.
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Noget meget centralt for emnet er kvadratsaetninger og disse blev gennemgaet i
starten af skoledret, sa dem skulle eleven kunne anvende i emnet andengradslig-
ning. Dette grundredskab fik jeg desveerre ikke mulighed for at observere ele-

vens tilegnelse af.

I dette undervisningsforlgb havde leereren planlagt en del gruppearbejde men

hvor der var plads til bade devoultionsfaser og institutionsfaser.

6.2 Det designet forlgb

Jeg har fulgt undervisningsforlgbet i 2.e fra @restad Gymnasium i uge 36, 37 og
38 i 2012, hvor jeg i alt observerede 3 moduler & 90 minutter. Klassen har en
samfundsvidenskabelig studieretning, hvor de har samfundsfag pa A-niveau, en-
gelsk pa bade A- og B-niveau og matematik pa B-niveau. Klassens matematiklae-
rer er en 60-arig mand, der bade underviser i matematik og fysik. Han har veeret

leerer i mere end 15 ar.
[ dette undervisningsforlgb blev der gennemgaet fglgende:

* Geometrisk illustration af operationerne: addition og subtraktion, multi-
plikation og division.

* Geometrisk opstilling af simple 1.gradsligninger

* Geometrisk illustration af kvadratsaetning 1 og 2

* Geometrisk illustration af simple andengradsligninger. Bdde andengrads-
ligninger hvor koefficienten b er nul (ax’ + ¢ =0 ) og andengradsligninger
der kan reduceres til en af de to fgrste kvadratseaetninger (ligninger pa
formen (x=a)?).

* Gennemgang af et konkret eksempel pa andengradsligningens lgsning-
metode vha. fuldsteendigggrelse af kvadratet (cut-and-past).

* Enalgebraisk udledning af den generelle lgsningsformel for andengrads-

ligningen vha. geometrisk fuldsteendigggrelse af kvadratet.

Det centrale i emnet er kvadratsatninger og disse blev ogsa gennemgaet i star-

ten af sidste skolearet (starten af 1g), dem skulle eleven kunne anvende i emnet
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andengradsligning. Dette grundredskab fik jeg desveerre ikke mulighed for at

observere elevens tilegnelse af.

I dette undervisningsforlgbet var der planlagt en del gruppearbejde men hvor

der var plads til bade devoultionsfaser og institutionsfaser.

Da jeg skal analysere dele af undervisningsforlgbet er det vigtigt, at jeg kan ud-

vealge og gengive centrale episoder.

6.3 Indsamling af data

For at kunne gendanne dele af begge forlgb har jeg lydoptaget hvert modulet
bade nar leereren indleder og afslutter timen og nar eleven seattes i grupper for
at lgse opgaver. Lydoptagelserne ggr det muligt at gendanne og fremhave episo-
der, hvor et objektivt miljg med adidaktiske potentiale bliver handteret i et sub-
jektivt miljg (af en gruppe). Desuden kan man bruge episoder til at hgre de for-
skellige diskussioner omkring det faglige, som kan tydeligggre nogle spilleregler

fra den didaktiske kontrakt.

Begge leerere har vaeret hjeelpsomme og sende mig alle de noter de har faet skre-
vet eller vist i hvert modul. Dette inkluderer ogsa alle opgaver der blev stillet og
den del af matematikbogen?’, som eleven skulle beskeaeftige sig med i forlgbet.
Grunden til indsamling af elevnoter er muligheden for at understrege epistomo-

logiske og didaktiske forhindringer eller lgsningsmetoder ved opgavelgsning.

Jeg har samtidigt noteret mig i store treek forlgbet af et modul. Det inkluderer
tidsdeling af de forskellige handelser i klasserummet, hvad laereren skriver pa
tavlen, specielle elevkommentarer osv. Noterne har veret relevante, da de giver
en tidsfornemmelse af modul forlgbet og dermed antyder det, hvor lang tid der

bliver brugt pa enkelte didaktisk/adidaktisk situation.

6.4 Analyse metoden

Standard forlgbet: Mit hovedfokus er at se pa den grafiske rammes samspil med
den algebraiske ramme. Herunder kan jeg ved hjeelp af min dataindsamling ud-

pege nogle problematikker ved de to rammers samspil, som kan ggre eleven

17 Geelder kun for standardforlgbet.
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usikker pa elementaere logiske slutningsmetoder. Herudover vil jeg grave efter
nogle episoder, som tydeligggr nogle spilleregler fra den didaktiske kontrakt,
som ogsd kan pavirke elevenes usikkerhed omkring elementzere logiske slut-

ningsmetoder.

Jeg vil efterfglgende udplukke nogle objektive didaktiske miljger, som indehol-
der hgj adidaktisk potentiale og transskriberer tilhgrende episoder, hvor elever-
ne handterer opgaven i det subjektive miljg. Herefter vil jeg undersgge, hvorvidt

valideringsfaserne er didaktisk eller adidaktisk.

Disse fokuspunkter vil hjeelpe mig med at besvare en del af problemstillingen og
desuden til at kunne designe et forlgb med geometrisk ramme, som indeholder

en hgj adidaktisk potentiale.

Det designet forlgb: Her vil mit hovedfokus veere en tydeligggrelse af "tricket”
fuldsteendigggrelsen af kvadratet i udledningen af lgsningsformlen for anden-
gradsligningen. Derfor vil designet blive baseret pa sammenspillet mellem den
algebraiske ramme og geometrisk ramme. Desuden vil konstruktionen af desig-
net indeholde et stort adidaktisk potentiale da den geometriske ramme vil give
beviset mening. Det vil blive understgt ved udvaelgelse af relevante episoder som

transskriberes.

Nar det er gjort er det muligt at sammenligne den grafiske og den geometriske
rammes sammenspil med den algebraiske ramme og dermed fuldstendigggre

besvarelsen af min problemformulering.
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7. Analyse af standard forlgb

[ dette afsnit vil jeg bearbejde dataindsamlingen fra standard forlgbet. Lydopta-
gelserne er blevet transskriberet for alle 8 moduler a4 90 minutter. Dette er ble-
vet benyttet til at udvalge de vigtigste episoder, som har til formal at kunne be-

lyse en del af min problemstilling.

Jeg har udvalgt en episode, som har til formal at belyse den del af problemstillin-
gen som omhandler hypotesen om elevens besvarlighed ved bevisgennemgan-
gen af den generelle Igsningsformel for andengradsligningen i et standard forlgb.
Med andre ord er hypotesen, at fuldsteendigggrelsen af kvadratet i den algebrai-

ske ramme optraeder som et mystisk trick.

Jeg vil starte med en fremstilling af forlgbet i grove treek (Originale laerer noter
og arbejdsark ses i bilag). Derefter vil jeg udvalge relevante episoder fra stan-
dard forlgbet. Jeg vil sd fremhaeve det objektive miljg og derefter ga i dybden

med den a priori analyse efterfulgt af en a posteriori analyse af episoden.

En anden del af min problemstillig er at designe et undervisningsforlgb baseret
pa en geometrisk ramme med et hgjt adidaktisk potentiale. Jeg udvalger derfor

to relevante og inspirerende slides fra standardforlgbet, som indeholder et hgijt

adidaktiske potentiale, og analyserer dem.
7.1 Fremstillingen af standard forlgbet

Modul 1

Laererrolle

Elevaktivitet

Lzereren starter med gammelt viden om eksponentiel funktionen,
potensfunktionen og linezer funktionen (som enten kan vare vok-
sende eller aftagende funktioner)

Definere andengradspolynomium som f(x)=ax?+bx+c hvor a0

Elevkommentar: andengradspolynomiet
er bade voksende og aftagende.

Leereren udlevere et ark til eleverne. Arket indeholder opgaver om
koefficienterne a,b, og c’s grafiske betydning.
(se bilag)

Eleverne er i gang med opgave lgsning.
Har lidt sveert ved at lave nogle skydere
for koefficienterne i andengradspolyno-
miet i Ti-Nspire. Selvom laereren har
lavet en manuel.

Opsamling af opgave 1 (udpegning af a,b og c i konkrette anden-
gradspolynomier)

Eleverne er aktive og mange deltager ved
at svare pa leererens spgrgsmal.

Resten af modulet bruges pa at Igser arket. Laereren hjeelper

En hgj elevaktivitet
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Modul 2

Laererrolle Elevaktivitet

Starter med en opsamling af opgave 2 i arbejdsarket | Elevkommentar: Hvis a er positiv sa har vi en glad parabel
og toppunktet er minimum. a bestemmer hvor bred an-
dengradspolynimiet er.

Hgj elev aktivitet ved besvarelsen af opgaverne.

Leereren giver eleven nogle opgaver de skal arbejde | Eleverne bruger toppunktsformlen og bruger Ti-Nspire.
med.

Opg. 1 finde toppunkter pa konkrette andengrads-
polynomier

Opg. 2 Angive en reekkefglge pa 2.gradspoly. hvor

polynomiet der er stejlest og vender opad skal sta

fgrst (se bilag)

Arbejder med diskriminanten for andengradslig- En elev laver en besvarelse i Excel hvor han skriver angi-

ningen. Antal lgsning athaengig af d>0, d<0 og d=0. ver koefficienterne a,b og c fra 2.gradspoly. skriver form-
len for d sa det selv bliver regnet ud (mekanisk). Ellers
bruger klassen formlen for udregning

Modul 3
Larerrolle Elevaktivitet

Starter med en opsamling pa opgaverne. Elevdeltagelse ved at bidrage til svar pa de for-

Opg. 1. Bestemmelsen af toppunktet. skellige opgaver.

Opg. 2 bestemmelsen af diskriminanten.

En opsamling af hvad a, og ¢’s grafiske betydning De fleste elever har veeret igennem det fgrste ark

og har dannet sig et billede af sammenhangen
mellem koefficienterne i et 2.gradspoly. og grafen.

Eleven far til opgave at lgser En del elever har besvarlighed med opgave 5,6 og
andengradsligninger algebra- 7 hvor man skal reducere en andengradsligning
isk. Starter med simple anden- | vha. kvadratsaetningerne.

gradsligninger og ender med
andengradsligninger som re-
duceres vha. kvadratsaetnin-
gerne.

(en af de inspirerende opga-
ver)
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Modul 4

Laererrolle

Elevaktivitet

En opsamling fra modulet fgr. Starter med at se pa
sammenhangen mellem diskriminanten og antal
lgsninger

Eleverne har tilegnet sig viden om sammenhaengen mel-
lem diskriminantens og antallet af Igsninger i en anden-
gradsligning og dermed har let ved at svare.

— Giver eleverne nogle opgaver. Hvor
ES TR

VI de skal bruge den grafiske lgsning
§ w0 oo kontrollere med CAS.

3. X =0

oLtonl=0

Konfreller wd CAS

Eleverne lgser opgaverne gruppevis og bruger CAS.

Bevise den generelle lgsningsformel for anden-
gradsligning. Leereren beder eleverne om at bruge
mixedink.com (denne episode uddybes senere og
ville blive kaldt for episode 15)

Eleverne arbejder gruppevis omkring opgaven. En negativ
stemning spreder sig omkring det mystiske trick ved at
gange med 4a i starten af beviset.

Modul 5

Laererrolle

Elevaktivitet

Opsamling af beviset. Viser den bedste udgave af trin beskrivel-
sen (Laereren har set pa de bedte elevformuleringer til hver trin
og har dannet den bedste trinvise forklaring pa beviset)

(se bilag)

Usikkerhed omkring kvadratsaetningerne

Gennemgang af fgrste kvadratsetning da der var usikkerhed

omkring det i beviset.

Sverkging o bt d oppe For at leereren skulle tydeligggre
. . tricket i beviset af lgsningsformlen
('t acbibd gl s& gennemgas folgende slide
(Jaxth) "= d (1’“:) g "Sammenligning af bevis med op-
" 3=t »
llﬂkr[gb“lia\[;{ s gaver”
S T (en af de inspirerede opgaver)
maj 9-10:35
Modul 6
Laererrolle Elevaktivitet

Starter med en gennemgang af beviset for den generelle

lgsningsformel for andengradsligninger.

Elevgennemgang af beviset (brugte sine noter)
ellers en fin gennemgang.

Arbejder med parmeter opgaver. Opgavetyper hvor d=0,
d>0 eller d<0 og sa skal man finde frem til den manglede

koefficient i andengradspolynomiet.

Elevgennemgang af en parmeteropgave (dygtig
elev brugte ingen noter og svarede pa spontane
spgrgsmal)
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Modul 7

Laererrolle

Elevaktivitet

Dagens tema er faktoroplgsning af polynomier. Laereren har pa for-
héand opdelt klassen i grupper. Han har lavet et arbejdsark som er
delt op i to spgrgsmal. Halvdelen af klassen bedes arbejde med
spgrgsmal 1 og den anden halvdel af klassen bedes arbejde med
spgrgsmal 2 (se bilag).

Hgj elev aktivitet

Efter et halvt modul skal halvdelen af hver gruppe som arbejdede
med spgrgsmal 1 danne par med halvdelen af en anden gruppe som
arbejdede med spgrgsmal 2.

Her er malet at eleverne leerer at videreformidlere de resultater de
er naet frem til.

Eleverne er meget aktive.

Modul 8

Laererrolle

Elevaktivitet

Leereren giver eleverne et arbejdsark hvor de skal arbejde med po-
lynomier af hgjere grad i forleengelsen af forlgbet med andengrads-
polynomier.

(Leereren skal tale individuelt med eleverne omkring karakter)

Eleverne er pa egen hand. Lidt uro. Men
nar de har brug for hjaelp spgrger de lee-
reren fgr en ny elevsamtale starter.

7.1.1 Fremstillingen af episode 1S i kontekst

Episode 1S optraeder i modul 4 som set i afsnit 7.1 (skrevet med pink). Eleven

har pa det tidspunkt faet arbejdet med emnet andengradsligning en del. Jeg vil

derfor skitsere relevante viden eleven har med fgr dette modul. Eleverne har

arbejdet med:

* Den grafiske betydning af koefficienterne a,b og c i den generelle anden-

gradsligning ax” +bx+c=0.

* Den grafiske betydning af koefficienterne h og k i andengradsligningen
a(x-h)’ +k=0.Bestemmelsen og betydningen af diskriminanten

d = b* —4ac bade algebraisk og grafisk.
* Bestemmelsen af toppunktet.

* Anvendelsen af den generelle lgsningsformel for andengradsligningen til

lgsningen af en vilkarlig andengradsligning.

* (Grafisk ligningslgsning.

* Brug af CAS solve-funktion til Igsningen af andengradsligninger.
* Lgsning af konkrette andengradsligninger der ser ud pa fglgende form:

x2=d’ (xra)2=d’ xX*+a*+2ax=d

hvor man kan benytte sig af kvadratsaetningerne i de to sidste tilfeelde.

Det sidste punkt er relevant for beviset, da eleven far arbejdet med kvadratsaet-

ningerne, som muligggr tilegnelsen af viden om den algebraiske fuldsteendiggga-
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relse af kvadratet. Det er meget centralt, da essensen i beviset bygger pa fuld-

steendigggrelsen af kvadrattet.

Jeg vil nu ga mere i dybden med episode 1S’ kontekst. Det ggres ved en udfoldel-

se af modul 4.

Tid Overordnet aktivitet Aktivitet
(min)

5 Diskussion omkring afle-
veringen

8 Laereren beder eleverne | Da ikke alle elever har faet Igst opgaverne fra sidste modul
lgse de opgaver, som de | satter leereren 10 min af til det. Han starter med at skrive den
ikke ndede fra modulet generelle andengradsligning og dens lgsning . Derefter skriver
far. han 5 opgaver eleverne skal arbejde med.

24 | Gruppe arbejde Klassen har delt sig op i grupper og sidder og lgser de opgaver
de ikke ndede i modulet fgr. De far tid til at lgse de 5 opgaver
og kontrollere med CAS.

Laereren runder op. Han valger ikke at gennemga opgaverne,
men siger at man kan kontrollere efter med bade CAS eller
ved at indseette den fundne lgsning ind pa x’s plads i ligningen.

17 | Intro til at bevise lgs- Her introducerer leereren til hjemmesiden Mixedink.com, som

ningsformel for anden- giver eleverne mulighed for at kunne skrive samtidigt, men
gradsligningen vha. hver for sig, og "1ane” (bruge) og vurdere formuleringer andre
Mixedink.com elever har indsat. Det skal bruges til, at eleverne forklarer,
hvad der sker i beviset for andengradsligningens lgsningsfor-
mel.
Eleverne registrerer sig pa hjemsiden
7 Pause
30 | Arbejde med at bevise Leereren introducerer opgaven om at man skal formulere sig

lgsningsformel for an-
dengradsligningen

skriftligt i hvert skridt i beviset

Gruppearbejde: Bevise lgsningsformlen for andengradsligningen

Leereren runder af: vil vide om programmet var brugbart og
om de skal fortszette med det de slap til naeste gang.

Tabel 7.1 Oversigt over modul 4

Episode 1S ligger i det markerede felt (skrevet med pink) hvor eleven arbejder

for fgrste gang med beviset for den generelle Igsningsformel af andengradslig-

ningen. I denne sektion bliver eleven bedt om at forklare skriftligt, hvad der sker

trinvist i beviset. Den praecise opgaveformulering kommer til syne i afsnittet det

objektive miljg (afsnit 7.1.2). 1 episode 1S vil jeg fremhaeve elevens besvaerlighed

ved tilegnelsen af "tricket” for fuldstaendigggrelse af kvadratet.
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7.1.2 Det objektive miljg i episode 1S

Matematikleereren giver klassen beviset for Igsningsformlen til andengradslig-
ningen. Elevens opgave er at forklare gruppevis (formulere skriftligt), hvad der
trinvis sker i beviset. Han bruger et program ved navn Mixedink, som ggr det
muligt for klassen at skrive samtidigt. Desuden kan eleverne vurdere og bruge
hinandens input. Laererens idé er, at eleverne bruger og vurderer de forskellige
input til beviset. Det kan netop bruges til at forme den bedste udgave af formule-
ringer til bevistrinene. Mere konkret kan eleverne give 1-5 stjerner for hver for-
mulering og de formuleringer med flest stjerner bliver vurderet, som den bedste

udgave. Her er laererens opgaveformulering:

| skal forklare beviset for Igsninger til andengradsligninger ax? + bx + ¢ = 0, hvora # 0:

—bt
For d>0 er der to Igsninger x :b’;ﬂ hvor d = b? — 4ac
Za

For d=0 er der én Igsning x = —Z%

For d<0 er der ingen Igsninger

A. d>0
Forklar nedenstaende omskrivninger:

Lax*+bx+c=0
4a-(ax>+bx+c)=0
4a’x? + 4abx + 4ac = 0
4a’x? + 4abx = —4ac
(2ax)? +2-2ax-b = —4ac
(2ax)?+2-2ax b+ b?> =b? — 4ac
(2ax + b)? = b? — 4ac
. (2ax +b)?> =d
9. 2ax+b=4+Vd
10. 2ax = —b +Vd

-biVd
11.x= 2

PN VA WNE

B. d=0
Hvad skal justeres i de 11 punkter?

C. d<0
Hvorfor er der ingen Igsninger her?
(Hvor i de 11 punkter kan man se, at der ingen Igsninger er?)

Billede 7.1 Opgaven i episode 1S

Her er der en tilsigtet viden eleven skal opna ved lgsning af opgaven. Desuden
kan det adidaktiske potentiale i opgaven spille en stor rolle i lgsning af opgaven.

Sa disse to elementer vil jeg kigge naermere pa i fglgende afsnit.

7.1.3 Den tilsigtet viden og det adidaktiske potentiale i det objektive miljg
Der kan undersgges hvor stort et adididaktisk potentiale det objektive miljg in-

deholder. Starter man med at kigge pa begyndelsen af opgaveformuleringen som

ser ud pa fglgende:
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| skal forklare beviset for Igsninger til andengradsligninger ax? + bx + ¢ =0, hvora # 0:
-b+d
9]

Za

For d>0 er der to lgsninger x= hvor d = b? — 4ac

. . b
For d=0 er der én lgsningx = ——

2a
For d<0 er der ingen Igsninger

billede 7.1.1 (udsnit af billede 7.1)

Sa kan vi se, at der star ordet forklare som henviser til, at eleverne skal kunne
argumentere og dermed har leereren et gnske om, at eleven validere sine egne
resultater. Det sker ved, at eleven viser gyldigheden i biimplikationstegnet. Sa
primeert er den tilsigtet viden at validere trinene i beviset. Det vil sige der er en
form for adidaktisk potentiale i opgaven. Fgrste omskrivning i beviset ser sale-

des ud:

ax’ +bx+c=0

4a-(ax* +bx+¢)=0

Der ganges med 4a, som ikke oprindelig star nogen steder i den generelle anden-
gradsligning. Den tilsigtet viden her er, at eleven far overbygget sin viden om
ligningsoperationer. Eleven har fgr arbejdet med forskellige typer ligninger, hvor
de har faet at vide, at i ligninger skal man isolere den ubekendte ved at "flytte”
alle tal i ligningen pa den anden side af lighedstegnet. Det eleven har arbejdet
med er eksistere tal i den oprindelige ligning som flyttes for at isolere den ube-
kendte. Denne opgave giver eleverne en ny forstaelse af ligningsoperationer. Det
ses nar man ganger med 4a som ikke er et eksisterende tal i den oprindelige lig-
ning. Den tilsigtet viden i denne opgave overbygger elevens vaerende viden om
ligninger. Det ses tydeligt, at beviset forgdr i den rene algebraiske ramme, som er
meget sveer for eleven at handtere. Denne ramme kraver, at eleven kender til
logiske slutningsregler, hvor man som elev skal vaere bevidst om hvilken anta-
gelser der er og hvad der skal bevises. Elevens forstaelse af bevisteknik er ikke
fuldsteendigi 1g. Det fgrer til en mindre adidaktisk potentiale i opgaven, fordi

eleven ikke ved hvordan man validere beviser.

Den valgte ramme i beviset spiller en stor rolle i stgrrelsen af det adidaktiske

potentiale. Det er relevant at kigge naermere pa rammen i beviset.
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7.1.4 Den formelle og algebraiske ramme optrader i det objektive miljg

[ det objektive miljg ses det, at bade den algebraiske og formelle ramme er pa
spil. Klassen har i forbindelse med emnet andengradsligningen arbejdet med den
grafiske ramme som stgtte til den algebraiske ramme. Det er en almindelig kom-
bination i emnet, da den grafiske ramme giver eleverne et ekstra veerktgj at ar-
bejde med. Eleven har fgr episode 1S brugt den grafiske ramme til at kontrollere
og validere lgsninger. Men i episoden 1S bedes eleven om at arbejde i den rene
algebraiske ramme. Dette ggr opgaven sveer for eleven. Den formelle ramme ggr
det ikke lettere, da eleven skal seette sig ind i definitioner, antagelser og saetnin-
ger. At eleven ikke kan benytte sig af den grafiske ramme ggr det besveerligt. Det
er som at give eleverne et redskab til et emne og sa tage redskabet fra dem i mid-

ten af emnet.

Opgaven skal lgses pa en bestemt made og dette vil blive skitseret i fglgende af-

snit.

7.2 A priori analyse af opgaverne i episode 1S

Laereren har stillet en opgave, som kan lgses ved kendskab til ligningsoperatio-

ner. Sa her er et udkast til en fuldstaendig besvarelse af opgaven.

Besvarelse af opgave A.

Trin | Beviset for losningsformlen pad Forklaring pa hvert trin
2.gradsligningen i trin og validering
1. ax’ +bx+c=0hvora=0
2. da-(ax* +bx+¢)=0 1-2. Man ganger med 4a pa begge si-
der af lighedstegnet.

2-1. Man dividerer med 4a pa begge
sider af lighedstegnet (@ #0)

3. 4a’x* +4abx +4ac =0 2-3. Man ganger 4a ind i parentesen

3-2. Feelles faktoren i alle led er 4a.
Derfor sattes den ude foran en paren-
tes.

4, 4a’x* + 4abx = -4ac 3-4. Man traekker 4ac fra pa begge
sider af lighedstegnet.

4-3. Man adderer 4ac til pa begge si-
der af lighedstegnet
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(2ax)* +2-2ax-b=-4ac

4-5. Man reducerer udtrykket 4a?x?
og ved at faktorisere 4abx, sa det ty-
deligt kan ses, at der er "dobbelt pro-
dukt” (jf. Kvadratseetning)

5-4. Ophaever parentesen og reduce-
rer "dobbelt produktet”

(2ax)* +2-2ax-b+b* =b* —4ac

5-6. Man adderer b2 til pa begge sider
af lighedstegnet

6-5. Man traekker b? fra pa begge sider
af lighedstegnet

(2ax+b)* =b* —4ac

6-7. Man bruger fgrste kvadratseet-
ning til at reducere venstre side.

7-6. Man ophaever parentesen.

Qax+b)* =d

7-8. b2-4ac defineres til at vaere d
8-7.d er defineret som b2-4ac

2ax+b=i\/z

8-9. Man tager +V pa begge sider af
lighedstegnet og det kan man netop,
fordi vi har antaget, at d>0 (og det er
underforstiet, at bade konstanterne
og den ubekendte er reelle tal)

9-8. d isoleres og derfor kvadreres
venstre siden.

10.

9-10. Man traekker b fra pa begge si-
der af lighedstegnet

10-9. Man adderer b til pa begge sider
af lighedstegnet

11.

10-11. Man dividerer med 2a pa beg-
ge sider af lighedstegnet. Sa er x ble-
vet isoleret som gnsket.

11-10. Man ganger med 2a pa begge
sider af lighedstegnet

Tabel 7.2 lgsning til opgave A (fra episode 1)

Besvarelse af opgave B.

Nu antages det, at d=0, sa skal man justere fra punkt 8-11, da d kan erstattes med

nul. Dermed vil trinene se ud pa felgende made:

Sa man kan konkludere, at nar d=0, sa er der én lgsning netop x = ;—b )

(Qax+b)* =0

2ax+b = iJG
2ax =-b

-b

X=—

2a

a
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Besvarelse af opgave C.

Nu skal man antage d<0, sa der skal man kigge pa trin 8.
Qax+b)’ =d

For at kunne isolere x dvs. den nzeste operation der skal ske er at tage kvadrat-
roden pa begge sider af lighedstegnet og det kan vi ikke, da d er negativ. Man kan
ikke tage kvadratroden af et negativt tal. Derfor har ligningen ingen Igsninger i

dette tilfeelde.

Et andet argument er, at venstre side af ligningen (i trin 8) vil altid veere positiv,
da udtrykket er et kvadrat, og d har vi antaget at vaere negativ, sa dette giver en

modstrid og dermed er der ingen lgsninger pa ligningen.

Det er nu interessent, at se hvordan klassen har forsggt at lgse opgaven.

7.3 A posteriori analyse af episode 1S

Jeg har fulgt en gruppe, (GS:gruppen i standard forlgbet) vha. lydoptagelse i epi-
sode 1S, som viser, hvordan eleverne tacklede opgaven. I denne episode har jeg
udvalgt den relevante del af transskriptionen, som kan ggre det muligt for mig at
belyse en del af min problemstilling. Jeg havde nemlig en hypotese om, at en elev
vil have svert ved beviset af den generelle Igsningsformel i andengradsligningen
i den rene algebraiske ramme. Helt konkret sa vil eleven have sveert ved den al-

gebraiske fuldsteendigggrelse af kvadrattet.

7.3.1 Episode 1S didaktiske/adidaktiske situation og faser i kontekst

Fgr jeg viser, hvordan den fulgte gruppe konkret har handteret og lgst opgaven,
vil jeg starte med at tage udgangspunktet i episode 1S’s fase og undersgge, hvor-
vidt eleverne har befundet sig i en didaktisk eller adidaktisk situation i kontekst

til den del af modulet episode 1S ligger i.
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Tid Overordnet aktivitet Aktivitet Fase Didaktisk/
(min) Adidaktisk
situation
30 | Arbejde med at bevise | Laereren introducerer opgaven Devolution
lgsningsformel for om at man skal formulere skrift- Didaktisk
andengradsligningen | ligt hvert skridt i beviset
Gruppearbejde: Bevise lgsnings- | Handling Didaktisk og
formlen for andengradsligningen | formulering adidaktisk

og validering

Leeren runder af: vil vide om

de skal fortseette med det de sering
slap til nzeste gang.

Tabel 7.3 Episode 1’s faser og didaktiske/adidaktiske situation

Hvis vi ser pa hvilke faser eleven befinder sig i nar de er i episode 1S, sa er det en
veksling mellem handling-, formulering- og valideringsfasen, samt skiftevis mel-
lem at veere i en didaktisk og adidaktisk situation. I disse faser arbejder eleven
selv med opgaven (adidaktisk situation) i perioder og andre gange beder de lee-

reren om hjeelp (didaktisk situation).

Kigge man pa opgaveformuleringen i episode 1S kraeves det, at eleven overbevi-

ser sig selv ved at argumentere for de formuleringer, der nas frem til.

Der eksisterer noget adidaktisk potentiale i det objektive miljg, men hvordan

mon dette potentiale bliver handteret i det subjektive miljg?

7.3.2 A posteriori analyse af episode 1S og det adidaktiske potentiale i det

subjektive miljg

Jeg har udvalgt dialoger mellem laereren og gruppen, gruppen imellem, og grup-
pen med andre grupper, der viser hvordan eleverne i den fulgte gruppe har tack-

let opgaven.

Laereren introducerer opgaven og beder grupperne om at starte. Den udvalgte
gruppe GS, som er dannet af to elever E1 og E2, beder leereren L om hjelp. De

skal til at forklare omskrivningen af ligningerne fra trin 1 til 2.
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1. E1:”]eg forstdr ikke hvor du tager de 4a fra? det er noget du har fdet et an-
det sted fra?”

2. L:”Neea det er ikke ngdvendigvis! .... Du skal sddan set bare forklare, hvad
sker der for at kommer fra forste ligning til anden ligning. Hvad har man
gjort for at komme fra forste ligning til anden ligning?”

E1 har noget viden om, hvordan man arbejder med ligninger, men forstar ikke
hvorfor man ganger 4a pa begge sider af lighedstegnet. Det tyder p4, at E1’s vi-
den om ligningsoperationer ikke er pracist. E1 gar nemlig i sta mht. at man gan-
ger 4a pa ligningen, da der ikke eksisterer sadant et tal i den oprindelige ligning.
E1’s gamle ufuldstendige viden om ligningsoperationer, dvs. personlige viden,
skal nu overbygges med den officielle viden. Her er den officielle viden, at man
kan fortage sig hvilken som helst operation (ikke dividere med nul) med hvilket
som helst tal (ogsa ikke eksisterende tal i den oprindelige ligning), sa leenge det

hjeelper pa at lgse ligningen.

Leereren understeger, at eleven skal bare forklare hvad der sker fra forste ligning
til anden ligning (tur 2). Her er der tale om en mikro-didaktisk kontrakt. Desuden
er det ikke rigtig bare det der skal forklares. Sandheden i trin 1 til 2 skal medfgre
sandheden fra trin 2 til 1 (biimplikationstegnet). I det lzereren prgver at simplifi-
cere opgaven, sa nedsattes det adidaktiske potentiale i opgaven. Diskussion
fortseetter:
3. E1:”]eg ved ikke helt... Jeg kan sige, at du har sat det der i parentes og ind-
sat 4a, eller hvad?”
4. L:’Lyder det som de der regler for ligninger man ma ggre. At indseette pa-
renteser og sd indsatte 4a?”
5. E1:"Nej”.

6. L:”Sd md du huske, hvordan man gogr med ligninger for at omforme”.
7. E1:”Gange pad begge sider af lighedstegnet og sddan noget”.

[ tur 3 er eleven stadig usikker over, hvorfor de 4a er der og ikke kan koble det til
nogle regler og operationer for ligninger. Leereren prgver at fgre eleven til at tri-
net bygger pa nogle regneoperationer eleven allerede kender til og det er dem
han skal anvende for at komme frem til forklaringen. Det ses tydeligt i tur 4, at
den mikro-didaktiske kontrakt er i spil, for leereren har nogle forventninger til
eleven om, at han kender til regneoperationer for ligninger. Sa eleven er tvunget
til at praestere det ses i tur 6, hvor leereren siger sd md du huske som indikere en

forventning hos leereren og dermed er mikro kontrakten er i spil. Her kan man
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teenke sig at elevens fokus er splittet mellem to: praestere foran leereren og gen-
nemskue omsKkrivningerne. I tur 7 praesterer eleven ved at siger gange pd begge
sider af lighedstegnet.

8. L:”Hvad er der sket med..? Vi kan sige... Venstre side af gverste ligning for at
komme til venstre side af nederste ligning”.

9. El1:”Der er bare ... Altsd alt det der, er der stadigvaek ax® + bx +c. Det er der
stadigveaek, det stdr bare i parentes i nederste linje og sd er der 4a gange pa-
rentesen”.,

10. L: ”Ja, men du svarer ikke rigtigt pd spgrgsmdlet. Hvad sker der? Hvad har
man gjort? Du forholder dig kun til den anden ligning. Du snakker ikke rig-
tigt om den fgrste, synes jeg. Hvad gor du for at komme fra den farste til
den anden?”

11. E1:” Det ved jeg egentlig ikke. Jeg kan ikke se sammenhangen mellem det

der og det der (peger pa fgrste omskrivning af ligningen). Nu ndr der stdar
4a”.

[ tur 8 forsgger leereren at vende tilbage til den fgrste omskrivning og ville have,
at eleven nu kan sammenkoble regneoperationer og logikken i omskrivningen af
farste ligning til anden ligning. I tur 9 kigger eleven kun pa den omskrevet lig-
ning og siger, hvad der star. Leereren er ikke tilfreds og vil fare eleven til, at en
omskrivning er en sammenhaeng mellem to ligninger se tur 10. Desuden er
mikro kontrakten i kreeft, idet leereren siger Du snakker ikke rigtigt om den farste
ligning som indikerer en implicit regel eller forventning. Eleven bliver usikker
igenitur 11 og starter med at sige det ved jeg egentlig ikke, men bliver bange for
at skuffe leereren, sa han retter det til jeg kan ikke se sammenhangen... for at vise
leereren, at han ikke har givet op. Det ses, at den mikro didaktiske kontrakt er pa
spil igen for eleven er splittet mellem preestation (tilfredsstillelse af leererens
behov) og at gennemskue omskrivningen af ligningerne. Her ses det tydeligt, at
den didaktiske kontrakt kan vaere med til at gdelaegge bade elevens fokus pa at
tilegne sig ny viden og det adidaktiske potentiale, som ligger i opgaven. Lareren
prgver igen.

12. L: "Du sagde ellers selv lige for, at der stod stadig ax® +bx+c”.

13. E1:7]a ja”

14. L:” Hvad gor vi sd med ax’ + bx + ¢ for at komme til den anden”,

15. E2:"Du ganger det med 4a”.
16. L: ”]a, andet er der ikke ved det.. man ganger det med 4a”.
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Den mikro didaktiske kontrakt er synlig her, da leereren i tur 12 siger Du sagde
ellers selv lige for.. der er en implicit forventning. Den didaktiske kontrakt efter-
folges med en effekt, nemlig Jourdain-effekten. I det laereren naesten fgrer ordene
i munden pa eleven. Da eleven sa siger det leereren vil hgre siger laereren i tur 16
ja, andet er der ikke ved det. Det er som fgr ikke korrekt, da alle trin i et bevis er
dannet af biimplikationstegn, derfor skal en ligningomskrivning kunne valideres
ved gyldigheden af den omvendte implikation (derfor ma a=0). Jourdain-
effekten og den ukorrekte simplificering af opgaven har nu fgrt til at der intet
adidaktisk potentiale findes i opgaven. Eleven er utilfreds med leererens kom-
mentarer og siger:

17. E1:”"Men hvorfor? Det skal man ogsad kunne forklare”.

18. L: "Ja, men det kan du ikke, for du er feerdig med beviset. Forklaringen er nu,
at sd far du bevist det. Det viser sig at man skal have nogle ideer for at
komme til vejs ende”.

19. E1:”"Men hvorfor ville jeg nogensinde kunne bevise noget, selv hvis ikke jeg
vidste, at man lige pludselig uden at vide hvorfor, skulle indsatte 4a. Altsd,
det er der jo ikke nogen, der vil ggre, hvis ikke jeg ved hvorfor. Man kan ikke
sddan bare satte 4a.”.

20. E2:"bare indsat 4a sa er det fint nok.. haha!
21. E1: "sd kommer den!”

[ tur 17 ses utilfredsheden hos E1. Han kan ikke acceptere tricket og mener, at
det ikke kan vaere nok at redggre for det der star, men vil have en forklaring pa,
hvorfor der ganges med 4a. Laereren siger men det kan du ikke, for du er ferdig
med beviset i tur 18, men det er da ikke helt sandt for grunden til, at der fgrst
ganges med 4a er, fordi vi algebraisk skal fuldsteendigggre kvadartet. Desuden
bruges tricket fgr slutningen nemlig der, hvor man reducere et udtryk vha. kva-
dratseetningen. I tur 19, 20 og 21 viser E1 og E2 utilfredshed med laererens ar-
gument. Her er den mikro didaktiske kontrakt i forhandling. E1 og E2 viser, at de

faler, at tricket med at gange 4a pa ligningen er mystisk.

[ min problemformulering havde jeg en hypotese om, at fuldsteendigggrelsen af
kvadratet vil virke som et mystisk trick i beviset. Tur 17,19,20 og 21 bekreaefter
min hypotese. Lereren og E1 og E2 fortsetter med forhandling af mikro kon-

trakten:
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22. L: "Det er noget, der kraever erfaringer med 2. gradsligninger. Og hvis vi
havde brugt et par moduler mere ved at lgse opgaver, som vi lgste sidst, sd
kunne du mdske selv have fdet den ide. Men jeg synes, at det er ikke ngdven-
digvis er sd godt givet lige nu at bruge sd mange moduler pad det. Altsd, det
kan godt lade sig gore, men det kraever bare at man bruger rigtig meget tid
pd det. Men ok. Det var venstre side. Men der er ikke nogen regel, der hed-
der at man md gange venstre side med et tal”.

23. E1:"man skal ogsd gange...”

24. L: "sd skal man ogsd??

25. E1:"gange det pd hgjre side!”

26. E2:”Sd skal man ogsad gore det pa hgjre side, men det har du da ikke gjort
her... har du? Eller er det bare mig?...

27. E1:"men 4a gange 0 er det ikke bare 07”.

28. L: "Jo! Det vil sige jeg har gjort det, men jeg har bare ikke skrevet det.

29. E2:"Det er vel bare irrelevant. Det er underforstdet”

30. L: "Det er det, der er ideen og sd kan det vaere, at nogen af omformninger er
lidt anderledes. ”

[ tur 22 giver leereren ikke en forklaring pa, hvorfor man skal gange med 4a, men
giver en forklaring pa, hvorfor de ikke pa nuvaerende tidpunkt ville kunne kom-
me med ideen selv. Han fortsaetter med at pasta at for at finde frem til tricket
kraeves der mere erfaring med andengradsligningen. I slutningen af tur 22 lukker
lereren diskussionen og vender tilbage til omskrivningen af ligning 1 til 2. I tur
23 svarer E1 p3, hvordan man omskriver fgrste ligning. Dvs. er der ingen videre
diskussion omkring det mystiske trick. Med det har laereren vundet ved forhand-
lingen af mikro kontrakten. Den nysgerrighed E1 og E2 har omkring tricket
(fuldsteendigggrelse af kvadrattet) bliver ignoreret og undertrykt af mikro kon-
trakten. Det er ikke, fordi leereren ggr det med darlig hensigt, men sandsynligvis
for at holde sig til opgaven og tidsrammen, der er lagt af til opgaven.

31. E2: "Det er et bevis ikke?”
32. E1:"Jo”".

(Der gar en lang pause, hvor hver elev arbejder selv)

33. E2: "sd gadr det galt efter det”.

34. E1:” 4a gange a, det er 4a2... 4a2. Og sa er det bare x? som fgr 0gsd, plus 4a
gange bx, det er jo 4abx”.

35. E2:”]eg forstdr ikke, hvordan du fdr 4a?, der er jo kun en gange 4a?”,

36. E1:"det er fordi man siger.. jaja.. men det er fordi, det er bare a det er bare
4 gange a...”

37. E2: "nddh ja. Det er underforstdet at der er et gangetegn mellem 4 og a”

38. E1:"Det er bare 4 gange a og gange a igen. Det giver 4a°.

39. E2: "4a? og sd gange med x? det har det hele tiden varet....”

40. E1:”0g sa siger du 4a gange bx, det er 4abx, det kan du se ik?”".

41. E2”]o jo.. derefter reduceres... er det ikke reduktion?”
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42. E1:"Det ved jeg ikke om det er det”.
[ tur 34-40 er der en diskussion om, hvad 4a2 egentlig betyder. Det er noget ele-
verne arbejder med fra starten af aret. Eleverne brude vide, at 4a-a = 4aZ. Det er
elementser matematik, som laereren forventer, at eleverne kan. Desuden ved ele-
verne, at de skal kunne det. Det er nemlig en del af mikro kontrakten, da eleverne
forventer, at leereren stiller et matematisk problem som de har redskaber til at
lgse, og leereren forventer, at de kan basale algebraiske reducering som er red-
skabet. I tur 41 spgrger E2 om det ikke er reduktion der er tale om og her henvi-
ses der til var det ikke det lzereren har sagt det kaldes og igen er der fokus pa

praestation og dermed er mikro kontrakten pa spil.

Efterfslgende bliver der ikke diskuteret sa meget i gruppen om trinene, men

midt i gruppens tavshed bliver der sagt fglgende:

43. E1:"Der er bare nogle ting, der ikke giver fucking mening...nddh”
Eleven er blevet sur midt i bevisgennemfgrsel. I tur 43 ses det, at E1 er kontrakt-
bundet. E1 synes beviset ikke giver mening, og det gar det ikke lettere at skrive
hvilken omskrivning der sker i beviset, for E1 sgger en forklaring pa hvorfor om-
skrivningen foregar. Mikro kontrakten ggr, at eleven bliver bundet til kontrakten
og har sveert ved at lgsrive sig.
En elev E3 fra en anden gruppe spgrger gruppen, E1 og E2, om hvorfor man ganger
med de 4a.

44. E3: "ved I hvorfor det er man satter det der 4a ind?”

45. E1: "Vi kan ikke forklare hvorfor?”

46. E2: "Han sagde at det er lige meget for det er noget hgjere matematik sd det
skulle vi bare skrive at man gor!”

Dette viser, at det ikke bare er E1 og E2, der har et problem med beviset, men
andre elever sgger hjelp til at fa en forklaring pa det mystiske trick ved at gange
med 4a. I tur 45 og 46 viser eleverne, at de er bundet til mikro kontrakten. I tur
46 henviser E2 sig til, at leereren ikke kraever en besvarelse for hvorfor fordi der

er for svert at forklare og det skal vi ikke taenke pa (kontraktbundet).
Jeg gar hen til gruppen for at indsamle det de har faet formuleret.
47. Niven: Har I skrevet noget ned?

48. E2:”]a ja det er fint nok! Det fungerer nemt nok. Men det er svart at forklare
det. Men vi kan godt finde ud at bruge det”.
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Det ses tydeligt, at E2 er ivrig efter at vide, hvad forklaringen er bag ved tricket

(fuldsteendigggrelsen af kvadratet) og derfor siger, at det er svart. Det ses tyde-

ligt, at eleven er kontraktbundet . Sa her er den mikro didaktiske kontrakt en

forhindring for, at eleven kan tilegne sig nyt viden, som eleven selv eftersgger.

E4 fra en anden gruppe spgrger

49. E4:"Har I ikke forklaret i den forste?”
50. E1:"]a, det er fordi man ikke skal spgrge hvorfor. Man skal bare spgrge
hvad... Mikkel han siger at der er lige meget med hvorfor”

Som i tur 44, 45 og 46 sa er E1 kontraktbundet og har sveert ved at finde balan-

cen mellem hans behov for at vide hvorfor man fortager sig tricket og mikro kon-

trakten. Men man ser, at E1 er utilfreds med at tabe forhandlingen af mikro kon-

trakten.

Jeg har ved siden af optagelsen taget billeder af, hvad gruppen er kommet frem

til i deres formuleringer.

Gruppens precise skriftlige formuleret besvarelse pa beviset.
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3 Ratings: Rate to help choose the top version

Billede 7.2

Bemeerk at gruppen skriver i fgrste trin (fra 1 til 2) jeg ganger med 4a .. fordi jeg

kan ingen rigtig henvisning til at man bruger ligningsoperationer, som siger, at

man ma gange med hvad som helst, sa laenge det bliver gjort pa begge sider af

lighedstegnet. Desuden er det en skriftlig dokumentation pa, at E1 er bundet til

den mikro didaktiske kontrakt.

63



Loui233k 062

Pk ek,

3 Ratings: Rate to help choose the top version

Enter Search Text Here (“Search } EYshow authors Egeditthis [Jadd to notes [Jcomment [Yreport
reshuffle recent highest rated most rated flagged || 3 il 4: a]
Shiit Just Got Real || -4 ac trekkes fra pa begge sider af lighedstegnet
8 minutes ago 6 %Y
B295 0[] 4til5:
SHIIT JUST GOT REAL || vi omskriver ledene pa venstre side
1 minute ago 2%
-
B295 02| 5 ti 6:
Bevis > " ) . .
11 minutes ago 3y b*2 laegges til pa begge sider af lighedstegnet
Frederikkex2 02 X
61l 7:
Ballo Teli (»d ]
5 minutes ago 3 {7| |- vireducerer til en kvadratesatning nA venctre cide af linhedstennet A

Billede 7.3

Bemaerk her, at gruppen i trin ”5 til 6” skriver b? leegges til pd begge sider af lig-

hedstegnet. Her er b2 ogsa et tal, som ikke star i den oprindelige ligning, men her

kan man se, at gruppen ikke skriver jeg ligger b? til fordi jeg kan. Her kan man se,

at gruppen har tabt forhandlingen af mikro kontrakten til leereren og ngjes med

at opfylde den. Laereren bad dem netop om at skrive hvad der sker i hver trin, sa

det er hvad der forventes af eleverne og derfor prgver gruppen at opfylde det.

Som vi kan se optrader den didaktiske konkrakt som en forhindring for grup-

pens nysgerrighed og laengslen om at vide hvorfor man egentlig tilfgjer b2.
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star at man bruger en af kvadratsaetningerne til at reducere. Matematisk set er

der ikke helt korrekt at sige vi reducerer til en kvadratsaetning.

Kigger vi nu pa trin "7 til 8” ses det, at gruppen har skrevet at hgjre side svarer til

d sd vi skriver d i stedet for. Man Kkan se, at eleverne blander mellem, at de har set
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udtrykket for d fgr og at vi i beviset valger at udtrykke 5° —4ac som d. Denne
type forstdelse kommer fra at klassen har beskeeftiget sig med d og har faet defi-

neret den som d =b° — 4ac men baggrundet for det udtryk kommer til at synes i

beviset og ikke omvendt.
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Billede 7.5

Det ses at gruppen ikke nar at lave opgave B og C.

7.4 Adidaktisk potentiale der i relevante opgaver i standard forlgbet

[ dette afsnit vil jeg fokusere pa det objektive miljg med hgjt adidaktisk potentia-

le og understege formuleringer, der giver opgaven et hgjt adidaktisk potentiale.

Jeg vil udveelge nogle opgaver med hgj adidaktisk potentiale, som inspirerede

mig til mit designet forlgb.

Der er centrale elementer, der kan pavirke indholdet af adidaktisk potentiale i en
opgave. Et af de centrale elementer til at kunne konstatere, hvorvidt opgavens
indeholder adidaktisk potentiale, er elevens redskaber (viden) inden opgaven
bliver stillet. Det begrundes ud fra definitionen pa adidaktisk potentiale, da ker-
nen er, at eleven tilegner sig ny viden pa basis af opgaven med hgj adidaktisk
potentiale. Med andre ord skal eleven blive udfordret i opgaven desuden er det

vaesentligt at opgaven (det objektive miljg) kan give feedback pa elevbesvarelsen.

Jeg har valgt at kigge naermere pa to inspirerende smartboard noter. Den ene er
en opgave, der optraeder i 3. modul (opgave I), og den anden er en parallelisering

mellem beviset og en konkret opgave, der optraeder i 5. modul (opgave II).
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7.4.1.1 Opgave I's kontekst

Opgave I er udvalgt fra modul 3 (se afsnit 7.1 det skrevet med grgnt). Eleverne
har faet arbejdet med emnet inden dette modul, sa jeg vil overordnet skitsere,
hvad de har vaeret igennem. Eleverne har arbejdet med:
* Den grafiske betydning af koefficienterne a,b og c i den generelle anden-
gradsligning ax’ +bx+c=0.

* Den grafiske betydning af koefficienterne h og k i andengradsligningen
a(x-h)* +k =0.Bestemmelsen og betydningen af diskriminanten

d = b* — 4ac bade algebraisk og i forhold til et andengradspolynomium.
* Bestemmelsen af toppunktet.
* Grafisk ligningslgsning.
* Brugen af CAS’ solve-funktion til Igsningen af andengradsligninger.
Men eleverne har endnu ikke gennemfgrt et bevis for den generelle lgsningsfor-

mel for andengradsligningen.

7.4.1.2 Det objektive miljg og det adidaktiske potentiale i opgave I

[ opgave I ses at arbejdet med andengradsligninger gar fra ren grafisklgsning, og

brugen af solve-funktionen i CAS til en algebraisk lgsningsmetode.

Billede 7.6 af opgave |

Jeg har udvalgt denne opgave, fordi den indeholder et hgjt adidaktisk potentiale.
Eleven starter nemlig med lgsning af simple andengradsligninger, som kraever
gammelt viden om ligningslgsning til at arbejde med kvadratsaetningerne, som er
kernen i lgsning af andengradsligninger. Der eksistere en udvikling i opgaverne,

der viser en stigning pa udfordringsniveauet. Det der savnes er en andengrads-
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ligningsopgave, som viser elevens krav pa tricket ved fuldsteendigggrelse af kva-
dratet. Med andre ord skal eleven have mulighed for at arbejde med en anden-
gradsligning, som han ikke kan lgse med gammelt viden. Dette er vigtigt, da ele-
ven selv indser, at der er et behov for en ny metode og dermed sgger efter en

lgsningsmetode (Hersant og Perrin-Glorian 2005).

Leereren har givet eleven nogle tips til 1gsning af ligningen. Desuden har lzereren
givet dem validerings muligheden i brugen af solve-funktionen og den grafisk-

lgsning (det siges mundtligt).

7.4.1.3 Den tilsigtede viden

Den tilsigtet viden i denne opgave er, at eleven far et indsigt i at andengradslig-
ninger kan lgses vha. brugen af kvadratsatningerne. Dette medfgrer, at anden-
gradsligningen kan lgses ved at reducere et kvadreret udtryk vha. kvadratsaet-
ningerne. Men som sagt savnes en opgave der illustrerer, at andengradsligninger

lgses ved tricket fuldsteendigggrelsen af kvadartet.

7.4.2 Inspiration fra standard forlgbet

Under mit observerede forlgb blev jeg inspireret af mange forskellige metoder
som leereren brugte undervejs. Men en af de noter, pa smartboarden, som fange-

de min opmarksomhed allermest, var fglgende:

Sorvalging f bt vd o’
qu)l* 2‘24)(&“]01: d ‘{xlflb(f‘i;’i
@
()" =4 i) 5
lﬂkr’o: f\ﬂ 1“;’{;}%
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" 4

Billede 7.7 leerens noter fra modul 5

Denne slides optraeder efter gennemfgrelsen af beviset for den generelle 1gs-
ningsformel for andengradsligningen (i modul 4). [ starten af modul 5 var der et

bevis gennemgang af lgsningsformlen. Praecis efter gennemgangen skriver laere-

67



ren noterne pa billede 7.7. Det, der er specielt ved billede 7.7, er at lzereren dra-

ger noget parallelitet mellem beviset og et konkret eksempel pa en andengrads-

ligning. Det giver eleven et visuelt billede af sammenhangen mellem teori og

praksis. Leereren veelger at bruge et eksempel som direkte kan reduceres vha.

kvadratsaetningen. Det, der savnes i denne slides, er et mere generelt eksempel

som kan vise fuldstaendigggrelsen af kvadratet. Desuden vil det veere godt, hvis

leereren startede med beviset fra starten, sa eleven havde mulighed for at koble

teorien direkte til lgsningsmetode. Det vil fgre eleven til at taenke pa teorien som

en algoritme til Igsning af konkrette opgaver.

Et forslag kunne veere (bruger samme eksempel som i teori afsnittet)

Trin | Beviset for losningsformlen pad Et konkret eksempel
2.gradsligningen i trin

L | ax®*+bx+c=0 x*=3x-10=0

2. | da-(ax*+bx+c)=0 4-1-(x*=3x-10)=0

3. | 4a’x* +4abx+4ac=0 4x* -12x-40=0

4. 4a*x* +4abx = -4ac 4x* -12x =40

5. (2ax)* +2-2ax-b=-4ac (2x)* =2-2x-3=40

6. (2ax)* +2-2ax-b+b* =b* —4ac (2x)* =2-2x-3+3*=40+3*
7. | Qax+b)’ =b*-4ac (2x-3)>=9+40

8. | Qax+b)y’ =d (2x-3)*=49

% | 2ax+b==Jd 2x-3=+49

10. Dax=-b=d 2x =349

11. x_—bi\/g x_3:\/5

2a 2
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7.5 Opsamling

[ dette afsnit har jeg bearbejdet dataindsamlingen af standard forlgbet. Formalet
med dette var at belyse en del af min problemstilling. Jeg har nemlig en hypotese
om at elever har besvearligheder ved bevisgennemgang af den generelle lgs-
ningsformel for andengradsligningen i standard forlgbet, hvor fuldsteendigggrel-
sen af kvadratet virker som et mystisk trick. I dette afsnit fik jeg bekreeftet min
hypotese. I afsnit 7.3.2 var der en diskussion mellem leereren og GS omkring
hvorfor man skal gange med 4a i beviset. GS’s streebende efter forklaringen blev
forhindret af mikro kontrakterne. GS endte med at tabe forhandlingerne af de
forskellige mikro didaktiske kontrakterne. Det ses tydeligt, at GS har varet kon-

traktbundet af under diskussionen.

Jeg har i afsnittet 7.4 ladet mig inspirerer af to forskellige slides, som leereren i
standard forlgbet delte med klassen. Disse to slides vil jeg benytte som inspirati-
on til opbygning af min designet forlgb. Det designede forlgb skal iflg. min pro-
blemformulering veere baseret pa en geometrisk ramme med et hgjt adidaktisk

potentiale.
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8. Analyse af det designet forlgb

Under observering af et standard forlgb i andengradsligningen oplevede jeg nog-
le hindringer i den tilsigtede viden. Det primart problem omfattede beviset af
den generelle lgsningsformel for andengradsligningen. Det ses i episode 1S at
GS!8 siger til leereren at den fgrste omskrivning i beviset (hvor man ganger 4a pa
den generelle andengradsligning) ikke rigtig giver mening og spurgte indtil for-
klaringen bag ved tricket. Det lykkes ikke gruppen at na frem til forklaringen og
accepterede det fordi leereren papegede at det var et ngdvendig trick for beviset.

Problematikken ligger i at beviset bliver udledt i den ren algebraiske ramme.

Pa dette grundlag har jeg designet et forlgb der har til formal at give eleven en
lettere tilgang til beviset af den generelle lgsningsformel for andengradslignin-
gen. Designet er baseret pa den geometriske ramme som skal vare en stgtte til
den algebraiske ramme. Med disse to rammer pa spil i emnet andengradslignin-

gen bliver det muligt at konstruere opgaver med et hgjt adidaktisk potentiale.

Der er sket en udvikling i mit design som bliver beskrevet i dette afsnit. Jeg har
designet et forlgb (afsnit 8.1), som efterfglgende er blevet justeret af leereren
som udfgrte forlgbet (afsnit 8.4). Efter justeringen og planleegningen af laereren
blev forlgbet i realiteten tilpasset efter elevens interaktion med undervisnings-

planen (afsnit 8.5).

[ Udviklingen af designet udvelges relevante opgaver som skal belyse det adi-
daktiske potentiale i det objektive miljg. Det ggres ved en apriori analyse af op-
gaverne og kendskabet til den tilsigtet viden. Disse elementer ggr det muligt at
belyse den aposteriori analyse af episode 1D (D=design) som indeholder disse
omtalte opgaver. Desuden muligggres analysen af det adidaktiske potentiale i det

subjektive miljg.

Jeg vil starte med at fremstille mit designet forlgb understgttet af begrundelser

for valg af bestemte elementer.

18 Den observerede gruppe i standardforlgbet
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8.1 Det designet forlgb

Designet udggre 3 moduler hvor malet for eleven er at udlede en algoritme til
lgsning af andengradsligningen. Fgrste modul bygger pa at eleven bliver fortrolig
med geometri. Eleven bliver praesenteret for operationer som kan udtrykkes
geometrisk. Summen og differensen pa to tal kan illustreres som linjestykker
derudover multiplikation og division kan illustreres som arealer. Gradvis begyn-
der eleven at arbejde med geometriskopstilling af ligninger der starter med fagr-
stegradsligninger og ender med andengradsligninger. Jeg har faet designet fire
arbejdsark?? (se bilag). Jeg har udvalgt opgaver fra ark 4 som illustrere brugen af
den geometriske ramme i udledningen af Igsningsformlen for andengradslignin-

gen. Se fglgende detaljerede modulplan over de tre moduler.

19 Arkene er placere som bilag
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Modul 1

Tid Laererens rolle Elev aktivitet Seerlig opmaerksom
8 Praesentation af det Kan deltage ved at give Nogen elever vil undre sig over meningen med at opfatte
min | geometriske veerktgj i forslag pa hvordan sum- | tal som geometriske stgrrelser.
forhold til repraesenta- men, differensen, multi-
tionen af operationer plikationen og divisionen
som adderes, subtrahe- | afto tal ser ud geome-
res, multipliceret og trisk, nar de ser leereren
divideret illustrerer tal som linje-
stykker.
20 | Seetter demigang med | - Arbejder med ark 1 [ opgaver 5,6,7 kan eleverne have en tendens til at geette
min | atarbejde gruppevis - Lgser opgaverne og svaret. Men I opgave 7 skal eleverne vide at algebraisk er
med ark 1. bruger geometrien der to lgsninger.
Preaesenter fgrstegrads- | Kan deltage ved at prgve | Da eleverne allerede kan lgse 1.gardsligninger er det vig-
ligninger og simple at lgse leererens eksem- tigt at ggr opmaerksom pa at geometrien kan give et bille-
7 andengradsligninger pel de af betydningen af Igsningerne.
min | geometrisk.
(Geometrien begraenser
den negative lgsning)
- Giv to eksempler
5 Pause
min
50 Seetter dem i gang med | - Arbejder med ark 2 Der vil muligvis blive spurgt ind til den geometriske op-
min | atarbejde gruppevis - en geometrisk opstilling | stilling af ligningen isaer i opgave 1.4, fordi man skal ar-

med ark 2.

af fgrstegradsligninger

bejde med negative tal. I opgave 1.5 vil det muligvis ga helt
i std da eleverne vil have sveert ved at illustrere at resulta-
tet skal give 0.

I opgave 2 vil eleverne muligvis have lidt sveert ved at
afkode bade geometrisk og algebraiskes da det er en tekst
opgave.

I opgave 3 vil nogle eleverne delvis ga i sta i 3.3 nar de skal
tegne den geometrisk repraesentant for ligningen. De vil
muligvis illustrere 4x2 =4x-4x.

I opgave 3.4 vil eleverne lige teenke sig en gang far de teg-
ner ligningen geometrisk og nar de lgser den algebraisk vil
nogen muligvis glemme * og dermed kun finde en lgsning
eller finde en og saette et minus pa det tal de har fundet og
sige at det er den anden Igsning.
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Modul 2

Tid Laererens rolle Elev aktivitet Seerlig opmarksom
10 Leereren praesenter 1. kvadrat- Eleverne kan fglge Eleven kan fristes til at sige at (a+b)2=a2+b?
min | setning geometrisk. med ved at muligvis
- Understreger betydningen af fuldende leererens
det dobbelte produkt geome- forklaring pa geome-
trisk trien.
- Inddrager ideer fra elever
20 Giver eleverne opgaven at kon- | Arbejder med opga- Eleverne vil muligvis have svert ved at konstruere den
min | struere en geometrisk forkla- ven om at konstruere | geometriske side a-b. Desuden muligvis have svert ved
ring til 2. kvadratseetning 2.kvadratseetning at udtrykke (a — b)2 algebraisk ud fra geometrien.
geometrisk
5 Udveelger en elev som gennem- | En elev ved tavlen.
min | gar den geometriske konstruk-
tion af 2. kvadratseetning.
10 Udleverer ark 3 Arbejder med opga- Sidste opgave i arket er sveer at lgse ved direkte brug af
min | (hvor der er andengradslignin- | verne fra ark 3 kvadratszaetningerne som eleverne muligvis ikke kan lgse
gen der kan lgses vha. 1.+2. ved de metoder de har fiet indtil nu.
kvadratszetning)
5 Pause
min
50 Lader eleverne fortszette med Arbejder videre med Hvis eleverne spgrg ind til den sidste opgave (3.13) skal
min | ark 3 opgaverne fra ark 3 metoden ikke afslgres men kan give et hint pa at de ma

klippe og klister i de geometriske figur. Og kan muligvis
give et hint om at kigge pa den geometriske opstilling af
kvadratsetningerne. Med hab om at eleven finder en
sammenhang mellem de geometriske opstillinger af
kvadratseetninger og fuldsteendigggrelsen af kvadartet.

[ dette modul skal eleverne arbejde med kvadratsaetningerne og malet er at de

kan se at en hver andengradsligning som er pa formen (x+a)2 kan lgses let

(geometrisk og algebraisk). Derudover er det primaert mal elevens erkendelse af

at enhver andengradsligning kan udtrykket pa denne form ved fuldsteendiggg-

relsen af kvadratet.

Den tilsigtede viden er at enhver andengradsligning pa formen x2+a2+2ax kan

reduceres til (x+a)2. Desuden skal eleven kunne omskrive en andengradsligning

pa formen x2+bx=c til (x+b)2=c+(§)2 ved tilfgjelsen af (2) for at fuld-

steendigggre kvadratet.
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Modul 3

Tid Larerens rolle Elev aktivitet Seerlig opmaerksom
15 Forhabentlig er alle eleverne Eleverne kan fglge Eleverne vil have nemt ved at acceptere at man geo-
min | naesten blevet feerdige med ark 3. | med ved at muligvis | metrisk kan cut-and-past. (de vil muligvis ikke prote-
men har muligvis haft sveert ved fuldende leererens stere).
sidste opgave som ikke direkte forklaring pa geo- Men eleverne kunne muligvis have problemer med
kan lgses vha. kvadratsaetninger- | metrien. brgkregningen (at (¥2)2=%4)
ne
- leereren udlevere Ark 4 til ele-
verne
- Gennemgang af det babyloniske
eksempel x*+]-x= 3
4
30 | Udlevere ark 4 Arbejder med opga- | I 1.3 kan det veere sveert for eleverne at se at man skal
min | (som gradvis bliver sveaerere til verne som skal fgrer 2
eleverne selv skal bevise formlen | dem til en algoritme. | tilfgje (—) fordi man traekker denne veerdi fra to
for andengradsligningen i et spe- 2
cielt tilfaelde ) gange nar man traekker det dobbelte produkt fra.
Desuden er hgjre siden er negativ. Hvad betyder det
egentlig geometrisk.
I 1.4 kunne eleverne have sveert ved brgkregning.
I 1.5 kommer det bag pa eleverne at der ingen lgsning
er til ligningen.
[ 1.6 kan det veere sveert for nogen at arbejde med
bogstaver og derudover brgker.
Opgave 2 kan vere sver da den stiller kreev om at
regne algebraisk og se hvilken antagelser der geelder
for et bestemt bogstav udtryk.
5 Pause
min
40 | Giver eleverne lov til at fortsette | Arbejder med opga- | I opgave 3 kan det veaere sveert at starte med at tilfgje
min | med at arbejde med ark 4. verne som skal fgrer 2
dem til en algoritme. | de (5) ,men ndr det er gjort sa vil det veere nemt at
se "tricket” i de resterende opgaver.
[ opgave 4.6 kan det veere sveert for eleverne at vide at
man skal udtrykke koefficienterne for den ene anden-
gradsligning vha. de andre koefficienter i den anden
andengradsligning.
I opgave 5 kan det vaere svert for eleven at arbejde
med algebraiske operationer og reducering af brgker.
10 | Leereren udveelger en elev til at
min | gennemga algoritmen for lgsnin-

gen af andengradsligningen vha.
geometrien.

[ tredje modul er der fokus pa den algebraiske, understgttet af den geometriske,

fuldsteendigggrelse af kvadratet. Her er den tilsigtede viden at eleven virtuelt ser

fuldsteendigggrelsen af kvadratet geometrisk og dermed finder algoritmen til

lgsning af andengradsligningen. Algoritmen bliver generaliseret induktivt. Ele-

ven arbejder med konkrette eksempler men finder én metode der bruges genta-
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gende gange og dermed finder frem til den generelle algoritme til lgsning af an-
dengradsligninger p3 formen x” + sx = ¢
I disse moduler er geometrien et veaerktgj der bliver brugt til lgsning af anden-

gradsligninger vha. den geometriske fuldsteendigggrelsen af kvadratet som lang-

somt bevaeger sig til at fuldsteendigggre kvadratet ret algebraisk.

Hovedmalet med designet er udledningen af den generaliseret lgsningsformlen
for andengradsligningen pa formen ax” + bx +c =0, som skal opn3s induktivt.

Eleven blev induktivt bedt om at finde en generelle algoritme til lgsning af
X 4+sx=t. Og for at komme teettere pa den generelle Igsningsformel bliver ele-

ven bedt om at forklare omskrivningen af fglgende ligning:

7

ax’*+bx+c=0 < X +sx=t
hvor s og t blev udtrykt vha. a,b og c. Hermed kan eleven selv udlede den generel-
le 1gsningsformel for andengradsligningen ved substitution af s og t i den fund-
ende formel til lgsning af X 4sx=t.

Jeg har udvalgt en episode i modul 3 (skrevet med pink) som jeg vil gd i dybden

med. Denne episode vil jeg kalde for episode 1D.

8.1.1 Fremstilling af episode 1D i kontekst

Episode 1D indgar i modul 3. Forudsaetningerne for at kunne lgse opgaverne i

episode 1D er at eleven har arbejdet med:

* Geometrisk illustration af kvadratsaetning 1 og 2

* Geometrisk illustration af simple andengradsligninger. Bade andengrads-
ligninger hvor koefficienten b er nul (ax” + ¢ =0) og andengradsligninger
der kan reduceres til en af de to fgrste kvadratsatninger (ligninger pa
formen (xxa)*).

* Geometrisk gennemgang af et konkret eksempel pa andengradslignin-

gens lgsningmetode vha. fuldsteendigggrelse af kvadratet (cut-and-past).
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Det centrale i episode 1D er at eleven for fgrste gang arbejder med andengrads-
ligninger hvor alle koefficienter a,b,c = 0. Desuden kraever lgsningerne i episode

1D fuldsteendigggrelsen af kvadratet bade algebraisk og geometrisk.

Begrundelsen for valget af episode 1D er muligheden for at sammenligne de di-

daktiske forhindringer der opstod i episode 1S (i standard forlgb).

Opgaverne som eleven skal arbejde med i episode 1D er fra ark 4 (se bilag). Jeg
udveelger relevante opgaver som bliver fremhavet og indrammet i fglgende af-

snit det objektive miljg i episode 1D.

8.1.2 Det objektive miljg i episode 1D og den tilsigtede viden

Jeg har udvalgt 3 opgaver fra ark 4. Opgave 1 er en af de udvalgte fordi eleven
skal lgse andengradsligninger vha. fuldsteendigggrelsen af kvadratet for fgrste
gang. | opgaveformuleringen ses at man kan benytte sig af geometriske opstilling
af ligningerne som kan stgtte den algebraiske lgsningsmetode. Kigger vi pa op-
gaverne fra 1.1- 1.5 ses en stigende svaerhedsgrad i lgsningen af andengradslig-

ningen. Dette skal fa eleven til at finde en algoritme som opgave 1.6 fgrer frem til.

Ark 4

Opgave 1

Tegn ligningen geometrisk og derefter lgs ligningen algebraisk (sa vidt muligt pa
samme made som laereren har gjort). Argumenter for din besvarelse i opgave 1.3
ogl5

11 x*+2-x=8

12 x*+6:x=7

13 x*-6:x=-5

14 x*+3-x=4

15 x*+2:x=-5

1.6 x*+s-x=t

Billede 8.1 opgave 1 i episode 1

Lgsningen af opgave 1.6 fgrer til en generaliset algoritme til den specielle form
for andengradsligningen ax2+bx+c=0, hvor a=1. Men dette skal generaliseres
ydereligere sa man kan bestemme den generelle lgsningsformlen for anden-

gradsligninger pa formen ax2+bx+c=0. Det bygges op vha. opgave 4 og 5.
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I opgave 4 arbejder eleven pa omskrivninger fra en ligning der indeholder et a
som er stgrre eller mindre end 1 til ligninger med a=1. Induktivt skal det fgrer
eleven til at omskrive ax2+bx+c=0 til x2+sx=t, hvor man udtrykker s og t vha. a,b

og C.

Opgave 4

Hvordan bliver fglgende ligninger omskrevet
46 ax’+bx=c < x’+sx=t

?

48 ax*+bx+c=0 < x*+sx=t

Billede 8.2 opgave 1 i episode 1

Det sidste skridt til at generalisere Igsningsformlen for andengradsligningen som
er pa formen ax2+bx+c=0 er at fa erstattet s og t i lgsningsformlen fra opgave 1.6
med de nye udtryk som man er naet frem til i opgave 4.8. problemformuleringen

ses i opgave 5 (billede 8.3).

Opgave 5

I hari opgave 1.6 fundet frem til den generelle lgsning pd x* +s-x=¢.Hvad er
den generelle lgsningsformel pd ax” + bx+c=0 (Vink: indsaet det nye udtryk fra

opgave 4.8 i trinene fra opgave 1.6)

Billede 8.3 opgave 5 i episode 1

Der er en gradvis udvikling fra opgave 1-5 (billede 8.1, 8.2 og 8.3) der gar fra at
veere afheengig af det geometriske veerktgj for lgsning af andengradsligninger til

at veere en ren algebraisk generalisering af lgsningsmetode.

8.1.3 Den geometriske og algebraiske ramme i det objektive miljg
Det ses i modulplanleegningen at forlgbet starter med at eleven bliver frotrolige

med geometrien som stgtter algebraen. Dette bygges op til og med opgave 11 ark

4 (billede 8.1), hvor man ender med at finde en algoritme for Igsningen af an-
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dengradsligningen pa formen x2+sx=t ved hjalp af den geometriske ramme. Ef-

ter opgaver 1 bevaeger opgaverne sig mod den rene algebraiske ramme.

Den geometriske ramme er et vaerktgj for tilegnelsen af viden om den algebraisk
fuldsteendigggrelse af kvadratet. Og dermed benyttes til at finde en algoritme for

lgsning af andengradsligningen.

Opgaveformuleringen og lgsningen dertil er uadskillelige. Derfor kan det vaere
meget berigende at kigge pa en opgaveformuleringer inden man ser pa lgsnin-
gerne til. Derudover er opgaveformuleringer med til at vurdere indholdet af det

adidaktiske potentiale.

8.2 Det adidaktiske potentiale i det objektive miljg

Det adidaktiske potentiale er hgjt i opgave 1 fordi eleven har mulighed for at va-
lidere Igsningerne bade geometrisk og algebraisk. Den geometriske opstilling af
de enkelte andengradsligninger er en stgtte til den algebraiske lgsning. Eleven

kan validere sin lgsning pa to mader (uddybes ydereligere afsnit 8.3):

* Algebraisk kan eleven seette x-veerdien ind i den oprindelige ligning og se
om det giver noget sandt.
* Geometrisk kan eleven satte x-veerdien ind pa x’s plads i udtrykket for

kvadratets side og se om hele siden kvadreret giver det rigtige areal.

Derudover ligges der op til at eleven induktivt nar frem til en algoritme, som op-
bygges ved lgsning af konkrette tilfaelde af andengradsligningen. De fleste elever
har langt lettere ved at arbejde med konkrette opgaver end med beviser. Det in-
duktive element i opgaverne giver eleven en chance for selv at finde en algoritme.
Dette ggr at beviset for specielt tilfeeldet (opgave 1.6) falder naturligt ind for ele-

ven, da det er den samme algoritme som bruges i alle forrige konkrette tilfeelde.

I opgave 4 er formalet at omskrive andengradsligningen med a>1 eller a<1 til en
andengradsligning hvor a=1. Det adidaktiske potentiale ligger i at eleven far mu-
lighed for at omskrive ved at dividere med a=0 i alle led og validere ved at gange
a i alle led og se om det giver den oprindelige ligning (der er et biimplikations-

tegn mellem de omskrevet ligninger).
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[ opgave 5 bliver eleven bedt om at generalisere lgsningsformlen for det specielle
tilfeelde af andegradsligningen x4 sx =1 til lgsningsformlen til den generelle

andengradsligning ax® + bx + ¢ =0 , hvor man skal erstatte s og t med a,b og c. Det

adidaktiske potentiale ligger igen i at der findes et biimlikationstegn dvs. at ele-

ven kan validere sin formel ved at erstatte udtrykkene a,b og c med s og t.

8.3 Apriori analyse af opgaverne i episode 1D

Matematisk kan man lgse de udvalgte opgaver ved kendskab til den geometrisk
og algebraisk fuldsteendigggrelse af kvadratet. Her er et udkast til en fuldsteendig
besvarelse af opgaven og validering af lgsningerne. Jeg vaelger at besvare opgave
1.1 og 1.6, fordi 1.2 - 1.4 ligger meget op af opgave 1.1 desuden nar GD2? kun at
beskaeftige sig med opgave 1.1.

Opgave 1

Tegn ligningen geometrisk og derefter lgs ligningen algebraisk (sa vidt muligt pa

samme made som leereren har gjort).

1.1 x*+2-x=8

Geometrisk opstilling af Den algebraiske Validering Validering
problemet ligningslgsning algebraisk geometrisk
x 1 24+2x=8 Indset x=2 e
X _ X2 +2x+1° =8+1° 22"'2'2:3 2153
= ) - som er sandt
g X +2x+1°=9
X (x+1)7=9 Indseet x=—4 som er sandt
X 1 x+1 x+1=i\/§ (_4)2+2.(_4)= 441=-3
X
X=i3—1 16_8=8 4+1=3
- x+1
= x=2 v x=-4 som er sandt
M —
X som er sandt

20 GD star for den observerede gruppe i det designet forlgb (dem fra lydoptagelsen)
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x2+s-x=t

1.6
Geometrisk opstilling af | Den algebraiske Validering Validering
problemet ligningslgsning algebraisk geometrisk
X hsx=te —sx~s? +4t
2 2 x= g
x2+sx+(£) =(£) s 2
2 2 s xUst+4¢
, Xt—=r—— =
2 N t 2 2
X H+SX+— =— +—
4 s s*+4t
224 X+—== =
(“5) _s 2 4
2 4 ( s )2 s2+4¢
xX+—| = =
s s”+4t 4
X+—==% =
? ! x2+£+2—x'£—i+£©
X s =s +4t 2 4 4 —s—/s* +4t
Xt—=——7—<= 2 Indscet  x =
2 X" +sx=t 2
o —s=~s> +4t s a4
B 2

s+t

[ opgave 4 vealger jeg at lave en fuldsteendigbesvarelse af opgave 4.8 da Det fgrer

laeseren trinvis til den generelle lgsningsformlen for andengradsligningen. Jeg vil

ikke lgse opgaverne fra 4.1-4.8 da det er konkrette opgaver som skal fgjer eleven

til 4.9 og fordi ingen grupper i det realiseret forlgb naet sa langt.
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Opgave 4

Hvordan bliver fglgende ligninger omskrevet (forklar alle skridt)

9

48 ax’+bx+c=0 < xX+sx=t

Omskrivningen

Validering

2
ax“ +bx+c=0

dividere ligningen med a

a , b c
—x+—x+—=0<
a a a
2 b C
Xt—x=——<
a a

b
dvs.—=sog—£=t
a a

X2+S)C=l

xX*+sx=t

erstat s,t med a,b og c

, b c
X +—x=—-——<
a a
gang med a

2
ax“ +bx=-c<

ax* +bx+c=0

Med disse trin kan eleven fgres til opgave 5 hvor eleven far til opgave at udlede

den generelle lgsningsformel.

Opgave 5

I har i opgave 1.6 fundet frem til den generelle lgsning pd x° +s-x=¢. Hvad er

den generelle lgsningsformel pa ax” + bx+c =0 (Vink: kopier det lavede i opgave

1.6 og indsaet nu det nye udtryk fra opgave 4.8)

Omskrivningen Validering
)C2+S)C=t©> _—bi 'b2—4ac<=>
x_—Si\/s2+4t 2a
2 b =Jb>-4ac
X+—=—""<
ax* +bx+c=0 2a 2a
b c b b* -4ac
erstatte s=— o0g t=-—— X+—== >
a a 2a da
2 2
b, b)) _4c (“i) b —éiac
a a a 2a 4da
X=—m—
2 , b b b 4ac
2 X"+ 2+2 —= -
_b, [b"-4ac 4a 2a 4a° 4da
- 2
= . < x2+2x=——©
2 a a
—b=~b* -4ac , b ¢
X=—7 X +—x-—=0<
2a a a

2
ax" +bx+c=0
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8.4 Den erfarende leaerers justering af designet

Jeg vil starte med at naevne nogle faktorer der spiller en vigtig rolle for laererens
undervisningsplanleegning. Det er tre centrale faktorer for undervisningsplan-
leegning. En leerer skal fokusere pa hvilken kompetencer eleven skal opna med
hvert emne, antal af moduler til radighed for emnet og ga i dybden med emnet.
Den uafhaengig faktorer som man ma tilpasse sig efter er tiden (modul antallet)
som medfgrer at de andre to faktorer, uddybning og kompetencer, ma justeres
efter antallet af moduler til radighed. Med andre ord vil man som laerer idealt
uddybe sig meget i hver emne men tidsfaktoren begraenser dette. Derfor har

leereren som udfgrte designet justeret pa mit design primaert udefra tidsfaktoren.

Laereren der udfgrt designet er en 60-arig inspirerende og erfaren leerer. Med
mit accept og tillid til leererens erfaring blev designet justeret. [ modul 1 veelger
leereren at indlede med lidt repetition af ligningslgsning og noget historisk ma-
tematik med fokus pa geometrien. Derudover fulgte han mit design og havde
planleegt at fa eleverne igennem ark 1 og ark 2. (se 1. modul leererens originale

planleegning)

Modul 1

120905: Introduktion til ligninger

Program for modulet:

—
nyo

1. Repetition af regler for l@sning af ligninger. Symbolerne "=" og "<=>"
2. Les ligningerne:
1. 2x+5=3(5-x)
2. 3(x-1)=2x
3. 2(x+2)=3+2x
4. 5(x+2)=2(x+5) +3x
. Gennemgang af algebraisk og geometrisk fortolkning.
. Opgavelesning - ark 1 (downloades herunder).
. Kvadratet pa en toleddet storrelse - geometrisk fortolket
. Enkle andengradsligninger

N o Vv AW

. Opgavelesning ark 2 (I samme fil)
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[ anden modul har laereren planlagt nogenlunde at fglge designet, men han veael-
ger at starte lidt med ark 4 som egentligt hgrer til i 3.modul iflg. designet. Det er
tidspresset som spiller ind her. Desuden har leereren fravalgt nogle opgaver. Dis-
se opgaver er fra ark 3 og grunden til at han nedstemmer dem er at opgaverne
indeholder negative veerdier som geometrisk ingen mening giver. Leereren ar-
gumentation var at eleven som har dannet tillid til geometrien og kommer til at
fole at geometrien ikke kan bruges, mister al tro pa veerktgjet og bliver desuden
usikker pa brugen af geometrien. Se leererens undervisningsplanleegning af mo-

dul 2.

Modul 2

120912 Andengradsligninger

Lektie til onsdag d. 12.sep.:

. Illustrer formlen (a + b)2 =al+b%+2-abved arealbetragtning. Seerligt skal du forklare, hvordan leddet 2-a-b kommer ind.
. Hvordan ser den tilsvarende formel for (a - b)2 ud?

. Ilustrerer ligningen: (x + Z)Z = 16 ved et areal - og los ligningen geometrisk og algebraisk

. Illustrerer ligningen: (x - 8)2 = 100 ved et areal - og los ligningen geometrisk og algebraisk

. Illustrerer ligningen: x2+2:x+1=9 ved et areal - og los ligningen geometrisk og algebraisk

. Illustrerer ligningen: x2+10-x + 25 = 9 ved et areal - og los ligningen geometrisk og algebraisk

U AW N A

Program

. Gennemgang af lektien til modulet (opgaverne herover)

. Les i grupper opgaverne 3.7; 3.9; 3.10; 3.12; 3.13 fraark3

. Leerergennemgang af et eksempel pa andengradsligninger af typen: x2+sx=t
. Les i grupper opgave 1 pa ark 4 - de er vedhaftet dette site.

. | sidste halvdel af modulet vil vi starte pa den skriftlige aflevering, der er til sendag.

VA W N =

[ tredje modul veelger leereren at fglge designet, hvor den eneste justering er at
han veelger en leerergennemgang af algoritmen til lgsning af andengradslignin-
gen pa formen x2+sx=t. Det veelger leereren at ggre for at sikre at alle elever er
kommet igennem algoritmen. Det er bemaerkelsesveerdigt at se leererens fokus er
elevens udenadslaeren af formlen pd andengradsligningen. Malet er at man skal
kunne formlen udenad ellers fd tatoveret den (for sjovt) leereren udtalelse i klas-

sen. Se leererens undervisningsplanleegning af modul 3.
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Modul 3

120919: Formel for lesning af andengradsligning

| dette modul skal vi udlede formlen for lesning af andengradsligningen.

AW N =

Her kan du finde formlen for andengradsligningens lasning.

. Leerergennemgang af ligninger af typen: xtesx=t
Eksempler (vi bruger de vedhaeftede opgaveark)

. Den generelle andengradsligning: ax? + bx + ¢ =0

. Flere eksempler

22 ‘

1t takes t0 get a cup of cotfee.”

Ved at trykke pa formlen sa gar man ind i fglgende side:

Lesning af andengradsligninger.

En andengradsligning ser sadan ud:
a’ +bx+c=0

hvor tallet a ikke ma vaere 0.

Loesningsprocedure:

Ferst udregner du diskriminanten og ser for dens fortegn:
d = b - dac

Hvis diskriminanten er negativ ( d < 0), er deringen lasninger.
Hvis diskriminanten er nul (d = 0 ), erder én lasning.

Hvis diskriminanten er positiv ( d > 0), er der to lasninger.

Hvis der er lasninger, udregner du dem med denne formel:
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8.5 Realiteten af designet

Jeg vil starte med at forteelle lidt om klassen og interessen i matematik. Klassen

har matematik pa B-niveau og har en samfundsvidenskabelig studieretning. Det

er et 2g hold fra @restad Gymnasium. Under min observation i klasserummet

bemaerkede jeg en stor differentiering pa niveauet i klassen. Der er elever der

sidder og har sveert ved simple matematiske metoder, som at lgse simple lignin-

ger, hvor andre er super kvikke og ndede langt med opgavebesvarelsen pa kort

tid. Desuden er Kklassen lidt urolige og det kan skyldes interessen og evnen er pa

forskellig niveau.

Derudover lykkes det leereren at komme igennem hans undervisningsplan af

modul 1. Gruppen som jeg fulgte med diktatoren, (GD: gruppen fra det designet

forlgb), ndede helt frem til ark 3.

Modul 1
KI. Laererrolle Elevaktivitet
9.54 | Repetition af enkelte fgrstegradsligninger
Lgser ligningen 3(x+1)=7(2-x)+5
10.03 | Eleverne sattes i gang med at Igse simple ligninger (de far 10 min) Eleverne er i gang med at Igse giver fgl-
gende ligninger
1. 2x+5=3(5-x)
2. 3(x-1)=2x
3. 2(x+2)=3+2x
4. 5(x+2)=2(x+5)+3x
Opsamling pa lgsningerne af de 4 ligninger. (beder om hvad x er). Eleverne giver de rigtige svar for ligning 1
Lzerer gennemgang af ligning 3 og 4 og 2 men ikke for ligning 3 og 4
10.16 Leereren viser modulplanen og tager udgangspunktet i
figuren (Pytagoras’ setning).
Historisk gennemgang af geometrisk brug i matematik-
ken.
10.28 | Leereren szetter eleverne til at arbejde med ark 1. Erigang med lgsning afark 1
Gar rundt i klassen og hjaelper eleverne
10.47 | Pause
10.57 | Starter med at se pa x2=9 lgses algebraisk og geometrisk. Og derefter | En elev siger at (a+b)2=az+b2.
spgrger leereren hvad Men efter den geometriske forklaring
(a+b)Z er? Og giver en geometrisk forklaring pa svaret. siger eleven sa mangles der kun 2ab.
11.07 | Eleverne settes i gang med at arbejde videre pa arkene. Laereren gar | GD var i gang med ark 3.

rundt og hjzelper.
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[ anden modul var leereren tidspresset da havde planlagt at den halve del af mo-

dulet skulle bruges pa en aflevering som eleverne skulle aflevere et par dage ef-

ter. Leereren havde planlagt at eleven far tid til at illustrere (a-b)? geometrisk.

Det valgte han at springe over. Desuden havde lareren et hab om at kunne illu-

strerer andengradsligningens lgsningsmetoden vha. den geometriske fuldstaen-

digggrelse af kvadratet. Men det lykkes ikke da leereren vurderede i timen at

eleverne ikke var naet sa langt som han havde habet. Men ellers ndede han det

resterende i hans undervisningsplan.

Modul 2

Tid Laererrolle Elevaktivitet

12.16 | Laereren skriver (a+b)?= a2+b2 +2ab og tegner det Eleverne deltager ved at svare pa leererens spgrgsmal
geometrisk og forklare at man kigger pa arealerne. under gennemgangen af de kvadratsatningen og de
Dette bruges til at regne fglgende eksempel (x+2)2=16 | forskellige eksempler. Laereren stiller spgrgsmal som
Hvor man tager udgangspunktet i kvadratet (a+b)2og | "hvad svare de 25 til i a2+b2 +2ab?”
vurdere hvad tallene i eksemplet svare til. Ydereligere
et eksempel gennemgas af leereren X2+10x+25=9

12.30 | Klassen erigang med at lgse ark 3

13.00 | Laereren taler med interesseret elever omkring opga- Nogle af de interesserede elever henvender sig til
ver leereren for at fa uddybede sig i nogle opgaver fra ark

Pause 3

13.10 | Eleverne far resten af modulet til at arbejde med afle-

veringsopgaver.
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[ tredje modul er leereren tidspresset fordi at der skal veaere tid til en test og fordi

ark 4 indeholder mange opgaver. I dette modul var det meningen af eleverne

kom igennem hele ark 4. Men da eleverne fik 23 min til ark 4 var der ingen elever

der kom igennem hele arket.

Modul 3
Tid Laererrolle Elevaktivitet
9.55 Lzereren starter med at tegne et kvadrat som er Her prgver eleverne at besvare leererens spgrgsmal om hvad
inddelt i 4 firkanter (to kvadrater og to rektangler) | der skal std i parentesen og nogle svare korrekt at det skal
og skriver inde i fgrste kvadrat a2 og i det andet b2 veere a+b.
og vil have eleverne til at udfylde resten. Derefter I det eksemplet hvor laereren skriver
skriver han ( )2 hvor han beder eleverneomat | ( )2=x? +12x
sige hvad der skal std i parentesen. Laereren bruger | gaetter eleverne sig frem og nar leereren skriver og forklare
nu konkrette eksempler sdsom (  )2=x2  +12x hvad der skal sta i parentesen sa er der mange elever der
som forventes at udfyldes af eleverne. sige "ndaaah ja”.
10.03 Lzereren viser eleverne hvordan man lgser fglgen- Elever siger ikke sd meget under lgsningen af ligningen
de ligning x2+4x=>5 vha. geometrisk fuldsteendiggg- ) 3
relsen af kvadratet x2+4x=5. Men ndr leereren lgser X +1x=— stillers der
(cut-and-past- metoden). :
Derefter lgser lzereren ligningen X2+1X=§ spgrgsmal til tilfgjelsen af Z . (en usikkerhed omkring
(babylonisk eksempel) ( 1 )2 1
brgkregneregler: | —| =— )
2 4
10.23 Lzereren saetter eleverne i gang med at lgse ark 4. Den observeret gruppe begynder fgrst med ark 4,
7 min efter at veere sat i gang.
Gruppen kommer kun igennem opgave 1.1 og 1.2.
Igen elever kommer igennem hele arket.
10.46 Pause
10.55 Lzereren viser den generelle algoritmen til lgsning
af andengradsligninger pa formen x2+sx=t.
Leereren ggr eleverne opmaerksom pa s2+4t (som
skal svare til d hvor a=1 s=b og t=-c) hvad der sker
nar udtrykket er stgrre, mindre eller lig nul.
11.06 Giver et eksempel pa hvordan man Igser Eleverne svarer pa leererens spgrgsmal om hvad de forskel-
x2+3x=4 vha. Igsningsformlen. lige koefficienter i x2+3x=4 svare til i ligningen x2+sx=t. Det
Lzereren giver et eksempel: virker ikke som et problem. Men med ligningen 2x2+10x-
2x2+10x-12=0 men beder eleverne om at sige hvad | 12=0 s3 er eleverne ikke sikker pa hvad er s og hvad er t.
s og teridenne ligning. Leereren Indtil leereren siger at koefficienten foran x2 skal veere 1 og
omskriver ligningen til x2+5x-6=0 Sa x2+5x=6 tallet skal pa den anden side.
11.13 Leereren szetter eleverne i gang med prgven. Eleverne prgver at besvare de forskellige opgaver i testen

(NB. Der er ikke blevet sat fokus pa hvordan man
lgser andengradsligninger uden formlen.. altsa
uden figur og uden formel men kun algebraisk ved-
hjeelp af fuldsteendigggrelse af kvadratet)..

vha. geometrien for det fik de at vide af laereren de skulle
bruge.
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8.5.1 Episode 1D’s didaktiske/adidaktiske situation og faser

Episode 1D er den episode i modul 3 hvor eleven arbejder med ark 4 (se det

markeret felt med blat pa forrige side).

Jeg vil starte med at vise den didaktiske/adidaktiske situation og de faser eleven
befandt sig i under introduktionen og brugen af metoden "fuldsteendigggrelsen

af kvadratet” til lgsning af andengradsligninger for fgrste gang.

Derefter vil jeg ga i dybden med episode 1D ved at bruge transskriberingen, hvor

GD lgser opgave 1.1 fra ark 4..

Tid Overordnet Aktivitet Fase Didaktisk/
(min) aktivitet Adidaktisk
situation
Geometrisk fuld- Leereren gennemgang af et kon- Devolution
stendigggrelse af kret eksempel pa en anden- Didaktisk
41 kvadratet gradsligning x2+3x=4 og
x> +1 X=é
4
Gruppearbejde: lgsning af ark 1 Handling Adidaktisk
(den observeret gruppe lgser formulering
opgave 1.1 og opgave 1.2) og validering
Leereren afslutter med at vise
algoritmen til lgsning af anden- | Institutionali- Didaktisk
gradsligninger pa formen sering
x2+sx=t

Bade i introduktionen (devolutionsfasen) af den geometriske fuldsteendigggrelse
af kvadratet og ved generaliseringen af algoritmen (institutionaliseringsfasen)
havner eleven i en didaktisk situation. Nar eleven er i gang med at lgse ark 4
(episode 1D) er eleven i en adidaktisk situation. I episode 1D befinder eleven sig

i handling-, formulering- og valideringsfasen.

Eleven har i episode 1D faet en opgaveformulering som kraever at handle (prgve
at redggre for problemet) og derefter prgve at finde en lgsning i form af formule-
ring af en metode til sidst skal eleven overbevise sig selv ved at argumentere og

dermed validere for de formuleringer han nar frem til.
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8.5.2 Aposteriori analyse af episode 1

Jeg har udvalgt en dialog mellem to elever i en gruppen, der viser hvordan de
tacklede opgave 1.1 fra ark 4, da de ikke ndede mere. Malet var at kunne analyse-
re en gruppedialog hvor den generaliseret algoritme for lgsning af andengrads-
ligningen pa formen x%+sx=t bliver udledt (lgsning af opgave 1.6). Men pga. tid-
pres vealger leereren selv at gennemga algoritmen. Derfor ngjes jeg med at fglge
en gruppedialog omkring brugen af fuldsteendigggrelsen af kvadratet ved lgsning

af andengradsligninger.

Laereren introducer opgaven ved at lgse et eksempel pa andengradsligning vha.
fuldsteendigggrelse af kvadratet og beder derefter klassen om at lgse ark 4. Den
udvalgte gruppe GD, er dannet af to elever E1 og E2. Bemaerk at E1 bruger ud-
trykket "ik?” ofte og det er ikke fordi han er usikker men for at sikre sig at E2 er
med. E1 fgrer dialogen og dermed ogsa opgavelgsningen. Gruppen starter pa

folgende made:

1. E1:”Vi tager opgave 1.1. x’+2-x=8. Ok sd vi kan lige starte med at tegne
forste kvadrat, det er den der x-x=x2, ik? Og sd ndr du har lavet den, sd laver
du en ny en, hvor den ene side er 2 og den side er x, ikke?”

E2: "Den er x, det vil sige 2-x?”

E1: ”]a... og den sidste. Det vil sige der stdr lig med efter den og sd laver du
endnu en kvadrat, hvor det er, du skriver ind i midten 8. Og lad vare med at
skrive laengerne, for det kender vi ikke endnu... Ok, det vi sd ggr, det er sd
hugger vi den der x-2 over, ikke?”

W N

Gruppen starter med at lgse opgave 1.1 ved at bruge samme metode som laere-
ren. De tegner kvadarterne og ved at x2,2x og 8 udggr arealerne pa kvadraterne.
Det kan understreges i tur 3 hvor E1 siger at E2 skal tegne et kvadrat hvor der
star 8 i midten efterfulgt af Og lad vaere med at skrive laengerne, for det kender vi
ikke endnu. Desuden kan man se at E1 er fortrolig med metoden "cut-and-past”
og dermed den geometriske fuldsteendigggrelsen af kvadratet som ses igen i tur
3 ”sa hugger vi den der x-2 over”.

4. E2:"Jeg tegner lige den oprindelige”.

5. E1:70g sd fdr vi den smidt over pd den der kvadrat... x2, ikke? Sddan sd, at

der pd den ene side lige bliver tilfgjet x+1 og pd den anden side vender vi
den lige om og sa tilfgjer vi ogsad den, sddan sd der stdr x+1 pd dem begge.”
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Det ses at E1 er sikker pa metoden og prgver at overbevise E2. Det er tydeligt at
E1 styre opgavelgsning. En uddybende metode forklaring fortseetter i tur 5. Her
forklares hvad at hugge x-2 over vil sige. Der bliver netop forklaret at man deler
x-2 til to x-1 og det medfgrer at de to sider pa det et ufuldsteendig kvadrat er nu

blevet x+1. Eleverne fortszaetter med dialogen:

E2:”Sd flytter vi den over og hvad har vi sa?”

E1:”Sd har vi jo x her pd langs, ikke? Fordi det jo det samme som her.”
E2:”]a. Og sd har vi hugget den over?”

. E1:”Sa har vi xx, sd det 1 her. Og herovre, der har vi ogsd x og...”

0. E2:"yes. x og 1, ikke?”

1. E1:7Sd er vi ngdt til at legge....0g 1-1, deter 1”.

NS

N N \O

E2 er lidt usikker pa metoden. Derfor prgver E2 at forklare metoden efterfulgt af
et spgrgsmal. E2 forventer at E1 bekraefter hans forstaelse af metoden, som des-

verre ikke sker. Desuden ses i tur 11 at fuldsteendigggrelsen af kvadratet bliver

2 2
til. Her tilfgjes (g) =(%) =1. E1 er ikke i tvivl om fuldstaendigggrelsen af kva-

dratet og fortseetter med at operere med ligningen.

12. E2:%ja,ok”.

13. E1:”Sa vi har ogsa 1 hernede som vi sd tilfgjer her, men i og med vi tilfgjer 1,
sa skal der ogsa tilfgjes 1 ekstra pd den faerdige her”,

14. E2:”aha”.

15. E1:”Sddan sa det her det bliver faktisk 9”.

Det ses at E1 holder overblikket og kan udover at fuldsteendigggre kvadratet se
hvad der er blevet tilfgjet og dermed husker at tilfgje den samme tal pa den an-
den side af lighedstegnet (se tur 13). Det ses at E1 er naet frem til at (x+1)2 =9
geometrisk. Dialogen fortseetter mellem eleverne

16. E2:”Sa bliver det jo 10”.

17. E1:"0g det gor det i og med at (x+1)? = x?+9+2-1x".

18. E2:"Mhmhm, den vil jeg gerne lige have defineret lidt”.

19. E1:”Nd, men det er den der formel”.
20. E2:"Na ok, det er hele skidtet du har fdet tegnet ind der”.

E2 er lidt usikker omkring tilfgjelsen af 1 pa begge sider og tror man tilfgjer 1+1
pa hgjre side, dvs. tilfgjer 2 til arealet er 8 (se tur 16). E1 er i sin egen verden og
kommenter ikke E2’s input men fortsaetter med at forklare at kvadratet svare til
(x+1)2=x2+9+2-1'x som er forkert. Men da E2 tgver sd siger E1 i tur 19 "men det

er den der formel” og henviser til algoritmen som laereren har skrevet pa tavlen.
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[ tur 17 siger E1 noget der er forkert, men da han ikke kan argumenter sa bruger
han den didaktiske kontrakt hvor han henviser til at det er det lzereren har sagt

(tur 19). Det vinder han diskussionen pa (se tur 20) og E2 overgiver sig.

21. E1:”]a ja, det er, det er den faerdige. Og nu skal vi bare lige ud fra det udlede,
hvad x er”.
22. E2:"to sekunder .. Det er det vi har her, ikke?”
23. E1:”000h eller jeg tror faktisk, der skal std 9, der jeg tror det er mig, der
har skrevet forkert. Jeg tror faktisk, der skal std 1”
(E1 retter (x+1)? =x?+9+2-1x til (x+1)? = x2+1+2-1x da han ser pd den geo-
metriske figur).
Det ses at E1 er enten lidt usikker eller lidt for hurtig, omkring pastanden om
(x+1)2=x2+9+2-1-x og derfor siger i tur 21 "ja ja ... og nu skal vi bare ud fra det
udlede, hvad x er?”. E1 vil videre for at bestemme x. Bemaerk at E1 bruger et ma-
tematisk begreb "udlede” forkert, han mener sikkert finde, udtrykke eller be-
stemme x. Igen tgver E2. E1 tgver lidt og retter fejlen fra fgr til det korrekte at
(x+1)? = x2+1+2-1-x. Det skyldes at der findes et hgjt adidaktisk potentiale i den
geometriske fremstilling af opgave. Eleven far feedback pa gyldigheden af (x+1)2
=x2+9+2-1-x ved at se at der ikke findes en overensstemmelse mellem den alge-

braiske og geometriske fuldsteendigggrelse af kvadratet. Her far eleven mulighed

for at validere egen resultat.

24. E2:"Hvorfor det?”

25. E1:”For sd skal vi, se vi her at, hvis vi kigger op pd den der, ikke? Hvis vi nu
skulle finde ud af, hvad x er og x+1 her, ikke? Det giver angivne 9, sd x er lig
med 8. Og det er den lgsning, vi kan tage ud fra tegningen. Det skal give 9,
fordi vi tilfgjer den der x som en kvadrat ikke?”

E1 ignorerer E2’s spgrgsmal om hvorfor (x+1)2 = x2+1+2-1-x. E1 prgver at be-
stemme X, sa han siger at (x+1) = 9. Bemaerk at det er forkert da han har glemt at
kvadrare parentesen. Med denne ligning kommer E1 frem til at x=8. Det ses fra
tur 3 at E1 ved at der er tale om arealer af kvadrater, og ifglge E1 sa skal kvad-
rets med arealet 9 have siden 3. Men han er lidt for hurtig og dermed begar den
fejl at siden x+1 svare til arealet 9.

26. E2:"Nq, ok pd den made...”

27. E1:"0g x kommer jo ikke til at vaere 8, hvis det skal give et...Er du med?”
28. E2:”ja ja, jeg forstdr godt, hvorfor det giver sadan”.
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Lige fra starten af gruppedialogen ses at E1 styre opgavelgsningen og E2 prgver
at fglge med. Man kan se at der er et niveau forskel pa disse to elever i matematik.
Dette medfgrer at E1’s input er mere veerd end E2’s input. Det medfgrer at E2 er
tilbgjelig til at opgive tgven over for E1 for ikke at fgle sig mindre klog. Men lig-
ningslgsning er stadig i gang:
29. E1:7..Sd ved vi samme resultat skal give 9. Sd x+1, fordi det er kvadratet
som vi skal til giver sd 9, sd vi kan formulere at x = 8... Men sd siger vi x
plus... Plus hvad det nu det hedder...hvis det nu skal give -9, ikke? Og sd

skal... Sd skal x vaere -10, fordi det er sd det negative resultat”.
30. E2:ja..”

Det sesitur 29 at E1 tgver en del og prgver at huske hvordan man algebraisk nar
frem til den anden lgsning. Da E1 begik fejlen om at x+1=9 sa fortseetter han og
mener at sd ma den anden lgsning komme fra x+1=-9. Det virker til at E1 ved at
hvis man havde taget kvadratroden af et tal sa vil man ende med en plus og mi-
nus vaerdien. Men da E1 havde glemt at tage roden lgser han ligningen x+1=-9 og
siger at x=-10. Bemezerk at E1 mener at man skal finde den anden lgsning som er
negativ. Det er ikke sandt da man sagtens kan finde to positive eller to negative
lgsninger pa en andengradsligning. Jeg antager det E1 har forvekslet med er at
geometrisk kan man finde en lgsning hvis en side er positiv, og derfor ma den

anden lgsning veaere negativ, da den muligvis ikke kan illustreres geometrisk.

31. E1:”det har vi sd udregnet med algebra, hvor vi har udregnet det andet med
geometri”.
32. E2:”0k, lad os komme videre”.
Til sidst pointere E1 at opgaven er lgst da de geometrisk har fundet den ene lgs-

ning og algebraisk den anden. Det er ikke helt rigtigt da de har fundet frem til

begge lgsninger algebraisk og en af Igsninger geometrisk.

Hvis gruppen havde prgvet at validere deres lgsninger vil miljget havde givet
dem feedback pa opgavelgsningen (se afsnittet Apriori analyse af opgaverne i
episode 1D). Da valideringen af lgsningen ikke stod klart i opgave formuleringen

blev det ikke gjort.
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8.5.3 Det adidaktiske potentiale i det subjektive miljg

Det adidaktiske potentiale i et subjektivt miljg er athaengig af det adidaktiske
potentiale i det objektive miljg. I afsnit 8.3 star der hvor hgjt et adidaktisk poten-
tiale der ligger i opgave 1 og dermed opgave 1.1. Der er et hgjt adidaktisk poten-
tiale i opgave 1, fordi man som elev kan validere lgsningerne algebraisk og geo-
metrisk. Desuden indgar der et centralt element at eleverne induktivt kan kom-

me frem til en algoritme for at lgse andengradsligningen pa formen x2+sx=t.

Det adidaktiske potentiale i det subjektive miljg har til formal at afspejle det adi-
daktiske potentiale i det objektive miljg.

Gruppedialogen i forrige afsnit viser at lgsningen af andengradsligningen vha.
fuldsteendigggrelsen af kvadartet geometrisk efterfulgt af algebraisk lgsning kan
lade sig gg@re. Desuden er overblikket ved brugen af fuldsteendigggrelsen af
kvadartet i ligningen lgsning meget centralt. Tilfgjelsen af en vaerdi pa den ene
side (for at fuldstendigggre et kvadart) kan veere overskuelig men at man hu-
sker at der arbejdes med en ligning og at den samme vaerdi ogsa skal tilfgjes pa
den anden side er meget afggrende for lgsningen af andengradsligninger. Det
virker til at vaere succesfuldt for gruppen. Det der er problematisk i elevernes E1
og E2’s lgsningsmetode er at de glemmer at kvadratets areal er (x+1)% = 9 og
skriver i stedet x+1=9. Disse elever nar frem til to forkerte lgsninger. E1 og E2
kunne selv have valideret deres lgsninger, men har ikke gjort det fordi de mulig-
vis ikke er blevet bedt om det i problemformuleringen. Derfor er det adidaktiske

potentiale i det subjektive miljg ikke s optimalt som det er i det objektive miljg.

Validering i matematik er en proces som eleven skal leere fra fgrste dag. Valide-
ringsprocessen skal opfattes som en opdagelsesmetode der giver eleven mulig-
hed for altid at kunne kontrollere lgsningerne og dermed bekreaefter eleven gyl-

digheden af sine lgsninger.
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8.6 Opsamling

Malet med designet er at give eleven en lettere tilgang til lgsning og bevise den
generelle formel for andengradsligningen (uden mystiske tricks som fgrst giver
mening i slutningen af et bevis). Desuden var malet at eleven induktivt selv nde-
de frem til en algoritme for Igsning af andengradsligningen pa formen x2+sx=t og
efterfulgt af den induktivt metode igen for at na frem til den generelle lgsnings-
formel for andengradsligningen. En af satsningerne i designet var at skabe nogle
opgaver med hgjt adidaktisk potentiale som kunne skabe et miljg med feedback

pa elevens lgsninger.

Det lykkes ikke at skabe opgaver med hgijt adidaktisk potentiale. Det der kraeves
var en udvidelse af opgaveformuleringerne med eksempelvis "kontrollere din
lgsningerne ved at .. ”. Et kontrol spgrgsmal savnes og kan ses tydeligt i episode

1D da GD nar frem til forkerte Igsninger og ikke validere dem.

Derimod lykkes det at flette den geometriske brug af fuldstendigggrelsen af
kvadartet i emnet andengradsligninger som har gjort bevisprocessen trinvis lo-
gisk for eleven. Desuden ses i analysen af gruppedialogen i episode 1D at alge-
braens fuldsteendigggrelse af kvadratet fglger automatisk med den geometriske

fuldsteendigggrelsen af kvadratet.
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9. Diskussion

I dette afsnit vil resultaterne fra analyseafsnittene om de to forlgb, nemlig stan-
dard forlgbet og det designet forlgb, blive diskuteret. Til dette formal vil jeg star-
te med at sammenligne de to forlgb, hvor bade ligheder og forskelle fremhaeves.
Derefter vil der komme en uddybning med det forlgb, som udledte den generelle
lgsningsformel for andengradsligningen pa let tilegnelige made for eleven. Med
andre ord vil der blive udpeget, hvilket forlgb der illustrerede tricket i lgsning af
andengradsligning, sa fuldsteendigggrelsen af kvadratet faldt eleven naturligt ind.
Desuden vil jeg sammenligne det adidaktiske potentiale der 13 i de to forlgbs be-
visfgrelse. Det adidaktiske potentiale er et centralt element i matematik som kan
give eleven valideringsmulighed. Men praktisk vil der altid veere besvarligheder
i ethvert udformet undervisningsforlgb, hvilket kan fgre til nogle type fejl. Under
observation af de to forskellige forlgb i samme emne bemarkede jeg forskellige
besveerligheder som fgrte til, at eleven begik forskellige type fejl. Jeg har derfor
forsggt at skematisere fordele og besvearligheder for eleven i disse to forskellige
forlgb. Jeg vil ende diskussionen med en overvejelse om mulig udformning af et
forlgb om andengradsligninger med udgangspunktet i de to forlgb og CAS-

vearktgjets betydning i dagens matematik.

9.1 Sammenligning af de to forlgb

Analysen af bade standard forlgbet og det designet forlgb har gjort det muligt at
sammenligne forlgbene. I de to forlgb kan man se mange ligheder og forskelle.
De ligheder som forlgbene bygger pa er, at eleverne er fra samme argang, begge
har matematik pa B-niveau, har en samfundsvidenskabelig studieretning og beg-
ge er kommunale gymnasier. Man kan dermed forudsige at de to klassers mate-

matiklaerer har samme kompetencemalsaetninger?: for eleverne.

Til gengeeld er forskellen pa de to klasser stor. En relevant forskel som jeg be-
meerkede i standard forlgbet var at elevernes (matematiske) niveau var langt

mindre differentieret end i klassen fra det designet forlgb. Og jo stgrre differen-

21 Ifglge undervisningsministeriet
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tiering pa niveauet der findes i en klasse desto svaerere er det som laerer at plan-

leegge undervisningen, sa alle elever opnar det maksimale udbytte og interesse.

Kigger vi pa problemformulering er fokuspunktet udledningsmetoden af den
generelle lgsningsformel for andengradsligningen og det adidaktiske potentiale,
der ligger i beviset. Jeg vil benytte mig af mine observationer og analysen af beg-

ge forlgb til at belyse problemformuleringen.
9.1.1 Beviset for den generelle lgsningsformel af andengradsligning

Udledningsmetoden for den generelle lgsningsformel af andengradsligningen i
de to observerede forlgb som nu sammenlignes. I analysen af standard forlgbet
(afsnit 7) havde GS22 meget sveert ved at fglge logikken i bevis trinene. Det frem-
haves i (episode 1S) den fgrste omskrivningen af andengradsligningen, hvor der
ganges med 4a pa begge sider af lighedstegnet. GS stopper op og har en diskussi-
on med laereren om hvor de 4a kommer fra. Men gruppen far et utilfredsende
svar, nemlig:
"Du skal sddan set bare forklare, hvad sker der for at kommer fra for-

ste ligning til anden ligning. Hvad har man gjort for at komme fra for-
ste ligning til anden ligning?” (afsnit 7.3.2 tur 2)

Laereren beder GS om at holde sig indenfor spgrgsmalsrammen, altsa at forklare
omskrivningen pa trinene og dermed behgver de ikke at vide begrundelsen bag
tricket ved at gange med 4a. Desuden er det relevante i beviset, at der findes bi-
implikationstegnene som indikerer at ligningens omskrivning fra trin 1 til 2 skal
ogsa veere gyldig fra trin 2 til 1. Det er ikke noget som klassen arbejder med.
Diskussionen mellem GS og lereren fortseaetter omkring tricket indtil gruppen
ender med at acceptere, at svaret og begrundelsen er pa et hgjere matematik-
niveau (afsnit 7.3.2 Tur 46) og dermed svert at forsta pa nuvaerende tidspunkt.
Det far GS til at tabe forhandlinger af de mikro didaktiske kontrakter. Desuden

skulle leereren begrunde tricket med fuldsteendigggrelse af kvadrattet.

Til gengeeld lykkedes det eleven i det designet forlgb at tilegne sig viden om at
beviset er baseret pa fuldsteendigggrelsen af kvadratet. Den visuelle illustration
af beviset kommer til syne ved hjeelp af den geometriske ramme, som stgtter den

algebraiske fuldsteendigggrelse af kvadartet. Jeg har desveerre ikke mulighed for

2z S star for gruppen i standard forlgbet, som blev fulgt vha. lydoptagelse.
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at citere fra en elevgennemgang af algoritmen for den generelle lgsningsformel
af andengradsligningen (da det blev til en leerergennemgang). Men til gengeeld er
bevisets algoritme og konkret opgavelgsnings algoritme den samme. Derfor kan
der citeres for brugen af fuldsteendigggrelse af kvadratet i et konkret eksempel
som viser tilegnelsen af algoritmen hos eleven. Her tages der udgangspunkt i
GD23 (afsnit 8.5.2). Her er et citat, som fremhaever tilegnelsen af fuldsteendiggg-
relsen af kvadrattet bade geometrisk og algebraisk. GD er i gang med at lgse
x*+2-x=8. Gruppen tegner ligningen geometrisk og derefter siger den ene elev
(afsnit 8.5.2).

".det vi sd gor, det er sd hugger vi den der x-2 over, ikke? (tur 3).... Og

sa far vi den (1x) smidt over pd den der kvadrat... X2, ikke? Sddan sd,

at der pad den ene side lige bliver tilfgjet x+1 og pd den anden side

vender vi den lige om og sa tilfgjer vi ogsd den, sddan sd der stdr x+1

pd dem begge. (tur 5) ... Sa har vi x-x, sa det 1 her (tur 9)... Sd ervi

ngdt til at leegge 1-1, det er 1 (tur 11) .... men i og med vi tilfgjer 1, sd

skal der ogsa tilfgjes 1 ekstra pd den ferdige her (tilfgje 1 til hgjre

siden altsa tilfgjes til 8) (tur 13) ”
Dette viser, at GD ikke synes det er mystisk at tilfgje en veerdi for at fuldstaendig-
ggre kvadratet. Den geometriske ramme har gjort det muligt at forsta tricket i
lgsning af andengradsligninger. Den algebraiske fuldsteendigggrelse af kvadratet
naevnes ogsa af GD, hvor de ud fra den geometriske konstruktion kommer frem

til (x+1)2 = x2+1+2-1-x. Der findes ikke et direkte citat pa dette, da det er en pro-

ces hvor der laves en fejl undervejs. (se afsnit 8.5.2).

Fremstillingen af disse to forlgbs arbejde med lgsningen af andengradsligninger
muligggr sammenligningen af tilegnelsen af lgsningsmetode. Det ses tydeligt, at i
standard forlgbet virker tricket med at gange med 4a og derefter addere b2, my-
stiske, da eleven ikke ved, at det er til for at fuldsteendigggre kvadratet. Sammen-
lignet med det designet forlgb, sd har eleverne faet en forklaring pa at anden-
gradsligninger kraever et seerligt trick, som visuelt vha. den geometriske ramme,
ggr det langt lettere at tilegne sig. Med andre ord er fuldstendigggrelsen af
kvadartet handterbart, nar den geometriske ramme bruges som vaerktgj for at nd
frem til den algebraiske fuldstendigggrelse af kvadratet. Bevisets kerne i den

generelle lgsningsformel for andengradsligningen ligger i at fuldstendigggre

23 GD star for gruppen fra det designet forlgb.
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kvadartet. Derfor har en elev tilegnet sig viden om lgsning af andengradslignin-
gen, hvis han har tilegnet sig viden om fuldsteendigggrelsen af kvadratet i anden-

gradsligningslgsning.

Under beviset er det relevant at kigge pa opgaveformulerings form og se hvor
hgjt et adidaktisk potentiale der ligger i beviset. Har eleven mulighed for at vali-

dere under bevis processen?

9.1.2 Det adidaktiske potentiale i beviset

Et adidaktisk potentiale er en potentiale i en opgave, der giver eleven mulighed
for at validere lgsninger. Det adidaktiske potentiale giver altsa eleven feedback
pa lgsningsmetode, resultater og gyldigheden af disse. Et element som er med til
at forme det adidaktiske potentiale er den matematiske ramme, som leereren har
valgt at tilknytte et emne. I de to observerede forlgb blev der brugt to forskellige
rammer for udledning af den generelle Igsningsformel for andengradsligningen. |
standard forlgbet bliver den algebraiske ramme brugt. [ den algebraiske ramme
kan man validere ved at bevise eller modbevise gyldigheden af lgsninger ved
algebraen. Her er fokus pd antagelser, omskrivninger, reduceringer, opfyldelse af
biimplikationstegn. Alt i alt er der tale om bogstaveregning og matematiske ope-
rationer. Denne ramme er en af de sveere rammer for elever at arbejde med. Kig-
ger man pa beviset af den generaliseret lgsningsformel for andengradsligningen i
denne ramme sa er essensen den algebraiske fuldstaendigggrelse af kvadratet.
Dermed er fokus omskrivningen af andengradsligningen trin for trin og gyldig-
heden af biimplikationstegnet. Dermed kan gyldigheden af beviset valideres ved
at vise at implikationen fra hgjre til venstre er sand hvis og kun hvis implikatio-
nen fra venstre til hgjre ogsa er sand (se hvordan det matematisk udtrykkes).
Desuden kan gyldigheden valideres ved at indsaette det fundet udtryk af x i den

oprindelige andengradsligning og vise at det ma give nul (se fglgende).

ax* +bx+c=0= —bi\/b2—4a(3=>

b= /b2—4ac hvis og kun hvis xX= 2a
- 2a ax’ +bx+c=0

kan ogsa valideres pa fglgende
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2a

ax* +bx+c=0= a
2a

_bx~/b? —4ge Dvisogkun hvis

= — 2

e 2a a(—b—\/bz—4ac] +b(—b—\/b2—4ac)
2a 2a

2
—b+\/b2—4ac) +b(—b+\/b2—4ac]+c_0

+c=0

[ standard forlgbet bliver eleven bedt om at vise gyldigheden af beviset, hvor GS i
praktisk far at vide at de skal forklare den trinvise omskrivning. Dvs. kun den ene
implikation og ikke den anden. Derfor er der ingen adidaktisk potentiale i opga-
ven og dermed har eleven i dette miljg ingen mulighed for at validere trinenes

gyldighed.

[ det designet forlgb bruges den geometriske ramme til at bevise den generelle
lgsningsformel for andengradsligningen. I denne ramme er der et sammenspil
mellem algebraen og geometrien. Essensen i beviset er stadig fuldsteendigggrel-
sen af kvadratet. Men nu kan man visualisere den algebraiske fuldsteendigggrelse
af kvadratet vha. den geometriske fuldsteendigggrelse af kvadartet. Dette giver
flere validerings muligheder. Da algebraen er inkluderet i den geometriske ram-
me sa vil valideringen fra fgr ogsa geelde. Men derudover er det geometriske
veaerktgj en stgtte til det algebraiske bevis. Med andre ord er beviset en geome-
trisk konstruktion som kan beskrives algebraisk. Sa valideringen i beviset kan

ses ved overensstemmelse mellem algebraen og geometrien.

I det designet forlgb ndede GD ikke at bevise den generelle algoritme for lgs-
ningsformlen af andengradsligningen. Til gengeeld benyttede GD sig af algorit-
men for at lgse en konkret andengradsligning, som kan bruges til at fremhaeve
det adidaktiske potentiale, der kunne ligge i beviset. Det skyldes, at den samme
algoritme bliver brugt i bade beviset og i Igsningen af konkrette andengradslig-
ninger. Tager vi udgangspunktet i GD’s brug af algoritmen for at Igse en konkret
andengradsligning, sa kan det bemarkes (i afsnit 9.1.1), at fuldsteendigggrelsen
af kvadartet bliver fuldfgrt bade algebraisk og geometrisk. Men under lgsningen
af ligningen begar GD en fejl i antagelsen om, at (x+1)% = x2+9+2-1-x (afsnit 8.6.2
tur 17). Det bliver rettet (afsnit 8.6.2 tur 23) i og med GD ser pa den geometriske
konstruktion og ikke ser en overensstemmelse mellem den geometriske og alge-

braiske fuldsteendigggrelse af kvadartet. Dette viser, at opgaven indeholder et
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hgjt adidaktisk potentiale, der giver eleven feedback og dermed muligheden for
at validere gyldigheden af resultater.

Denne sammenligning af de to observerede forlgb viser, at beviset af lgsnings-
formlen for andengradsligningen i den geometriske ramme giver eleven stgrre
mulighed for validering. Det vil sige, at beviset i den geometriske ramme inde-

holder et hgjt adidaktisk potentiale.

I matematik er det altid muligt at validere Igsninger. Og gnsket om at eleven altid
selv skal validere lgsningerne bliver ikke altid opfyldt. Grunden er, at eleven fra
fgrste matematiktime ikke bliver opdraget med, at den adidaktiske validerings-
fase er en enestaende egenskab ved faget matematik. Derfor ma det vare laere-
rens opgave at understrege denne egenskab og systematisk fremhaeve det i for-

skellige undervisningsforlgb.

Det adidaktiske potentiale som fgrer eleven til en adidaktisk valideringsfase er et
vigtigt element for eleven og leereren. Laereren far mulighed for at se selvstaen-
dighed i elevens tilegnelse af viden i matematik. Og eleven har mulighed for at
vaere uathaengig af leereren og dermed far mulighed for at tjekke opgaver igen-

nem inden han afleverer og dermed sikrer sig gyldigheden i lgsningerne.

Selvom det adidaktiske potentiale er meget hgjt i opgaver vil der altid vaere be-
sverligheder indenfor et bestemt emne. I andengradslignings forlgb kan man
finde nogle fordele og besveaerligheder, der opstod for nogle elever i de to obser-

veret forlgb.
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9.1.3 Tabel over fordele og besvarligheder i de to forlgb

Under observationerne af de to forlgb har jeg set fordele og besveaerligheder i de

to forskellige metoder der bliver brugt i de to forlgb.

Standard forlgb Designet forlgb
"Formlen” "Algoritmen”
ax’ +bx+c=0 < da-(ax’+bx+c)=0< Wt brice0 o P2l _Co
4a’x’ +4abx+4ac=0 < 4a°x’ +4abx =-4ac <= a “ ,
(2ax)* +4abx+b=b-4ac< (Qax+b)* =b*-4ac < X’ +sx=t < x2+SX+(§) =(%) +t <
2ax+b==x\b* —4ac < 2ax=-bx+b*-4ac = ( S)z $? 4+ 47 g &+ 47
X+—| =— < x+—== =
etV b g 2 4 2 4
2a s =St 44t —s=~s" +4t
Xt—=""— < x=——"-
2 2
Fordele Fordele
- Lgsning af parameter opgaver - Andengradsligning er en ligning som lgses som en
- At kunne formlen udenad sikrer at man altid | ligning

kan lgse enhver andengradsligning.

- Man skal altid tilfgje et positivt tal (om det dob-
belte produkt er negativt eller positivt)

- Algoritmen bruges i beviset og til 1gsning af konk-
rette opgaver

Besverligheder (type fejl)
o [ brugen af formlen kan et negativt b fgre til:

* b? kan vere et problem i d (glemmer pa-
rentesen om b)

* -bkan vere et problem i selve formlen
(glemmerat---=+)

o a=11ien andengradsligning og elever tror a=0

o At glemme at det man finder i formlen er x i
den oprindelige andengradsligning

o At glemme nar a eller/og c er negative medfg-
res at (-4ac) i d bliver positiv (da---=+)/(da- - -
I _)

oat Huske formlen udenad

o Elever kan have svert ved at opfatte ++/d som
to adskilte lgsninger

o at bruge formlen til simple andengradslignin-
ger
* Nar b=0 (almindelig lignings operationer)
* Nar c=0 (brug nulreglen)
o Ingen sammenhaeng mellem beviset og lgsning
af konkrette opgaver

Besvarligheder (type fejl)
o [ brugen af algoritmen kan brgkregning veere be-
sveerlig

e nar é eller < er brgker ikke hele tal
a a

* nar s ikke er et lige tal for sa bliver% en

brek

oat huske at tilfgje (3)2 pa den anden side af lig-
2

hedstegnet (og ikke kun % )

o at huske algoritmen

o Elever kan have sveart ved at opfatte =+/s” + 4t
som to adskilte lgsninger

o Geometrisk betydning af koefficienterne a,b og c.
o d’s funktion som viser antallet af lgsninger

o at lgse parameter opgaver

_s2+4t
4

2 2
oLgseys3_3 +4tistedetfor P
2 4 2
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9.2 1dé til udfgrelse af et forlgb i andengradsligninger

De to forskellige forlgb, som jeg har observeret har jeg selv forsgg at udfgre. Det
har ikke veaeret muligt at observere alt, nar man underviser pa samme tid. Ud fra
de observerede forlgb, min egen udfgrsel af forlgbene og de type fejl elever kan
bega i hver af de to forlgb, har jeg overvejet, hvordan en elev kan tilegne sig vi-
den om andengradsligninger pa simpelvis. Kigger vi pa afsnit 9.1.3 i tabellen be-
meerkes, at fordelene i begge forlgb veegter lige meget og det samme gaelder be-
sveerlighederne. Et overvejet forlgb vil konstrueres ved kombination af elemen-
ter fra standard forlgbet og det designet forlgb. Det centrale trick i andengrads-
ligningers lgsning er fuldstendigggrelsen af kvadartet. Det indgar tydeligt i det
designet forlgb, derfor vil jeg bevare dette element som fgrer til en trinvis logisk
omskrivning i udledningen af beviset. Desuden kan man vha. den geometriske
ramme have et hgjt adidaktisk potentiale i beviset. Derudover er den generelle
lgsningsformel for andengradsligningens fordele at man har mulighed for at lgse
andre type opgaver, sdsom bestemmelsen af parametrene i andengradsligningen.
Dette element indgar i standard forlgbet, som jeg vil ogsa vil bevare. Men elevens
problematik i brugen af formlen er, at den bliver mekanisk brugt og nogle gange
glemmes det, hvad man egentlig udregner vha. formlen. Derfor vil jeg opstille en
tabel med tre forskellige tilfeelde af andengradsligningen og dens tilsvarende

letteste lgsningsmetode.

Tilfaelde ax*+bx+c=0 hvora=0 ax*+bx+c=0 hvora=0 ax*+bx+c=0 hvora=0
antag b=0 antag c =0
Lases ax*+0x+¢=0 ax’* +bx+0=0 ax’+bx+c=0
Nel‘l;(:geSt ax’+c=0 ax’+bx=0 faktoriser brug  formlen
ax? =—c x(ax+b)=0 brug nulreglen —bx~b* -4ac
, —=C x=0 eller ax+b=0 e 2a
X [ Jp—
a x=0 eller = _—b
—C a
X=% |—
a

Denne tabel viser, at det ikke altid er ngdvendigt at benytte formlen til at lgse

andengradsligninger. Desuden bliver eleven mere bevidst om at malet med form-
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len er at bestemme x. Derefter vil jeg tilkoble den grafiske ramme til bestemmel-

se af koefficienterne a,b,c og d’s grafiske betydning.

Et forlgb i et emne kan blive formet pa mange mader. Derfor er det laererens op-
gave at leere af de forlgb der udfgres og udvikle sit eget ved justeringer efter ele-
vernes behov. Laererens mal skal altid veere at tilretteleegge undervisningen, sa
eleven pa simplest vis kan tilegne sig et emne og derudover skal der veare ele-
menter, som ggr det muligt at fordybe sig i det pageeldende emne. Dette ggr, at

leereren altid er under faglig og formidlings udvikling.

9.3 Overvejelser omkring matematikundervisningen i dag

Der er mange elementer, der begraenser et emnes uddybelse. En af de betyd-
ningsfulde elementer er tiden. Man har som leerer begraenset tid til at fa eleverne
at tilegne sig kernestoffet og noget supplerende stof for at fa eleven til at opna de
afsatte2* kompetencemal. Desuden skal man som laerer ruste eleven til bade at
klare sig til en mundtlig og skriftlig eksamen. Sa derfor har begge forlgb lidt af
tidsmangel. I standard forlgbet ser eleven beviset for den generaliserede lgs-
ningsformel for andengradsligningen antagelsesvis meget fa gange. Derefter ha-
ber man som lerer, at eleven kan huske det til den mundtlige prgve for ellers
skal beviset ikke bruges. Andengradslignings lgsningsformel bliver naesten det
eneste redskab eleven kan bruge til lgsning af andengradsligninger. Leaereren
sgrger for at elever behersker formlen ved udregning af meengder af anden-
gradsligninger. Det er synd, at eleven i sddan et forlgb vil opfatte teorien og prak-
tisk opgavelgsning i andengradsligningen som to uafhaengige verdner og ikke
som en samlet enhed. I det designet forlgb var der til gengzeld et tydeligt sam-
menspil mellem teorien og praktisk opgavelgsning i andengradsligning. Det ses
at den samme algoritme bruges til bade beviset og lgsningen af konkrette opga-
ver. Her opfatter eleven teorien og praktisk opgavelgsning som en samlet enhed,
som understgtter hinanden. Det ma vare kernen i matematik, at der er en over-
ensstemmelse mellem teori og praksis. Dvs. i forleengelse med det designet for-

lgb skulle eleven lgse enhver andengradsligning vha. algoritmen og ikke formlen.

24 Fra undervisningsministeriet
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Jeg vil gnske at kunne evaluere, hvad det har betydet for eleven at gennemfgre
emnet andengradsligninger i hvert forlgb. Det kunne have varet en form for et
interview eller en test. Det har jeg desvaerre ikke haft nok tid til, men det kunne
veere veerd at undersgge. Sammenhaengen mellem teori og praksis giver eleven

mulighed for at fa en bredere forstaelse af et konkret emne.

Det kunne desuden vere veard at undersgge om algoritmen eller formlen egent-
lig har en betydning for eleven, nar der i dag bruges CAS-varktgijet til alt opgave-
lgsning. Eleven kan bare bruge solve-funktionen og sa er andengradsligningen
lgst. CAS-veerktgjet har andret opgaveformuleringen i den skriftlige eksamens-
form og dermed matematikundervisningens opgavetyper. Det er ikke laengere
det vigtigste at kunne lgse en andengradsligning, men naermere at forstd sam-
menhaengen mellem koefficienterne i andengradsligningen og muligvis toppunk-
tet, diskriminanten (parmeter opgaver), skaeringen pa y-aksen eller x-aksen . Det
vil sige malet er blevet en dybere forstdelse af ssmmenhaenge. Den skriftlige ma-
tematik eksamen har ogsa eendret form, idet der efterhdnden naesten kun er
tekstopgaver. Desuden har bedgmmelsen af besvarelser ogsa @ndret sig (se fgl-
gende citat fra uvm-hjemmeside).

"Helhedsindtrykket og pointtallet

Hidtil har der veeret reserveret 5 eller 10 point til helhedsindtryk-

ket. Fra og med sommereksamen 2010 vil helhedsindtrykket indga

i vurderingen af de enkelte spgrgsmal pa folgende made:

- Hvis besvarelsen er matematisk korrekt og samtidig er tilfredsstil-

lende, eller kun indeholder mindre vaesentlige mangler i forhold til

beskrivelsen i de 5 punkter kan der gives 10 point.

- Hvis besvarelsen er matematisk korrekt, men indeholder en del

vaesentlige mangler i forhold til de 5 punkter, kan der gives 9 point.

- Hvis besvarelsen er matematisk korrekt, men kun i minimal grad

lever op til kravene i de 5 punkter, kan der gives 8 point.”(uvm.dk)

Det ses, at en fuldsteendig korrekt matematisk besvarelse uden en forkla-

rende tekst kun kan give 80 % pointscoring.

[ denne sammenhang er det veerd at undersgge, hvordan emnet anden-

gradsligninger forholder sig til CAS-vaerktgjet og de nye kompetencemal.

CAS-varktgjet kan bade validere gyldigheden af algebraiske udtryk og konkrette
opgaver. Se den generelle lgsningsformel for andengradsligningen og validering

af andengradsligningens lgsningsformel.
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— ¢ —

- f - 3

VO —4-a c—b |,-. b4 -a c -/),|

solve((z- .12~/)' .\'ﬂ‘%),,t') > X /—( or .x j s,
2-a 2-a

2
/)*J /)2 —4-a c /J*J /)2 —4-a ¢
—_— | +h——————+=0 * true

a
2-a 2+a

2-a 2+ a

2
/)—\) b4 a ¢ /}—J/;z g
a |\ ‘/)' —‘L‘*() * frue|

Det er derfor vaerd at teenke pa, hvad hovedformalet egentlig er med, at eleven
skal kunne bevise eller lgse opgaver selv. Desuden burde man overveje spgrgs-

malet om, hvor relevant er det egentligt at sammensatte teori og praksis, nar

man alligevel bruger CAS-varktgjet.
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10. Konklusion

[ specialet var formal at belyse fuldsteendigggrelsen af kvadratets centrale be-
tydning i andengradsligningen. I et standardforlgb i stx bliver andengradslignin-
gen prasenteret udefra to rammer: algebraiske og grafiske ramme. Men nar be-
viset af den generelle lgsningsformel skal udledes begraenses redskaberne til kun
den algebraiske ramme. Det rene algebraiske ramme er besveerlig for eleven at
handtere. Derfor er der en hypotese om at eleven i et standardforlgb vil have
sveert ved de trin i beviset hvor "tricket” fuldsteendigggrelsen af kvadratet duk-
ker up. Denne hypotese blev testet i og med jeg observerede et standardforlgb
hvor emnet andengradsligningen blev gennemgaet. Under beviset blev usikker-
heden omkring "tricket” fuldsteendigggrelsen af kvadratet spredt i klasselokalet.
En gruppe elever sggte leereren for at tilegne sig viden omkring begrundelsen for
trickets eksistens i beviset. Laereren gav ikke en overbevisende forklaring andet

end at det algebraisk er meningsfuld for det ggr det muligt at isolere x.

Der kan dermed konkluderes at eleven i standard forlgbet ikke er i stand til at
tilegne sig viden om essensen i beviset, som er fuldsteendigggrelsen af kvadratet.
Det virker for eleven som et mystisk trick. Desuden var der ingen adidaktisk po-

tentiale som gav eleven mulighed for validering af beviset.

Beviset af den generelle Igsningsformel i andengradsligning bygger pa fuldsten-
digggrelsen af kvadratet. Det er utilfredsstillende, at eleven opfatter det som et
mystisk trick i standard forlgbet. Pa dette grundlag valgte jeg at designe et forlgb
som fremhaevede tricket ved hjeelp af den geometriske fuldsteendigggrelse af

kvadratet.

Den geometriske ramme inkludere bade algebraen og geometrien. Den geome-
triske fuldsteendigggrelse af kvadratet giver den algebraiske fuldsteendigggrelse
af kvadratet mening. Forklaringen pa det er at tricket bliver illustreret visuelt.
Desuden er der et hgjt adidaktisk potentiale i beviset da valideringen er dannet
af en overensstemmelsen mellem algebraen og geometrien. Eleven havde derfor

mulighed for at validere gyldigheden af beviset.

Der kan konkluderes at den geometriske fuldsteendigggrelse af kvadratet giver

eleven et ekstra redskab at underbygge forklaringer pa algebraiske operationer.
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Jeg kan selvfglgelig ikke generalisere og pastd, at et standard forlgb i anden-
gradsligningen altid vil indeholde vil det mystiske trick ved fuldsteendigggrelsen
af kvadratet. Men det designet forlgb viser, at tricket lettere kan visualiseres vha.

den geometriske ramme. Geometrien giver andengradsligningslgsningen mening.

Der er nogle fordele og ulemper ved brugen af den geometriske ramme (se afsnit
9.1.3). Men essensen er at eleven tilegner sig viden om at andengradsligningen

kraever et speciel trick som den geometriske rammer let kan illustrere.

Dermed kan der konkluderes at den geometriske ramme er et basal vaerktgj som
skal veere til radighed for eleven ved gennemgang af beviset af den generelle lgs-
ningsformel for andengradsligningen. Desuden kan opnas et hgjt adidaktisk po-

tentiale i de didaktiske miljger.

Valideringsfasen i matematik er et enestaende egenskab i faget. Eleven far nem-
lig mulighed for selv at validere og kontrollere egne lgsninger og resultater. Det

er derfor et vigtigt redskab at give eleven.

Et tak

Jeg vil takke leereren og 1.c klassen fra Falkonergardens Gymnasium, der har be-
riget mig med datamateriale. Og et tak til leereren og 2.e klassen fra @restad

Gymnasium.

Jeg vil dermed takke min vejleder professor Carl Winslgw, Institut for Naturfage-
nes Didaktik pa Kgbenhavns Universitet, for sardels god og grundig vejledning i

arbejdet med mit speciale.
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Bilag (Arbejdsark i standardforlgb)

Modul 1

3004 2012.notebook

April 30, 2012

Andogradspolynomes

Y

fobes X vk o) aflge

ebp'\U) Voksts

gl

£00 = axvhyre

famloel

a+()

apr 30-10:02

apr 30-10:11

Andengradspolynomier har altid formen  f(x)=ax” +hx +c¢,

hvor a, b og ¢ er konstanter og @ er forskellig fra nul.

Opgave | (opvarmning):
Udfyld a-, b- og c- kolonnerne ved at identificere konstanterne for hvert andengradspolyromium.

Andengradspalynomier

(De sidste to kolonner skal vi bruge senere). Af hensyn til de kommende opgaver, kar man med fordel

<

udfylde skemaet i et tegoeazkyindus, @ Dapics
Andengradspolynomium d
1. Sxymx =3x+2
2. S(x)=x' +6x+9
3. S(x)=3x +4x+2
4. S(x)=—4x" +x+1
5 Sf(x)=x -3x
5. Sx=x
7 f(x)=x' -9
Opgave 2

Tegn grafen for forskellige sodengradspolynamiar vha. grafvinduet pd dit CAS.varktej.
Formilet er at finde ud af, hvilken betydning verdierne af konstanterne a, b og ¢ har for grafens udseende.

Man kan med fordel (men det er ikke nodvendigt) oprette tre skydere i grafvinduet for let at justere pla, b og
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. slone ¢ g stejloc Q‘A‘F
D=1
fl=x"

0. 13 @30 min.

£=ax+bXe0
a>0 gm"m’“ -

RO 7}\

(yvadenfork-o)
- mlya.l:w\ Y
dslwma £l0)- aOkLO“C C

apr 30-10:28 apr 30-11:16

2) Start med f(x)=ax’
* Hvordan ser grafen ud, nir g er positiv? (Velg en positiv talvaerdi for a)
* Hvordan ser grafen ud, nir g er negativ? (Velg en negativ talvierdi for a)
*  Hvad sker der med grafens udsecende, hvis a gores storre?

b) Hvad sker der med grafens udseende, hvis vi legger c til i ligningen (sd forskriften far formen
S(x)=ax * 4 ¢)? Prov med forskellige vaerdier for c.

Betyéningen af b er ikke kelt si klar. Det vender vi tilbage til.

Opgave 3
a) Ietnyt grafvindue skal I oprette tre skydere, der kaldes fora, h og k
Inétegn grafen for funktionen med forskriften

flx)=a-(x=hF +k

b) Hvilken betyéning har a for grafens udseende (dvs. hvad sker der med grafen, nir g wndres)?
c) Hvilken betycéning har h for grafens udseende (dvs. hvad sker der med grafen, ndr b wndres)?
d) Hvilken betycning har k for grafens udseende (dvs. hvad sker der med grafen, nir & wndres)?
¢) Bestem minimum eller maksimum for grafen (med "undersog graf™).

Hvilken betyéning har & og & for grafens minimum/maksimum?

Opgave 4
Tallenehogkif(x) = a-(x — #)* 4 k kan beregnes fra ghog ci f(x) = @ - x* + bx + ¢ med en formel.

For spdangradspalynomicmns 1 opgave 1 skal I gore folgende:

2) Beregn storrelsen der kaldes disknimicanien, d wh® = 4ae (kan med fordel gores med formler i
T
. _‘ n‘J d
o) Beregn (h, k) { "% "2l . tegn grafen meé Nspire og kontroller ved at finde minimum/maksimum
2a a |
for grafen.

c) Tallet d har ogsd en anden betyéring for andengradspolynomier. Noter antal skweringspunkter med x-aksen
1den sidste kolonne : opgave |
Erder en sammenheng mellem antal skerningspunkter med x-aksen og diskrimirantans fortegn?

d) Bestem skring med y-aksen for alle furktionerne. Sammenlign meé tallet ¢
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Modul 2

0105 2012.notebook May 01, 2012

maj 1-09:57 maj 1-10:30

maj 1-10:34 maj 1-10:38
Modul 3
0205 2012.notebook May 02, 2012

maj 2-10:00 maj 2-11:45
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maj 2-10:23 maj 2-11:09
maj 2-11:10 maj 2-11:12
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maj 2-11:32

Modul 4

mai 7-09:59 maj 7-10:01

maj 7-11:00
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I skal forklare beviset for Igsninger til andengradsligninger ax? + bx 4+ ¢ = 0, hvora # 0:
—b+d
2a

For d>0 er der to lpsninger x =

For d=0 er der én lgsning x = —%
For d<0 er der ingen lgsninger

A d>0
Forklar nedenstaende omskrivninger:

ax*+bx+c=0
4a-(ax*+bx+¢)=0
4a*x? + 4abx + 4ac = 0
4a*x? + 4abx = —4ac
(2ax)? + 2+ 2ax - b = —4ac
(2ax)®* +2-2ax-b + b* = b? — 4ac
(2ax + b)? = b* — 4ac
(2ax +b)? =d

. 2ax+b=+Vd

10. 2ax = —b +Vd

11, x = 220

CENO VA WN R

B. d=0
Hvad skal justeres i de 11 punkter?

C. d<0
Hvorfor er der ingen lpsninger her?
(Hvor i de 11 punkter kan man se, at der ingen Igsninger er?)

Modul 5

0905 2012.notebook

maj 9-10:03

hvor d = b — 4ac

May 09, 2012

A @0

Forklar nedenstiande semakriningar:
1 ax*+bhr4c =0

2 da-fartebrac) =0

3. 4a%s7 4 dabe + dac =0

4. 4a*x® + 4abx = —fac
3. (2ox) +2-2ax+ b = —dac

6 (2ax) + 2 Zax b+ b7 = b - dar

svlBog

. i e g get e 4358 e scer 41
e s b e fa 00

383 hagumn 4 | panrssen. w3rven v e
P

115



& (20x)' 4 2-2ax b+ b7 = b7 - dac

7. (2ax + b)* = b* - 4ec
& Qar+b)=d

9 Zar+b=4vd

10 2ax = —b £ V@

v

- &)

1.2 =22

G ¥
o
¢
ol
@ LD T

maj 9-10:31 maj 9-10:32
maj 9-10:35 maj 9-10:36
Modul 6
1105 2012.notebook May 11, 2012
- maj 11-10:29
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maj 11-10:30 maj 11-10:41
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modul 7

1505 2012.notebook May 15, 2012
Faktoroplesning 1. haivdel af modulet: arbejasark om fakiorsering.
SR
faklorisere = oplese | fakdorer - vs. skrive som prodult af faklorer 2. havdel af mocutet '

vidensdeling | matrbarupper
De overste to gruppe 1 bytier piads med de overste o | gruppe 2 Osv.
Exsenpier =23
9=3
. 2
X+Yelx= (x+2)
Woixed = (xe1):(x92)

Asanse
Frederkke L

.Grouaﬂ

maj 14-11:58 maj 14-11:57

Faktoroplgsning

Af andengradspolynomier

Del 1 (den ene halvdel af klassen)

Bevis for se@etning 4 i Mat B1 s, 191:
For andengradspolynomiet f(x) = ax? + bx + ¢ geelder:
*  Hvis d>0 og de to rgdder kaldes for r; og ,, er faktoroplgsningen:
f)=a-(x—7r) (x—n)
* Hvis d=0 og roden kaldes for r, er faktoroplgsningen:

fx)=a-(x-r)?

i —bNT

Tip d>0: Indszet redderne r; = ﬁb;; Logr, = ”M

parenteserne sammen og reducer. Kontroller at man far ax? + bx + c.

i det faktoriserede udtryk a - (x — ;) - (x —73), gang

Tip d=0: Indst rodenr = — %i det faktoriserede udtryk a - (x — r)?, gang parenteserne sammen og

reducer. Kontroller at man fir ax? + bx + ¢ (for konstantleddet c skal | ogsa benytte at d er 0).
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Del 2 (den anden halvdel af klassen)

Bestemmelse af redder (nulpunkter) for faktoriserede andengradspolynomier.

I nogle af disse opgaver skal nulreglen benyttes: Produktet af to eller flere faktorer er nul netop hvis mindst
en af faktorerneernul,dvs. x-y=0 x=0Vy =0

a) Bestem rgdderne for andengradspolynomiet f(x) =3-(x —2) - (x +5)

b) Bestem rgdderne for andengradspolynomiet f(x) = =3 - (x — 4)?

c) Omskriv ovenstdende to andengradspolynomier pa standardformen f(x) = ax? + bx + ¢ ved at
bruge Nspire-kommandoen Expand().

d) Benyt Nspire-kommandoen Factor til at afggre om nogle af nedenstdende andengradspolynomier
kan faktoriseres
fix) =x2=5x+6, f,(x)=9x2—12x+4, f3(x) =9x2—12x+6

e) Prov selv at konstruere et andengradspolynomium uden rgdder (kan f.eks. ggres med brug af
fx)=a-(x—h)?+k)

f) I'kan kontrollere opgave a, b og e med Nspire.

modul 8

Polynomier

Et polynomium bestar af flere led og hvert led svarer til en potensfunktion, hvor eksponenten er et helt positivt tal.
Den starste eksponent blandt alle leddene kaldes polynomiets grad.

Her ses et andengradspolynomium: flx) =322 +5x—1
og et tredjegradspolynomium: flx) =23+ 7x
og et 6. gradspolynomium: f(x) = —4x% +3x5 —Bx + 2

Polynomier har en razkke egenskaber som | skal undersgge med Nspire

Opgave - Polynomier

Man kan med fordel benytte TINspire-filen “polynomiers ggenskaber.tns” — her er grafen for polynomiet
f(x) =apg+a,x + ax% + azx® + ayx* + agx’ indtegnet samt to grafen for to faktoriserede polynomier.
Vardierne for de seks koefficienter ag, @,, ..., @5 kan justeres ved at flytte en af de seks vandrette skydere.
@nsker man et polynomium med lavere grad, kan man satte vaerdien af den hgjeste koefficient til 0.

| skal finde svar pa felgende:

a) Hvilken betydning har gy for grafens udseende?

b} Hvor mange rgdder kan et polynomium have?

¢) Hvad bestemmer hvordan grafens grene vender?

d] Hvilke polynomier har en stgrste eller mindste y-vardi (dvs. et maksimum eller et minimum)?

e) Prev at forklare egenskaben i a) vha. forskriften.
f)  Prev at forklare egenskaben i b) vha. faktorisering.
g) Prev at forklare egenskaben i ¢) vha. forskriften.
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Bilag (Arbejdsark i designet)

Modul 1
Ark 1

Tegn fglgende tal/udtryk geometrisk som arealer (rektangler). Og prgv at
lgse ligninger.

1. 45

2. 33

3. 63

4. 1-13

5. 3-x=24

6. 5-x=25

7. X' =
Ark 2
Opgave 1

Tegn ligningen geometrisk og derefter lgs ligningen algebraisk.

11 5-x=20
1.2 3-x+5=20
1.3 2-x-4=8

14 4-x-12=12
1.5 5:x-20=0

Opgave 2

Seren har kgbt en rektanguleer mark, hvor afgreensningen pa den ene side
bliver begraenset af en 60 meter lang mur. Sgren ved at arealet pa marken
er 600 m? hvor lang er sa de andre sider.

(tegn problemet geometrisk og lgs ligningen algebraisk)

Sgren skal nu bruge 40 m? til at bygge et glashus. Hvor stort et areal af

marken kan han bruge til andet?
(tegn problemet geometrisk og lgs ligningen algebraisk)
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Opgave 3

Tegn ligningen geometrisk og derefter lgs ligningen algebraisk.

3.1

3.2

3.3

3.4

x> =36
x*=49=0
4x* =100
(x+1)" =16

Modul 2

Ark 3

Tegn ligningen geometrisk og derefter lgs ligningen algebraisk.

3.1
3.2
3.3
3.4

3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

(x+3)* =16
(4+x)* =36
(x=2)> =25

(10 -x)* =81
(x+5)* =30
(9-x)* =49
xX*+2:3-x+3*=9
x*+8x+4* =50
x*+25+10x=4

310 x°=2:2-x+2°=36
311 x*—18x+9> =28
312 X +36-12x=64
313 x*+14x=15
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Modul 3
Ark 4

Den generelle andengradsligning ser ud pa fglgende form
ax’ +bx+c=0

Laereren gennemgar en konkret andengradsligning netop x* +1-x = % .

(husk at lave noter nar leereren gennemgar eksemplet, benyt notarerne herunder
til uddybende forklaringer).

Palox=s
4

X +lx==
4

vha. cut-and-past ser nu ligningen ud pa fglgende

, 1 1 3
X +—X+—X=—
2 2 4
1 1
X 2 2
2 3
X +—X+—X=—
4
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Opgave 1

Tegn ligningen geometrisk og derefter lgs ligningen algebraisk (sa vidt
muligt pa samme made som lzereren har gjort). Argumenter for din besva-
relse i opgave 1.3 0g 1.5

1.1 x*+2-x=8

1.2 X +6-x=7

13 x*-6-x=-5

14 x*+3-x=4

1.5 x*+2-x=-5

1.6  x*+s-x=t
Opgave 2

[ opgave 1.6 har du tegnet ligningen geometrisk og derefter lgst ligningen
algebraisk. Skriv nu kun den algebraiske lgsningsmetode ned.

2
N

t+—
Der skal geelde noget bestemt for 4 se dit forrige argument i denne op-

gave (Vink: se dit argument fra opgave 1.5+1.6)
Opgave 3

Lgs fglgende andengradsligninger algebraisk som fgr og kontrollere dit

svar (vha. at indsaette lgsningerne i den oprindelige ligning)

31 x*+4x=12
32 x*-8x=9
33 x*+10x=-21
34 x*—-6x=-5

35 x*+4x=-6
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Opgave 4

Hvordan bliver fglgende ligninger omskrevet (forklar alle skridt)

41 2x*+4x=16 < x24+2x=8
42 5x*+30x=35 < x +6x=7
43 4x2+12x=20 < x*+43x=5

44 -3x°-9x=-15 < x*+3x=5
11 7

4s 4xX3+22x=14 < x2+—x=5

?

4.6 ax*+bx=c < x*+sx=t

47 67 +15x427=0 < x2+§x+g=o

9

48 ax’+bx+c=0 < x’+sx=t

Opgave 5

[ har i opgave 1.6 fundet frem til den generelle lgsning pd x* +s-x=¢. Hvad
er den generelle lgsningsformel pad ax® + bx+c=0 (Vink: indsaet det nye

udtryk fra opgave 4.8 i trinene fra opgave 1.6)
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