INSTITUT FOR NATURFAGENES DIDAKTIK
KUBENHAVNS UNIVERSITET

Galoisteori i gymnasiet: En
didaktisk transposition

Karina Sggaard og Sarah Kyhn Buskbjerg

Specialerapport

Juni 2007

INDs studenterserie nr. 3




INSTITUT FOR NATURFAGENES DIDAKTIK, www.ind.ku.dk

Alle publikationer fra IND er tilgeengelige via hjemmesiden.

INDs studenterserie

Nr. 1: Ellen Berg Jensen: 15-ariges viden om klimaforskelle (2007)

Nr. 2: Martin Sonnenborg: The Didactic Potential of CAS (2007)

Nr. 3: Karina Sggaard og Sarah Kyhn Buskbjerg: Galoisteori i Gymnasiet (2007)
Nr. 4: Ana Hesselbart: Mathematical reasoning and semiosis (2007)

Nr. 5: Julian Tosev: Forskningslignende situationer (2007)

Karina Sggaard og Sarah Kyhn Buskbjerg: Galoisteori i Gymnasiet

Vi vil med dette speciale gerne afpragve, hvorvidt det kan lade sig ggre at gennemfare
et undervisningsforlgb i en gymnasieklasse, hvor nogle af ideerne fra

Galoisteorien introduceres. Vi vil s°aledes lave et eksistensbevis for, at et s°’adant
forlgb kan designes og derefter gennemfgres. Specialet er falgelig at betragte som
en slags afpr@gvning af Bruners hypotese: "Any subject can be taught effectively

in some interlectually honest way to any child at any stage of development.”

(Bruner, 1960, s. 33).

INDs studenterserie bestar af kandidatspecialer skrevet ved eller i tilknytning til Institut for
Naturfagenes Didaktik. Disse drejer sig ofte om uddannelsesfaglige problemstillinger, der kan
interessere en vid kreds af undervisere, administratorer mv. bade indenfor og udenfor
universitetets mure. Derfor har vi fra og med 2007 besluttet at publicere dem elektronisk i
INDs studenterserie, naturligvis under forudsaetning af samtykke fra forfatterne. Det skal
understreges at der tale om studenterarbejder, og ikke endelige forskningspublikationer.


http://www.ind.ku.dk/

Indhold

1 Indledning

1.1
1.2
1.3

Bruners Hypotese . . . . . . . . .. ... oo
Vores didaktiske transposition . . . . . . . .. ... ... ... ..

Den empiriskedel . . . . . ... o000

2 A priori analyse med henblik pa den didaktiske transposition

2.1

2.2

2.3

Historisk tilgang . . . . . . . . . . .. .o o
2.1.1 Lagrange . . . . . . . . ... e
2.1.2 Galois . . . ..
A priori analyse med henblik pa polynomiers oplgselighed ved
rodtegn . . . . . L e
2.2.1 TIrreducible polynomier . . . . . . ... ... ...
2.2.2 Galoisgruppen for et polynomium . ... .. .. .. ...
2.2.3 Polynomiers oplgselighed ved rodtegn . . . . .. ... ..

Endeligt curriculum . . . .. ..o

3 Teorien om didaktiske situationer

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6
3.7

Didaktisk miljg . . . . . . . ...
Offentlig vs. personlig viden . . . . . . ... ... ... ... ...
Det didaktiske spil . . . . . . . ... Lo
Didaktiske og adidaktiske situationer . . . . . . . . ... ... ..
Faser i det didaktiske spil . . . . . .. ... ... L.
3.5.1 Devolution . ... ... ... .. ... .
3.5.2 Handling . .. ... .. ... .. ... ..
3.5.3 Formulering . . . . . .. ... L.
3.5.4 Validering . . . . . . .. ...
3.5.5 Institutionalisering . . . . . . . .. ... ... L.
3.5.6 Sammenhaseng mellem faserne . . . . ... ... ......
Aktgrernes roller i det didaktiske spil . . . . . ... ... .. ...

Degenererede situationer . . . . . ... ..o oL

4 Den interne didaktiske transposition

4.1

Makrodidaktiske overvejelser . . . . . . ... ... ... ... ..

> ot ot G

11
14

15
16
17
18
19

21
21
22
23
25
26
26
27
27
27
27
28
29
29



4.2 Mikrodidaktiske overvejelser . . . . . .. ...

4.2.1 Tilsigtet viden -

kompetencer - kunnen . . . . . . ... ..

4.2.2 Skematisk oversigt over modul 1 . . . . . .. .. ... ..

4.2.3 Beskrivelse af skema for modul 1 . . . . . . ... ... ..

4.2.4 Skematisk oversigt over modul 2 . . . . ... ... L.

4.2.5 Beskrivelse af skema for modul 2 . . . . . . ... ... ..

4.2.6 Skematisk oversigt over modul 3 . . . . ... ... ...

4.2.7 Beskrivelse af skema for modul 3 . . . . . . ... ... ..

5 Den didaktiske kontrakt

5.1 Fire dimensioner af den didaktiske kontrakt . . . . . . . ... ..

5.1.1 Det matematiske domaene . . . . . . ... ... ..
5.1.2 Den didaktiske status . . . . ... ... o000
5.1.3 Karakteristik af den didaktiske situation . . . . . . . . ..
5.1.4 Uddeling af ansvar . . . . . ... ... ... ........
5.2 Niveauer af den didaktiske kontrakt . . . .. ... ... .. ...
5.3 Et paradoks i den didaktiske kontrakt . . . . ... ... ... ..
5.4 Effekter af den didaktiske kontrakt . . . . .. .. ... ... ...

5.4.1 Topaze-effekten

5.4.2 Jourdain-effekten . . . . . . . . . .. ...
5.4.3 Metakognitivt skift . . . . ... ..o

5.4.4 Uheldig brug af analogier . . . .. ... ... ... ....

5.4.5 Misforstaet behov for sendring . . . . . .. ... ... ..

5.4.6 Elevgenererede effekter . . . . ... ... ... ... ...

5.5 Leererens rolle i undervisningssituationer . . . . . . . .. .. ...

5.6 Reproducerbarhed af undervisningssituationer . . . . . . . . . ..

6 Metodologi

7 A posteriori analyse af undervisningsforlgbet

7.1 Forhindringer for gennemfgrelse af det planlagte . . .. .. ...

7.2 Forlgbet i1 korte track .

7.2.1 Forlgbet af modul 1 . . . . .. .. ... ... ... ...
7.2.2 Forlgbet aflmodul 2 . . . . . . ... ... ... ..
7.2.3 Forlgbet afmodul 3 . . . . . . ... ... ... ... ...

63
63
63
64
64
64
65
65
66
66
66
66
66
67
67
67
68

71



7.3 Kendt vs. ukendt viden . . . . . ... ... 79

7.4 Uudnyttet adidaktisk potentiale . . . . . . . ... ... ... ... 80
7.4.1 Problemer med faktorisering . . ... .. ... ... ... 81

7.5 Kendt viden som forberedelse af ny viden . . . ... .. .. ... 84
7.6 Ny kontrakt etableres ved brud pa den eksisterende . . . . . . . . 86
7.7 Handtering af elevernes usikkerhed ved brud pa kontrakten . .. 87
7.8 Institutionalisering ved samtaler med eleverne . . . . . . . . . .. 88
7.9 Fordeling af ansvar . . . . . .. ... Lo oo 89
7.10 Forsteerkning af institutionaliseret viden for at undga fejl . . . . 92
7.10.1 Opheaevelse af potens . . . . . . ... .. .. ... ..... 92

7.10.2 Faktorisering . . . . . . . . ... ... 93

7.11 Uheldige effekter ved kontrakten . . . . . ... ... ... .... 94
7.11.1 Topaze-effekt . . . . . . . ... .o L. 94

7.11.2 Kontraktens pavirkning af eleverne . . . . . . . . ... .. 95

7.12 Reproducerbarhed af forlgbet . . . . . . . .. ... ... ... .. 100
7.13 Variationer af forlgbet . . . . . . . .. ..o 102

8 Afrunding 105
8.1 Processen . . . . .. ... 105
8.2 Bruners hypotese . . . . . . . ... Lo o 106

A Galoisteori 107
A.1 Grundlzeggende definitioner og begreber . . . . . .. ... .. .. 107
A.2 Automorfier og Galoisgrupper . . . . . . ... ... 112
A3 Galoisresolventer . . . . . ... ... 120
A.4 Oplgselighed ved rodtegn . . . . . ... .. ... ... ...... 129
A5 Galoisteoriens hovedseetning . . . . . . . ... ... 148

B Undervisningsmanual 159
B.1 Modul 1, mandag d. 23/10-2006 kl. 12.10-13.50 . . . . . ... .. 159
B.2 Modul 2, tirsdag d. 24/10-2006 kl. 8.00-9.40 . . . . . .. ... .. 163
B.3 Modul 3, torsdag d. 26/10-2006 kl. 8.00-9.40 . . . . . . .. .. .. 169

C Noter og overheads 175



D Transskription 195

D.1 Modul 1 . . . . . . 195
D.2 Modul 2 . . . . . . . 210
D.3 Modul 3 . . . . . . . e 237
E Referencer 261



1 Indledning

1.1 Bruners Hypotese

Vi vil med dette speciale gerne afprgve, hvorvidt det kan lade sig gore at gen-
nemfgre et undervisningsforlgb i en gymnasieklasse, hvor nogle af ideerne fra
Galoisteorien introduceres. Vi vil saledes lave et eksistensbevis for, at et sadant
forlgb kan designes og derefter gennemfgres. Specialet er fplgelig at betragte som
en slags afprgvning af Bruners hypotese: "Any subject can be taught effectively
in some interlectually honest way to any child at any stage of development.”
(Bruner, 1960, s. 33). Bruner forsggte selv i lgbet af seks uger at undervise fire
velbegavede otte-arige bgrn i andengradsligninger (Bruner, 1966, s. 56ff). Gym-
nasieelever kan ikke umiddelbart forventes at have forudssetninger for at lsere
Galoisteori, men det er imidlertid ikke uteenkeligt, at vi kan komme sa langt, at
eleverne kan fa et indblik i den oprindelige anvendelse af teorien, der var steerkt

relateret til ligningsl@gsning.

1.2 Vores didaktiske transposition

Arbejdet med at designe undervisningsforlgbet udggr den fgrste del af specialet.
Inden vi nar frem til det endelige undervisningsforlgb kreeves en stor meengde
forberedende arbejde, idet der er lang vej fra den matematiske teori - som den
foreligger i moderne litteratur - til en form, der skal kunne tilegnes af gym-
nasieelever. Derfor vil vi indledningsvis beskrive den didaktiske transposition,
der er en flytning og omformning af viden fra én form til en anden. I vores
tilfeelde vil vi tage udgangspunkt i historiske kilder og Galoisteorien, som den
preesenteres pa universitetsniveau, og pa denne baggrund designe et undervis-

ningsforlgb til gymnasiet.
Transposition bestar for vores vedkommende af tre trin (figur 1).

I trin 1 er formalet at na frem til en gennemarbejdet preesentation af udvalgte
dele af Galoisteorien. Praesentationen tager afseet i videnskabsfaget, hvor vi ud
over den moderne Galoisteori vil betragte den fgrste udvikling af Galoisteorien.

Idet vi gar tilbage til historiske kilder fra videnskabsfaget, kan vi fa en forstaelse
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Figur 1: Vores didaktiske transposition.

for teoriens oprindelige formal og grundlaeggende ideer, der var baseret pa teorien
om ligningslgsning. Trin 1 er veesentligt, idet processen skal give os et overblik
over Galoisteoriens hovedresultater. Med udgangspunkt heri, vil vi i trin 2 skabe
et curriculum ud fra de udvalgte dele af Galoisteorien. Dette curriculum skal
veere en liste indeholdende de emner, hvoromkring det endelige undervisnings-
forlgb skal opbygges. I trin 3 vil vi beskrive designet af undervisningsforlgbet.
Vi vil her analysere, hvordan den tilsigtede viden kan tilegnes ved hjxlp af
forskellige undervisningssituationer, der gradvist kan udvikle elevernes kompe-
tencer. Desuden vil vi analysere, hvordan eleverne skal opna hver enkelt del af
den tilsigtede viden. Vi vil bygge undervisningssituationerne op pa baggrund af
teorien om didaktiske situationer, udviklet af den franske matematikdidaktiker

Guy Brousseau. Denne teori vil vi beskrive i afsnit 3.

1.3 Den empiriske del

Den anden del af specialet bestar af en afprgvning af det designede undervis-
ningsforlgb, samt en a posteriori analyse af dette. I analysen vil vi specielt rette
vores fokus mod den didaktiske kontrakt, der beskrives i afsnit 5. Vi vil anal-
ysere, hvordan undervisningssituationerne forlgber i praksis i forhold til vores

a priori analyse. Herudover vil vi vurdere, hvorvidt forlgbet er reproducerbart



og diskutere om forlgbet med stgrre elle mindre forbedringer og variationer kan
veere egnet til videre brug. I relation til Bruners hypotese vil vi se pa, om vores
undervisningsforlgb rent faktisk kan bruges som et eksempel pa, at hypotesen
holder.

Den empiriske del af specialet, altsa afprgvning af forlgbet kommer til at finde
sted pa Virum Gymnasium, hvor vi har faet kontakt med Christian Holst, der
underviser et hold med toarigt hgjniveau i matematik og synes, at vores pro-
jekt lyder interessant. Holdet bestar af otte elever, der alle er pa deres tredje
ar i gymnasiet. Vi er pa forhand blevet informeret om, at eleverne er seerligt
interesserede, og at deres niveau er et godt stykke over middel. Endvidere har
vi som en forudsaetning, at holdet har faet introduceret gruppebegrebet og i den
forbindelse som et eksempel set pa gruppen af permutationer af tre elementer.
Vi har faet tildelt en uges matematikundervisning, svarende til tre moduler a
100 minutter, hvori der indgar en pause pa fem minutter. Formidlingen af un-
dervisningen vil fungere saledes, at Karina patager sig rollen som leaerer og Sarah

rollen som observatgr. Ingen af os har erfaring med at undervise.

Vi har valgt at skrive dette speciale som et gruppespeciale. Dette har givet
os mulighed for at kaste os over et mere omfattende stykke arbejde, hvilket vi pa
forhand antog, dette speciale ville blive. Det vil ogsa veere en fordel at samarbe-
jde i forbindelse med afprgvningen af undervisningsforlgbet, hvor vi saledes selv
kan agere bade underviser og observatgr. Specialet er udarbejdet i teet samarbe-
jde, dog har vi besluttet, at Karina har ansvaret for afsnit 2-4 samt appendiks
A.1-A.3, og Sarah har ansvaret for afsnit 5-7 samt appendiks A.4-A.5. Derudover
har vi begge ansvaret for afsnit 1 og 8 samt appendiks B-D.






2 A priori analyse med henblik pa den didaktiske

transposition

I dette afsnit vil vi analysere de dele af Galoisteorien, som vi har gennemarbejdet
i appendiks A, med henblik pa at na frem til et curriculum for vores undervis-
ningsforlgb. Vi betragter den del af Galoisteorien, der omhandler polynomiers
oplgselighed ved rodtegn. Dvs. om rgdderne til et polynomium kan findes ved
rodtegn, altsd om der findes en formel til bestemmelse af rgdderne til et poly-
nomium. Dette betyder populeert sagt, at vi vil se pa, hvorvidt rgdderne til et
givet polynomium kan udtrykkes ved hjalp af de fire klassiske regneoperationer
benyttet pa elementer i koefficientlegemet, samt lgsninger til ligninger af formen
2" = a (cf. appendiks A.4). Vi vil beskaeftige os med denne del af Galoisteorien,
fordi den omhandler ligningslgsning, som gymnasieelever arbejder meget med i
lgbet af deres skoletid. I gymnasiet fokuserer man specielt pa lgsning af anden-
gradsligninger og visse tredje- og fjerdegradsligninger. Galoisteorien kan anven-
des til at afggre, hvorvidt et polynomium er oplgseligt ved rodtegn (cf. seetning
A.68, appendiks A.4). Vi vil felgelig arbejde med denne anvendelse af Galois-
teorien, idet den bygger pa elevernes kendte viden om ligningslgsning. Desuden
vil eleverne have mulighed for at se eksempler pa konkrete polynomier, der er
henholdsvis oplgselige og ikke-oplgselige. Da eleverne jo kender lgsningsformlen
til bestemmelse af rgdderne til andengradspolynomier, kan vi med udgangspunkt
heri anskue polynomier af hgjere grad, hvis rgdder ikke kan bestemmes ved en
tilsvarende lgsningsformel. Mere generelt vil det veere interessant for eleverne at

se korollar A.74 (appendiks A):

Rg@dderne til et n’tegradspolynomium kan altid findes ved
rodtegn, hvis n < 5, hvorimod de ikke generelt kan findes

ved rodtegn, hvis n > 5.

For, ved hjxlp af Galoisteori, at kunne afggre om et polynomium er oplgseligt

ved rodtegn, skal eleverne kunne anvende seetning A.68:

Galoisgruppen for polynomiet f(x) over grundlegemet K er

oplgselig, hvis og kun hvis f(z) er oplgseligt ved rodtegn.



Vores oprindelige mal var, at eleverne desuden skulle igennem et bevis for denne
seetning. Typisk benyttes Galoisteoriens hovedsaetning i beviser for seetning A.68
(cf. f.eks. Jensen, 2001, s. 3.8-3.9), og denne saetning er i sig selv et meget stort
resultat med mange abstrakte begreber (cf. ssetning A.81, appendiks A.5). Be-
viset for ssetning A.68 ville derfor blive alt for langt til vores undervisningsforlgb,
idet der kreeves store maengder forberedende teori. Derfor er de typiske beviser
for satning A.68, der benytter Galoisteoriens hovedsaetning, uegnede til vores
brug. Figur 2 illustrerer, hvor meget teori (ssetninger) vi har skullet bruge til at

vise Galoisteoriens hovedsatning og ssetning A.68.

Med henblik pa at undga for mange nye abstrakte matematiske objekter i under-
visningsforlgbet, har vi valgt at se naermere pa den historiske udvikling af Galois-
teorien. Matematikerne havde dengang langt faerre forudsaetninger end forskere,
der skriver den moderne litteratur. Gymnasieelevers tankegang vil derfor vaere
neermere de tidligere matematikeres end moderne forskeres. Derfor forestiller vi
o0s, at eleverne maske bedre vil kunne forholde sig til teorien, som den fremstod
oprindeligt. Af den arsag har vi arbejdet med historiske kilder fra algebraen,
for pa denne vis at forsgge at hente inspiration til designet af et gymnasieegnet

undervisningsforlgb.

2.1 Historisk tilgang

Galoisteorien blev udviklet pa baggrund af ligningslgsning og i sserdeleshed
spgrgsmalet om, hvorvidt man kunne finde rgdderne til polynomier af grad storre
end eller lig 5 ved rodtegn. Dette spgrgsmal optog mange matematikere i begyn-
delsen af 1800-tallet, bl.a Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Niels Henrik Abel
(1802-1829) og Evariste Galois (1811-1832) var pioneere pa omradet. Det var
fgrst i 1824, at Abel gav et fuldsteendigt bevis for, at et generelt femtegradspoly-
nomium ikke er oplgseligt ved rodtegn, og dermed at et generelt polynomium af

grad n for n > 5 ligeledes ikke er oplgseligt ved rodtegn (Abel, 1826).

10
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Figur 2: Strukturen i appendiks A.

2.1.1 Lagrange

Lagrange udgav i slutningen af 1700-tallet en artikel (Lagrange, 1770-1771)
omhandlende ligningslgsning. Her analyserede han metoder til lgsning af tredje-
og fjerdegradsligninger i et forsgg pa at benytte disse metoder til lgsning af

ligninger af hgjere grad. Vi fandt denne artikel interessant, idet Lagrange var
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den forste, der implicit s& pa grupper af permutationer af rodder til polynomier.
Lagrange arbejdede med permutationsgrupper pa den made, at han fandt ratio-
nale udtryk i rgdderne til et givet polynomium for dernzest at undersgge, hvilken
delmaengde af alle mulige permutationer af rgdderne, der fikser veerdierne af disse
udtryk. Lagrange analyserer som sagt i de fgrste dele af sin artikel metoder, som
tidligere matematikere havde benyttet, til at finde lgsningsformler til ligninger
af grad 3 og 4. Han viser sa, at ingen af disse metoder kan anvendes pa den
generelle femtegradsligning. Senere i artiklen deducerer han, ud fra sine under-
sggelser, at alle metoderne kan reduceres til konstruktion af hjalpeligninger, der
har lavere grad end den oprindelige, og hvis rgdder er rationale funktioner af
rgdderne i den oprindelige ligning. Det er disse hjzlpeligninger, der saetter den
oprindelige ligning i stand til at kunne lgses. Ideen er, at udtrykke lgsningerne
til hjeelpeligningen som rationale udtryk i lgsningerne til den oprindelige (Bash-
makova & Smirnova, 2000, s. 100-106). Dette kraever lidt mere forklaring: Vi

betragter altsa polynomiet
f@)=a"+aa" " + - Fan 1+ an,
der har rgdderne x4, ..., z,. Vi lader sa

y=p(x1,....,Tp)

veere en rational funktion af rgdderne xq,...,x,. Hvis veerdien af y fikses af
samtlige permutationer af 1, ..., z, (dvs. under hele S,,), sa viser Lagrange, at
y = p(z1,...,x,) kan udtrykkes rationalt ved hjelp af ay, ..., a,. Vi antager sa,
at y = ¢(x1,...,x,) antager k veerdier, yi, ..., yx under permutation af xy, ..., x,.
Sa er yi,...,yr rodder i en ligning af grad k, hvis koefficienter kan udtrykkes

rationalt i ay, ..., a,, nemlig ligningen

=—y)y—w) - y—w) =y =+ )+ (D e

Ovenstaende polynomium kaldes en resolvent. Koefficienterne til polynomiet er
symmetriske funktioner af rgdderne 1, .., z,,, hvorfor de kan udtrykkes rationalt
iaiy,..,a, (Hovedssetningen om symmetriske polynomier). Generelt er k = n!,
men i visse tilfeelde er k& < n. Graden k athasenger altsa af antallet af veerdier,

som y = ¢(x1, ..., x,) antager under permutationerne i .S, .

12



Lagrange finder altsd ud af, at lgsning af ligninger ved rodtegn afhsenger af
gruppen af permutationer af redderne og undergrupperne af denne gruppe (Bash-
makova & Smirnova, 2000, s. 100-106; Katz, 1998, s. 619-621). Dog skal vi be-
maerke, at Lagrange ikke benytter ordet "gruppe”. Lagrange betragter til oven-

staende den simple funktion af rgdderne

t =1+ are +alrz + -+ a" lay,

hvor ™ =1, a # 1. Lad nu 6 = t". Dette 0 er invariant under en undergruppe
H af Sy, hvor H er cyklisk. Hvis ligningen har en cyklisk gruppe, kan ligningen
altsa lgses ved hjzlp af denne hjelpeligning. Men hvis gruppen har orden n!, vil
0 antage %’ = (n — 1)! veerdier, dvs. disse veerdier er rgdder i en ligning af grad
(n—1)!. For n = 3 tilfredsstiler vaerdierne altsa en ligning af grad (3-1)!=2, og for
n = 5 tilfredsstiller veerdierne en ligning af grad (5-1)!=24. Men da vi behgver
en hjalpeligning af lavere grad end den oprindelige, viser denne metode, at tred-
jegradspolynomiet er oplgseligt ved rodtegn, men at metoden ikke kan benyttes
til at afggre, hvorvidt femtegradspolynomiet er oplgseligt ved rodtegn. Lagrange
finder ogsa, at fjerdegradspolynomiet er oplgseligt ved rodtegn, idet han ved
en anden metode finder en resolvent, der antager 3 vaerdier ved permutation;
denne metode kan heller ikke benyttes i femtegradstilfaeldet. Efter overvejelser
vedrgrende forskellige funktioner af rgdderne, erkender Lagrange, at han ikke
kan finde en metode til bestemmelse af en hjelpeligning, med lavere grad end
den oprindelige, for den generelle femtegradsligning. Derfor kan metoden, hvor
rgdderne til polynomiet findes ved hjezlp af en resolvent, altsa ikke bruges til

n =>5.

Vores overvejelser vedrgrende anvendelsen af metoder fra Lagranges tekst gik
pa, at lade eleverne prgve at finde forskellige rationale udtryk i rgdderne til
polynomier af en given grad n, og derefter anvende samtlige permutationer i S,
pa udtrykkene og afggre, hvilke af disse permutationer, der fikser udtrykkene.
Her ville eleverne kunne komme til at arbejde meget med anvendelsen af konkrete
permutationer. De ville ogsa selv kunne opdage, at det er umuligt at finde en eg-
net hjeelpeligning for et polynomium af grad stgrre end eller lig 5. Vi syntes dog,
det var et problem at finde ud af, hvordan eleverne skulle opna viden omkring

sammenhangen mellem disse hjzlpeligninger og det faktum, at et polynomium

13



er oplgseligt ved rodtegn. Derfor gik vi helt bort fra ideen om at lade eleverne

arbejde med hjalpeligninger.

2.1.2 Galois

Vores forsgg pa at finde et bevis for saetning A.68, hvor vi kunne komme uden om
sa mange af de moderne abstrakte begreber som muligt, forte til, at vi begyn-
dte at studere Galois’ bergmte artikel (Edwards, 1984, s. 101-113). Galois er den
fgrste, der eksplicit indfgrer permutationsgrupper og benytter disse i spgrgsmalet
om, hvorvidt et polynomium er oplgseligt ved rodtegn. Galois’ artikel er dog i
sig selv meget sveert tilgeengelig, da beviserne er fyldt med store huller. Derfor
har vi mattet hente hjeelp i sekundeerlitteraturen, hvor hullerne i Galois’ beviser
bliver udfyldt (Edwards, 1984; Radloff, 2002; Tignol, 1988).

Galois er den fgrste, der benytter ordet gruppe for en maengde af permutationer
af de n rgdder til et n’tegradspolynomium f(z) (med koefficienter i et legeme
K), og han bemarker, at en sadan gruppe er lukket under sammensaetning.
Herefter beskriver han Galoisgruppen for polynomiet. Hertil benytter han en
funktion V af rgdderne, der antager n! veerdier under permutation af redderne.
Dette V kalder vi en Galoisresolvent (cf. appendiks A.3). Galois viser sa, at alle
rgdderne kan udtrykkes som en rational funktion af V. Han betragter herefter et
irreducibelt polynomium med koefficienter i K, der har V' som rod (Irr(V, K)),
og viser, at rodderne til f(x) ogsa kan udtrykkes som en rational funktion af de
andre rgdder til Irr(V, K). Nu definerer Galois den gruppe, som vi i dag kalder
Galoisgruppen. Denne gruppe bestar af permutationer, der sender rgdderne til
f(x) over i de rationale funktioner af redderne til Irr(V, K) (dvs. de sendes over
i rgdder til f(z)). Den forste seetning, som Galois viser, svarer moderne til, at
fixpunktsmaengden af Galoisgruppen for f(z) over K er lig K. Nu viser Galois,
at hvis man udvider K med en rod 7 til en hjalpeligning af grad p, hvor p er et
primtal, sa vil det enten ikke sendre pa Galoisgruppen, eller man vil fa en ny Ga-
loisgruppe, der har indeks p i den oprindelige Galoisgruppe. Derudover bemaerker
han uden bevis, at hvis man udvider K med alle rgdderne til hjeelpeligningen, vil
den nye Galoisgruppe veere normal i den oprindelige. Endelig viser Galois, at et

polynomium er oplgseligt ved rodtegn, netop nar dets Galoisgruppe er oplgseligt.
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Galois’ beviser er som tidligere naevnt fyldt med huller, som man ngdvendigvis
ma udfylde, hvilket vi har gjort i appendiksene A.3 og A.4. For at udfylde disse
huller matte vi ty til den moderne algebra, hvilket jo netop var vores mal ikke at
gore. Det blev derfor klart for os, at vi pa ingen made kunne fa gymnasieelever
til at arbejde med beviset, hvorfor vi endte med helt at se bort fra beviset for

saetning A.68.

Vores naeste overvejelse var blot at praesentere s@tning A.68 for eleverne uden
bevis. Dette ville kraeve, at eleverne fik kendskab til oplgselige grupper. Vi ar-
bejder selv i appendiks A.1 og A.4 med to forskellige definitioner af en oplgselig
gruppe. Begge disse definitioner kraever kendskab til normale undergrupper samt
hhv. abelske faktorgrupper og gruppeindeks. Da vi i vores undervisningsforlgb
ikke vil bruge lang tid pa at definere nye begreber, ender vi ogsa med at udelukke
oplgselige grupper og dermed sztning A.68 helt. Dvs. vi vender nu vores fokus

mod polynomiers oplgselighed ved rodtegn.

2.2 A priori analyse med henblik pa polynomiers oplgselighed
ved rodtegn

Som nzevnt i begyndelsen af afsnit 2 var et af vores mal, at eleverne skulle opna
viden om korollar A.74. Men da ssetning A.68 er en vigtig del af beviset for dette
korollar, er de ngdvendige redskaber til at gennemfgre beviset ikke tilgaengelige

for eleverne. Derfor vil vi blot prassentere korollar A.74 for eleverne uden bevis.

Vi bestemte os nu for at fokusere mere pa polynomiers oplgselighed ved rodtegn.

Her er vores mal, at eleverne skal se seetning A.76 (appendiks A.4):

Lad f(z) veere et irreducibelt polynomium af primtalsgrad p og lad
f(x) have koefficienter i Q . Hvis f(z) har praecist p—2 reelle rodder,
geelder der for spaltningslegemet M, at Gal(M/Q) ~ S, og f(x) er
derfor ikke oplgseligt ved rodtegn for p > 5.

Vi synes denne saetning er velegnet til forlgbet, idet den viser, at visse polynomier
ikke er oplgselige ved rodtegn. Eleverne méa dog se seetningen uden bevis, idet
vi ikke kan gennemfgre beviset uden at se pa bl.a. normale legemsudvidelser og

transitive undergrupper. Desuden er beviset meget langt, idet det benytter sig af
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mange andre szetninger (cf. appendiks A.4). For at eleverne skal kunne anvende

seetningen, skal de besidde viden om fglgende:
- Irreducible polynomier.
- Galoisgruppen for et polynomium.

- Polynomiers oplgselighed ved rodtegn.

2.2.1 Irreducible polynomier

I undervisningsforlgbet vil vi kun definere irreducibilitet af polynomier inden
for Z. Begrundelsen for dette er, at vi kun vil arbejde med polynomier med
koefficienter i Z, og at defininitionen af irreducibilitet inden for Z er betydeligt
simplere, end hvis vi definerer irreducibillitet inden for Q (appendiks A.1). Det
er nemlig kun 1 og —1, der er invertible konstanter i Z, dvs. de eneste trivielle
faktoriseringer af et polynomium f(z) inden for Z er 1- f(z) og —1- f(x). Hvis
vi derimod taler om irreducibilitet inden for Q, er de invertible konstanter langt
flere, f.eks. er 2 her en invertibel konstant, hvorfor eksempelvis 2 - (2% — 2) er
en triviel faktorisering af 222 — 4. Idet der i ssetning A.76 kreeves irreducibilitet
inden for Q, vil vi altsa sendre dette, til at polynomiet skal have koefficienter i
Z i vores praesentation af seetningen. For at lette definitionen af irreducibilitet
yderligere vil vi desuden kun se pa normerede polynomier. Saledes behgver vi kun
gore eleverne opmaerksomme pa, at faktoriseringen 1- f(x) ikke betyder, at f(x)
er reducibelt, og at f(z) = 1 ikke er irreducibelt. Definitionen af irreducibilitet

inden for Z, som vi gnsker eleverne skal kunne beherske, er altsa fglgende:

Hvis et polynomium, hvor koefficienten til hgjestegradsleddet er 1,
ikke kan faktoriseres ud i polynomier af lavere grad, der har koef-
ficienter i Z, kaldes polynomiet irreducibelt inden for Z; hvis det
kan, kaldes det reducibelt inden for Z. Dog gelder, at faktoriserin-
gen 1- f(x) ikke betyder, at f(z) er reducibelt, samt at f(x) = 1 ikke

er irreducibelt.

Da vi gnsker, at eleverne skal kunne anvende seetning A.76, er det ngdvendigt, at
de kan afggre, om et konkret polynomium er irreducibelt inden for Z. De poly-

nomier, for hvilke man kan anvende seetning A.76, er jo netop ikke oplgselige
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ved rodtegn, hvorfor det ikke vil veere muligt for eleverne at bestemme rgdderne
ved hjelp af metoder, som de kender. Derfor kan eleverne ikke afggre, hvorvidt
sadanne polynomier er irreducible ud fra ovenstaende definition. Til hjeelp vil
vi derfor se pa Eisensteins irreducibilitetskriterium, der er meget anvendeligt i
denne sammenhaeng. Det er en velegnet saetning, idet den er umiddelbart tilgeen-
gelig for gymnasieelever. Beviset for seetningen er et rent talteoretisk bevis, der

ligeledes er tilgeengeligt for eleverne (seetning A.14, appendiks A.1).

2.2.2 Galoisgruppen for et polynomium

Idet eleverne skal kende Galoisgrupper for polynomier, synes vi specielt at ar-
bejdet med permutationsgrupper er vigtigt. Vores mal er her, at fa eleverne til
at tilegne sig viden om permutationsgruppen S,,. Eleverne kan let arbejde med
de mindste permutationsgrupper, altsa Ss og S3, og herudfra opna viden om
Sy. Arbejdet med permutationsgrupper skal danne grundlaget for indfgrelsen af

Galoisgrupper.

I den moderne litteratur er Galoisgrupper defineret ved hjalp af automorfier
og legemer, herunder spaltningslegemer (definition A.31, appendiks A.2). Da vi
jo vil forsgge at indfgre sa fa nye abstrakte begreber som muligt, vil vi gerne de-
finere Galoisgruppen uden at indfgre automorfier og spaltningslegemer. Vi mener
ogsa, at definition A.31 er sveer at forsta, hvis man ikke kender de to begreber
godt. Et af vores mal er desuden, at eleverne skal prgve at bestemme en Galois-
gruppe for et givet polynomium, hvilket vi vurderer vil vaere uhyre vanskeligt
for eleverne ud fra denne definition. Derfor skulle eleverne praesenteres for den

mere utraditionelle definition af Galoisgruppen for et polynomium:

Lad f(z) € Q[X] veere et n’tegradspolynomium med lutter simple
rgdder aq, ..., an. En permutation o € S, af rédderne ligger i Galois-
gruppen for f(x) over Q, hvis folgende gaelder:

For ethvert polynomium g(x1, ..., z,) € Q[X] i n variable, hvor

glag,...,a,) =0,vil g(o(ay), ...,0(an)) = 0.

I denne definition mangler eleverne kendskab til polynomier i flere variable, og
det faktum, at et polynomium af grad n har n komplekse rgdder, dvs. viden om

komplekse tal og Algebraens Fundamentalsaetning (fremover kaldet AFS). For at
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undgé at tale direkte om polynomier i flere variable, hvor rgdderne indseettes, vil
vi i stedet tale om udtryk i de forskellige rodder a1, ao, ..., a, til et polynomium.
Ved hjeelp af viden om permutationer, kan eleverne nu permutere rgdderne i
disse udtryk og afggre om veerdien af udtrykket sendres eller fikses. Herved kan
eleverne opna viden om, hvilke permutationer der ligger i Galoisgruppen for et

polynomium.

Komplekse tal er et emne, der er meget egnet til brug i gymnasiet. For at kunne
lgse samtlige andengradsligninger krzeves blot, at man ser, at v/—1 = i. Der-
for er det et emne, eleverne let kan arbejde selvsteendigt med. AFS er ikke i sig
selv sveer at forsta for gymnasieelever, men beviset er meget langt (cf. Poulsen &
Thomsen, 2001, s. 487-494), og der kraeves igen mange forudsaetninger, som elev-
erne ikke besidder, for at beviset kan gennemfgres. Derfor er beviset ikke velegnet
til vores undervisningsforlgb. Ved hjalp af de komplekse tal og lgsningsformlen
til andengradsligninger kan eleverne let se, at AFS galder for n = 2 og derved

fa en intuitiv forstaelse for, at setningen geelder for alle n € N.

2.2.3 Polynomiers oplgselighed ved rodtegn

Polynomiers oplgselighed ved rodtegn er defineret pa fglgende made: Et polyno-
nium f(z) € K[X] er oplgseligt ved rodtegn, hvis det har en rod i en radikalud-
videlse af K. Denne definition er meget abstrakt, men indholdet betyder blot,
at man kan udtrykke rgdderne til f(z) ved hjeelp af addition, subtraktion, mul-
tiplikation og division af elementer i K samt lgsninger til ligninger pa formen
"™ = a. Dette kender eleverne fra lgsningformlen til bestemmelse af rgdder til an-
dengradspolynomier, dog ikke enhedsrgdder, som man far ved at finde samtlige
Igsninger til ™ = a, a > 0. Enhedsrgdder kan dog let indfgres i forbindelse med
komplekse tal. Derfor vil vi tale om lgsningsformler i stedet for oplgselighed ved

rodtegn.

P& grund af ovenstaende betragtninger vil vi praesentere saetning A.76 for elev-

erne som (sasetning B.29, appendiks B.3):

Et irreducibelt polynomium f(z) med koefficienter i Z af grad p > 5,

hvor p er et primtal, der har praecis p — 2 reelle rgdder, har S, som
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Galoisgruppe, og man kan derfor ikke finde en formel til bestemmelse
af rodderne til f(x).
2.3 Endeligt curriculum

Vores a priori analyse med henblik pa den didaktiske transposition, som vi har
beskrevet i de foregaende afsnit, medfgrer, at vores endelige curriculum bliver

fglgende:

e Komplekse tal, herunder Algebraens Fundamentalsaetning.

Irreducibilitet af polynomier.

Formler til bestemmelse af rgdderne til polynomier.

Permutationsgrupper.

Galoisgrupper for polynomier.

Vi kan nu beskrive vores design af undervisningsforlgbet. Undervisningssitua-
tionerne har vi tilrettelagt ud fra teorien om didaktiske situationer, hvilken vi

kort vil introducere i det fglgende afsnit.
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3 Teorien om didaktiske situationer

I al didaktisk arbejde er udgangspunktet at skabe en didaktisk transposition af
viden, dvs. en flytning og omformning af viden fra en form til en anden. En
didaktisk transposition kan enten veere ekstern eller intern (Winslgw, 2006a, s.
18-20). Den eksterne didaktiske transposition bestar af flytning og omformning
af viden fra kilder til undervisningsfaglig viden. F.eks. er udarbejdelsen af en
leerebog ud fra videnskabelige artikler en ekstern didaktisk transposition. Den
interne didaktiske transposition bestar af flytning og omformning af viden fra
undervisningsfaglig viden til konkrete undervisningssituationer. Som et eksempel
pa en intern didaktisk transposition kan her nsevnes udarbejdelsen af opgaver

ud fra en laereplan.

Teorien om didaktiske situationer (fremover kaldet TDS) er udviklet af den
franske matematikdidaktiker Guy Brousseau (1933-) gennem flere artiers forskn-
ing, der havde sit udspring i 1970’erne. Teorien er udviklet pa baggrund af studier
af matematikundervisning, men er ogsa anvendelig i andre naturvidenskabelige
fag. TDS bygger pa konstruktivistiske ideer om, at elever bedst tilegner sig viden
gennem problemlgsning, hvor de selv er ansvarlige for effektivt at konstruere sin
viden ved at lgse et problem eller en opgave. Nar en elev saledes har faet en
personlig viden gennem lgsning af problemet skal denne viden kunne formuleres

og dermed fellesggres, sdledes at den personlige viden bliver officiel.

3.1 Didaktisk miljg

I TDS taler man om et didaktisk miljg, hvori eleven kan tilegne sig viden. Grun-
den til, at man i TDS taler om det didaktiske miljg, er, at som det er geeldende
for andre miljger, vil man udvikle sig inden for det miljs, befinder sig i. Man
udvikler sig ved at tilpasse sig til det pagasldende miljo. Det samme gelder i
matematikundervisning, hvor man kan sige, at eleven udvikler sin matematiske
viden ved at tilpasse sig det miljg, som det er leererens opgave at skabe. Laereren
kan skabe det didaktiske leerings-miljo ved f.eks. at praesentere et problem, der
skal lgses. Ved at eleverne sa tilpasser sig miljget, idet de lgser problemet, kan

viden tilegnes af eleverne.
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Det er forholdet mellem eleven og det didaktiske miljg, dvs. elevens tilpasning
til miljget, der er det vaesentlige i den didaktiske trekant , hvor laeereren, eleven
og miljget indgar (figur 3). Dette forhold mellem eleven og det didaktiske miljp

beskrives naermere i naeste afsnit.

Lzerer
Undervisning

/ \

Milje <> Elev

Fag Laring

Figur 3: Den didaktiske trekant.

Alle undervisningssituationer har en tilsigtet viden , svarende til den viden, elev-
erne skal opna i situationen. Enhver undervisningssituation, savel opgavelgsning
som forelsesning, danner et didaktisk miljg, hvori der er forskellige betingelser
for elevernes leering. Et didaktisk miljg har to dimensioner, en objektiv og en
subjektiv (Winslgw, 2006b, s. 57-58). Den objektive dimension er den del af
det didaktiske miljg, der kan beskrives, eksempelvis om man i en opgave bruger
terninger til at kaste med for bestemme sandsynligheden for at sla en sekser,
eller hvilke instruktioner eleverne skal have, inden de gar i gang med opgaven.
Den subjektive dimension handler om de aspekter, der implicit geelder i enhver

didaktisk situation, eksempelvis den didaktiske kontrakt (cf. afsnit 5).

3.2 Offentlig vs. personlig viden

Man kan betragte viden som enten offentlig eller personlig. Den offentlige viden
er, ved prassentation for offentligheden, dekontekstualiseret og depersonaliseret

(Brousseau, 1997, s. 22). Hvad enten det er en forsker, der praesenterer forskn-
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ingsresultater eller en lserebogsforfatter, der udgiver en ny bog, méa resultatet
som ses af offentligheden, veere fri for den kontekst, hvori materialet er blevet
til. Man kan saledes ikke i slutresultatet se alle overvejelser og eventuelle begaede
fejl. Offentligheden bliver praesenteret for et materiale, der er frigjort fra forfat-

terens personlige forhold.

Det er laererens opgave at skabe det didaktiske milj@g, hvor eleven ved tilpas-
ning til miljget kan opna viden. Leereren vil kunne skabe et egnet didaktisk
leerings-miljg ved en intern didaktisk transposition fra officielt fastlagt under-
visningsfaglig viden til undervisningssituationer, og idet eleven agerer inden for
det didaktiske miljg, vil elevens personlige viden blive skabt. Nar leereren skal
lave den interne didaktiske transposition fra undervisningsfaglig viden til under-
visningssituationer, ma lsereren repersonalisere og rekontekstualisere viden, sa
den kan tilegnes af eleverne (Brousseau, 1997, s. 23). Dette kan laereren ggre ved
eksempelvis at stille eleverne over for et konkret problem, der skal lgses. Nar
eleverne skal tilegne sig viden, vil det som regel ske i en bestemt kontekst, f.eks.
i konteksten af en opgave eller et eksempel givet af leereren. Herefter ma eleven
redekontekstualisere og redepersonalisere denne viden igen, for efterfslgende at

kunne benytte den i andre kontekster.

3.3 Det didaktiske spil

I TDS taler man om det didaktiske spil (Winslgw, 2006a, s. 137). I dette spil
indgar leereren, miljget og eleven. Elevens opgaver er at deltage i spillet med
miljget, forsta spillets regler og udvikle vinderstrategier. Leererens opgaver er
at planlaegge og regulere spillet mellem eleven og det didaktiske miljo (figur 4).
At eleven spiller med miljget betyder, at eleven arbejder i det af leereren arran-
gerede miljo. Det didaktiske miljg skal etableres af leereren pa en sadan vis, at
den tilsigtede viden fremkommer som den mest hensigtsmeaessige made at forsta
spillet og sgge vinderstrategier; nar eleven har opdaget en made, hvorpa spillet
kan vindes, opstar viden. Leererens opgave er endvidere undervejs at justere
elevens spil 1 miljget, saledes at eleven ikke kommer pa afveje. Leererens "spil”
bestar fglgelig af konstruktion og regulering af elevens spil med miljget. Disse

to spil, elevens og leererens, kaldes det didaktiske dobbeltspil. Efter eleven har
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spillet med miljoet, er det leererens opgave at sgrge for, at vinderstrategierne

feellesgores.

Vi vil nu betragte den sakalde puslespilsopgave, der pa fremragende vis beskriver
spillet (Brousseau, 1997, s. 177-179; Winslgw, 2006a, s. 136-137). Puslespilsop-
gaven har til hensigt at udvikle elevens viden om proportionalitet. Det objektive
miljg bestar af et puslespil, hvor brikkerne er hhv. trekanter og firkanter. Elev-
erne skal nu i grupper spille spillet, hvilket bestar i at lave en forstgrret udgave
af puslespillet saledes, at de kanter pa brikkerne, der er eksempelvis 5 cm i det
oprindelige puslespil skal forlezenges til lad os sige 8 cm i det forstgrrede puslespil.
Eleverne vil typisk indledningsvist forsgge sig med at forleenge alle siderne pa
brikkerne med 3 cm, dvs. forstgrre brikkerne ved en additiv metode, hvorved
de vil erfare, at puslespillet ikke kan samles. Pa dette tidspunkt vil miljget give
eleverne feedback, der ggr det klart, at deres formodede vinderstrategi er fork-
ert. Pa denne vis fremtvinges den tilsigtede viden af miljget, idet den eneste
made, hvorpa de kan samle puslespillet igen, er ved at multiplicere alle siderne
pa brikkerne med %. Nar eleven har fundet denne vinderstrategi er det elevens
personlige viden. Det er herefter, som ovenfor beskrevet, leererens opgave at
sgrge for, at den personlige viden fallesggres, sa den bliver officiel og dermed ma

benyttes i andre kontekster.

Larer

Konstruere
Regulere

Figur 4: Det didaktiske dobbeltspil.
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3.4 Didaktiske og adidaktiske situationer

En undervisningssituation kan besta af henholdsvis adidaktiske og didaktiske
situationer (Brousseau, 1997, s. 29-31; Winslgw, 2006a, s. 139, 143-144). Nar
leereren via spgrgsmal, diskussion og fremleegning af officiel viden griber ind i
elevernes spil med miljget, har vi en didaktisk situation. I disse situationer findes
didaktiske variable, som laereren kan sendre for at opné en bedre undervisningssi-
tuation. Didaktiske variable er alle de ting, leereren kan sendre pa i en didaktisk
situation, for at eleverne bedre kan tilpasse sig miljget. Saledes kan lesereren ek-
sempelvis sendre tal i en opgave, opgavens formulering eller sin praesentation af
en opgave. Lareren vil typisk regulere de didaktiske variable, hvis han mener,
at undervisningssituationen bliver bedre af sendringerne, og at eleverne saledes
har en forbedret mulighed for at vinde spillet ved tilpasning til det didaktiske
miljg. En adidaktisk situation forekommer, nar eleverne spiller med det didak-
tiske miljé uden laererens indgriben. I adidaktiske situationer kan leereren ikke i
fuld udstraekning kontrollere, hvilken viden eleverne opnar; her er eleven i prin-

cippet ansvarlig for sin egen leering, idet han skal sgge at vinde spillet.

Hvis vi vil beskrive ovenstaende situationer ud fra vores eksempel med pusle-
spilsopgaven er eleverne i en adidaktisk situation, nar de egenhaendigt forsgger
at forstgrre puslespillet og i en didaktisk situation, nar leereren beder eleverne

feellesggre vinderstrategierne.

En fundamental situation er en eller flere adidaktiske situationer, der sikrer
en faglig indsigt og fremtvinger viden hos eleven (Brousseau, 1997, s. 47-48;
Winslgw, 2006a, s. 144). En fundamental situation er fplgelig en situation, hvor
eleven, hvis denne vinder spillet, med sikkerhed vil tilegne sig den tilsigtede viden
i situationen. En elev i en fundamental situation vil ngdvendigvis opna personlig
viden, der kan fellesggres. Den ovenfor beskrevne puslespilsopgave er en funda-
mental situation, idet eleverne ngdvendigvis ma opna den tilsigtede viden, nar

spillet vindes, altsa nar puslespillet samles.

Nér leereren designer et undervisningsforlgb ud fra TDS, handler det primsert

om, at skabe sadanne fundamentale situationer. Nar man designer opgaver inden
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for rammerne af TDS, sgger man derfor problemer, der har en sakaldt "flaske-
halsstruktur”, hvilket indebeerer, at problemet skal vaere abent, men udgangen
snaever. Den tilsigtede viden i opgaven skal derfor veere velafgreenset saledes, at
uanset hvordan eleverne griber opgaven an, vil den tilsigtede viden kunne opnas.
Det kan dog vaere ganske sveert at identificere preecis hvilke dele af det didaktiske

miljg, der sikrer den tilsigtede viden (Sierpinska, 1999, lecture 7).

I matematikundervisning pa universitetet er den herskende undervisningsform
forelaesninger, hvor officiel viden udelukkende fremlaegges af leereren. Matem-
atikundervisning i folkeskolen og i gymnasiet beaerer ligeledes ofte preeg af denne
form, hvorfor der her er langt mellem fundamentale undervisningssituationer.
Flere situationer har dog adidaktisk potentiale (Hersant & Perrin-Glorian, 2005,
s. 117, 134, 137-138; Winslgw, 2006a, s. 140). Dermed er der i miljget mulighed
for, at eleverne kan fa feedback pa deres handlinger, hvorved der skabes poten-
tiale for, at eleverne kan opna viden i en adidaktisk situation. Laereren udnytter

blot ikke dette adidaktiske potentiale til en adidaktisk situation.

Et problem ved de adidaktiske situationer er, at man opnar viden i en bestemt
kontekst af en opgave (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 128). Det er herfor
vigtigt, at denne viden efterfglgende dekontekstualiseres, idet den benyttes i an-
dre kontekster. Ved denne dekontekstualisering opnas en egentlig tilegnelse af

den nye viden, hvorved den kan mobiliseres.

3.5 Faser i det didaktiske spil

Det didaktiske spil har fem hovedfaser , som vi vil beskrive i det folgende afsnit
(cf. figur A) (Sierpinska, 1999, lecture 1; Winslow, 20064, s. 138-139). Disse faser

omhandler hhv. leererens og elevernes forhold til den tilsigtede viden.

3.5.1 Devolution

Den fgrste af faserne er en devolueringssituation, hvor leereren praesenterer et
problemfelt, og saetter eleverne i gang med spillet. Dette problemfelt veelges af
leereren ud fra overvejelser om, at eleven let skal kunne tage problemet til sig

som sit eget og dermed lgse det af egen interesse. Det er pa denne baggrund, at
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det didaktiske miljo etableres. Eleven skal have mulighed for at lgse problemet
enten ved hjelp af velkendte metoder eller metoder, eleven selv har mulighed

for at udvikle. Devolutionen er oftest en ren didaktisk situation.

3.5.2 Handling

I en handlingssituation vil leereren traekke sig tilbage for at betragte elevernes
spil med miljget. Her er eleverne i en situation, hvor leereren ikke griber ind,
hvorfor situationen er adidaktisk. Miljget er i handlingssituationen et problem-

og udforskningsfelt, hvor viden opnas i arbejdet med at finde en vinderstrategi.

3.5.3 Formulering

Den tredje fase er en formuleringssituation, hvor eleverne formulerer strategier og
hypoteser, f.eks. efter en adidaktisk situation. I formuleringssituationen vil lzer-
eren fungere som organisator ved at stille spergsméal og bede eleverne formulere
og praecisere deres erfaringer og personlige viden. Eleverne skal her finde et feelles
sprog til at udtrykke formuleringerne, sa deres personlige viden bliver fzlles. En
formuleringssituation kan bade vaere adidaktisk og didaktisk, og miljget vil typisk

vaere en aben diskussion.

3.5.4 Validering

Herudover kan der optraede en walideringssituation, hvor miljget er en diskus-
sion, der er systematisk styret. Her bliver elevernes formuleringer udfordret og
evalueret. Der vil ofte veere en valideringssituation efter en formuleringssitua-
tion. I valideringssituationer beviser eleverne de pastande, der er opstaet i en
foregaende formuleringssituation. Valideringen vil normalt veere didaktisk, idet
leereren som regel vil styre diskussionen. Det geelder dog for lzereren om at blande

sig mindst muligt, sa eleverne hovedsageligt selv skaber teorien.

3.5.5 Institutionalisering

Den sidste fase er en institutionaliseringssituation, hvor laereren praesenterer of-
ficiel viden, som typisk vil veaere love og principper. En institutionalisering er
hyppigt preecisering og stadfaestelse af feelles viden fra en valideringssituation,

men kan ogsa sta alene som praesentation af officiel matematik, der er ukendt
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for eleverne, som eksempelvis ved en forelaesning. Institutionalisering er en ren

didaktisk situation.

3.5.6 Sammenhasxng mellem faserne

Pa trods af den sekventielle gennemgang af de fem faser er det ikke givet, at
de i en undervisningskontekst vil fglge hinanden som ovenfor beskrevet. Dog
haenger nogle af faserne alligevel sammen, idet en devolution typisk vil ga forud
for en handlingssituation. En handlingssituation leegger naturligvis op til en for-
muleringssituation, da man forsgger at fa eleverne til at forklare, hvordan de
har lgst et givet problem. Valideringssituationer vil, som tidligere nsevnt, ofte
fungere som opsamling pa handlings- og formuleringssituationer; heri bestemmes
hvilke strategier, der er gode at benytte i spillet. Efter handlings-, formulerins-
og valideringssituationer vil der naturligt nok forekomme en institutionalisering,

hvor elevernes arbejde 1 miljget praesenteres som officiel viden.

Laererens | Elevens Miljg Situation
opgave opgave

Devolution | [gangsaette | Modtage Etableres Didaktisk
Afklare Forsta

Handling Observere | Handle Problemfelt | Adidaktisk
Reflektere | Reflektere Udforskning

Formulering | Organisere | Formulere Aben Adidaktisk/
Udspgrge Praesicere diskussion didaktisk

Validering Lytte Argumentere | Styret Oftest
Evaluere Reflektere diskussion didaktisk

Instutio- Praesentere | Lytte Institutio- Didaktisk

nalisering Forklare Reflektere nelt

Figur A: Faser i det didaktiske spil.
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3.6 Aktgrernes roller i det didaktiske spil

I et didaktisk miljo har leereren og eleven hver sine roller (Brousseau, 1997, s. 248;
Sierpinska, 1999, lecture 1). Dette kan beskrives ved figur 5. I den metadidaktiske
situation planleegger personerne at patage sig rollerne som hhv. leerer og elev (L1,
E1). Det er pa dette grundlag, at laereren planleegger undervisningen, og her den
didaktiske kontrakt tager form (cf. afsnit 5). Den didaktiske situation indtreeffer,
nar leerer og elev trzeder ind i de planlagte roller (L2, E2), f.eks. i en devolution.
Léererens rolle bestar i at praesentere viden, stille og svare pa spgrgsmal eller
observere, mens elevens rolle er centreret omkring at forsta, sperge, lytte eller
reflektere. Der er nu et samspil mellem leerer og elev omkring en leeringssituation.
I en leeringsssituation (formulering) tilegner eleven (E3) sig viden. Inden for
denne leeringssituation vil der vaere en handlingssituation, hvor eleven (E4) tager
et problem til sig og forsgger at lgse det. I handlingssituationen fremkommer en
objektiv situation, hvor eleven (E5) spiller med det materielle miljp, der kan
veere konkret, eksempelvis i form af en terning, eller forestillet, safremt spillet er

uden hjzlpemidler.

3.7 Degenererede situationer

I matematikundervisning generelt, og pa universitetet i seerdeleshed, er insti-
tutionalisering den hyppigst forekommende fase, idet foreleesninger og klasse-
timer som regel bestar i, at leereren praesenterer officiel viden. Baggrunden for at
benytte institutionalisering er, at man skal na igennem et vist pensum inden for
en bestemt tidsramme. Adidaktiske situationer er ganske tidskraevende, hvorfor
man ma udveelge de vigtigste emner til denne type undervisning og benytte in-

stitutionalisering til resten.

I matematikundervisning kan der forekomme andre faser end institutionaliser-
ing, dog oftest i degenereret form (Sierpinska, 1999, lecture 1). Degenereringen
kan i en handlingssituation besta i, at leereren efter at have forelagt eleverne et
problem, flere gange blander sig ved i lgsningsprocessen at give hints og ideer
til vinderstrategien. En degenereret formuleringssituation kan veere, at leereren
beder en elev formulere en definition eller seetning, hvorefter leereren forteeller,

om svaret er korrekt. En valideringssituation kan degenereres ved, at leereren
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beder en elev bevise en pastand, som eleven ikke selv har formuleret, og desuden

at leereren i for hgj grad styrer fremgangsmaden.

El
: s E5

Materiell 1

aterielle miljo Q-O E3
Objektiv situation 4__O
Handlingssituation
Leeringssituation E4
Didaktisk situation L1

Metadidaktisk situation __|

E2 L2

Figur 5: Strukturen i det didaktiske miljg.
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4 Den interne didaktiske transposition

I dette afsnit vil vi beskrive vores design af et undervisningsforlgb for gym-
nasieelever, hvor udgangspunktet er det i afsnit 2.3 omtalte curriculum. Vi vil
saledes udarbejde et didaktisk ingenigrarbejde, idet vi skaber en intern didaktisk
transposition. Vi vil hermed beskrive, hvordan vi ved hjalp af undervisningssi-
tuationer vil streebe mod, at eleverne opnar den tilsigtede viden. P& baggrund
af dette design udarbejder vi en undervisningsmanual til brug, nar forlgbet skal

afprgves (appendiks B).
I henhold til designet vil vi i det fglgende beskrive vores overvejelser.

4.1 Makrodidaktiske overvejelser

De makrodidaktiske valg er de overordnede beslutninger, vi har brugt som ret-

ningslinjer i ingenigrarbejdet (Artigue, 1994, s. 34). Disse er fplgende:

I. Genbrug af polynomier. For at spare tid vil vi s vidt muligt genbruge poly-

nomierne i opgaverne. Saledes vil mange af opgaverne kraeve, at man skal benytte
rgdderne i givne polynomier til forskellige formal. Genbrug af polynomierne
sikrer, at eleverne ikke skal bruge tid pa at finde rgdder i alle de forelagte poly-
nomier, hvis det ikke i sig selv har noget formal. Herved kommer fokus pa det

vaesentlige i opgaven.

II. Begraenset kompleksitet. Vi forsgger i vores a priori analyse af det faglige

indhold at undga, at det matematiske indhold i undervisningsforlgbet bliver
for omfattende i henhold til indfgrelsen af nye begreber (cf. afsnit 2). Herved
minimerer vi for det forste maengden af nye ord og definitioner. For det andet
undlader vi helt at inddrage beviser for seetninger, der kreever for mange forud-
seetninger, som eleverne ikke er i besiddelse af. Pa denne made begraenser vi
antallet af abstrakte matematiske objekter, som eleverne skal forholde sig til.
Vi er af den overbevisning, at det er vigtigt, at abstraktionsniveauet ikke bliver
for hgjt i undervisningsforlgbet, i og med undervisningsforlgbet er designet til
gymnasieelever, der ikke behersker brugen af abstrakte objekter pa lige fod med

universitetsstuderende. Jo mere abstrakte de matematiske objekter bliver, des
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sveerere bliver de at identificere, og folgelig ogsa at personligggre. Netop person-
ligggrelsen af viden er vigtig, for at eleverne skal kunne anvende viden i flere

forskellige kontekster (cf. afsnit 3.4).

III. Kendt viden som grundlag for ny viden. Det er vores hensigt at undga, at

der opstar et stort spring mellem den viden eleverne besidder og den tilsigt-
ede viden. Eleverne skal altsa sa vidt muligt anvende kendt viden til at opna
ny viden. Helt konkret vil vi indfgre komplekse tal ud fra elevernes viden om
andengradsligninger ved at introducere komplekse tal som lgsninger til de anden-
gradsligninger, som eleverne ikke tidligere har kunnet lgse. Irreducibilitet vil vi
indfgre ved hjeelp af elevernes viden om faktorisering af polynomier. Endelig vil
vi indfgre den generelle permutationsgruppe .S, pa baggrund af elevernes viden

om S3 og gruppebetingelserne.

IV. Opgaver fgr institutionalisering. Eleverne vil lgbende fa udleveret arbejd-

sark med opgaver, hvor der i opgavelgsningen, skal benyttes viden, der endnu
ikke er institutionaliseret. Med disse opgaver vil vi forsgge at skabe fundamen-
tale situationer (cf. afsnit 3.4), hvor den tilsigtede viden tilegnes under en eller
flere af de adidaktiske situationer, der optraeder i forbindelse med opgavelgsning.
Institutionalisering af den tilsigtede viden vil s& finde sted, efter eleverne har for-

muleret og faellesgjort deres resultater.

V. Fa noter efter institutionalisering. Vi vil ikke udlevere noter til eleverne fgr

undervisningen. Dette bevirker, at eleverne ikke far mulighed for at hente hjselp
i notemateriale i de adidaktiske situationer. Herved sikrer vi, at eleverne ti-
legner sig viden pa egen hand og ikke kopierer eksempler og metoder, hvilket
ofte forekommer, safremt eleverne far udleveret seedvanligt notemateriale. Vi vil
ligeledes ikke gennemga eksempler pa tavlen, som eleverne kan kopiere i op-
gavelgsningen. Herved undgar vi at pavirke elevernes leeringssituation. Efter in-
stitutionaliseringssituationerne vil eleverne fa udleveret sa fa noter som muligt.
Noterne indeholder ikke eksempler, men derimod kun den vigtigste institution-
aliserede viden. P& denne made bliver eleverne tvunget til at tilegne sig den
tilsigtede viden i handlingssituationerne og ikke ud fra notematerialet. Noterne

kommer altsa udelukkende til at fungere som hjeelp til stadfaestelse af den insti-
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tutionaliserede viden.

VI. Samlet materiale. Pa grund af ovenstaende betragtninger producerer vi arbe-

jdsark og notemateriale selv (cf appendiks C). Arbejdsarkene udarbejdes saledes,
at der er plads til at skrive pa selve arket. Herved skal eleverne ikke bruge tid
pa at finde papir frem og skrive opgaverne af. Arbejdsarkene vil sammen med
notearkene, til slut, udggre et samlet heefte, idet vi giver arkene sidetal, efter
hvornar de bliver udleveret. Dette heefte kan give eleverne et overblik over for-

lgbet og et materiale til videre brug.

VII. Leereren validerer resultater. Valideringen af elevernes lgsninger til de stillede

opgaver lader vi vaere leererens ansvar, idet dette er tidsbesparende i forhold til

at inddrage eleverne i valideringssituationerne.

VIII. Variation. Generelt vil vi forsgge at skabe meget variation i undervisningen.

Vi vil lave mange sméa opgaver, hvorved de adidaktiske situationer bliver korte.
Hermed opnar vi kontrol over udviklingen i forlgbet, der vil besta af skiftevis
adidaktiske og didaktiske situationer. Vi vil saledes begynde med en devolution
af en opgave, der skal lgses i endnu en adidaktisk situation. Dernsest skal elev-
erne formulere deres metoder og resultater, der sa valideres af lsereren. Herefter
institutionaliseres den tilsigtede viden, hvorpa der kan bygges videre i en ny op-
gave, der lgses i en adidaktisk situation osv. Vi kan dermed lgbende kontrollere,
hvilken viden eleverne har opnaet, idet de ofte vil skulle formulere deres metoder
og resultater. En psykologisk fordel ved den store grad af variation i undervis-
ningen er, at idet elevernes fokus hele tiden skal skifte fra at veere pa opgaverne
til at veere pa tavlen, kan vi maske undga, at eleverne bliver ukoncentrerede. Pa

denne made er eleverne tvunget til hele tiden at veere opmaerksomme.

IX. Opgavelgsning. Vi vil lade det veere op til eleverne selv, om de vil lgse opgav-

erne individuelt eller sammen med en eller flere af de andre elever. Generelt vil
opgavelgsningen fungere saledes, at vi vil bede den, der har lgst opgaven fgrst,
om at skrive sit resultat pa tavlen (ved flere opgaver, kommer forskellige elever
til tavlen), mens resten regner videre. Nar alle er (omtrent) feerdige, vil vi lade

eleven formulere sin fremgangsmade. Vi har valgt netop denne metode, fordi den
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er tidsbesparende. Dette sidste punkt er ikke sa meget af didaktisk karakter, men
snarere en paedagogisk overvejelse vedrgrende handtering af klasserummet.
4.2 Mikrodidaktiske overvejelser

De mikrodidaktiske valg er lokale beslutninger omkring organiseringen af selve
undervisningssituationerne. De er naturligvis underordnede de makrodidaktiske
valg. Det er pa dette mikrodidaktiske niveau, at vi vil anvende TDS (Artigue,
1994, s. 34), for derved at bygge undervisningen op omkring adidaktiske situa-
tioner og skabe fundamentale situationer. Problemet med adidaktiske situationer
i undervisningen er, at det er sveert at forudse alle haendelser. Derfor er det ikke
pa forhand muligt at planlsegge i detaljer, hvordan de enkelte situationer skal
handteres (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 113-114).

Undervisningsforlgbet vil besta af 13 trin. Hvert af disse trin tilrettelaegges ved
hjeelp af en eller flere ngglesituationer, der skal danne grundlag for, at eleverne
opnar den tilsigtede viden inden for hvert trin (Artigue, 1994, s. 35-36). Trinnene
vil blive fordelt pa de tre moduler, som vi har faet stillet til radighed, saledes
at modul 1 indeholder trin 1.1-1.5, modul 2 indeholder trin 2.1-2.4, og modul 3
indeholder trin 3.1-3.4. De 13 trin er fglgende:

1.1 Hvorfor kan nogle andengradsligninger ikke lgses inden for R?
1.2 Komplekse tal som lgsninger til andengradsligninger.

1.3 Komplekse tal og deres grafiske repraesentation.

1.4 Komplekse tal som rgdder til tredje- og fjerdegradspolynomier.
1.5 Algebraens Fundamentalsaetning.

2.1 Enhedsrgdder.

2.2 Faktorisering af polynomier.

2.3 Irreducibilitet af polynomier.

2.4 Formler til bestemmelse af rgdderne til polynomier.

3.1 Permutationsgrupper.
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3.2 Definition af gruppe.
3.3 Permutationer af rgdder til polynomier.
3.4 Galoisgrupper.

De 13 trin i undervisningsforlgbet indeholder hver en tilsigtet viden, der skal
tilegnes af eleverne. Da vi som beskrevet i vores design af undervisningsforlgbet
vil benytte TDS, skal eleverne tilegne sig viden gennem deres spil med det didak-
tiske miljg (cf. afsnit 3.5). Til dette formal, har vi lavet en eller flere opgaver til

hvert trin, der skal fa den tilsigtede viden i spil, og ggre den opnéelig for eleverne.

For at danne et overblik over indholdet i undervisningsforlgbet vil vi i neden-
staende skemaer yderligere opdele hvert af de 13 trin. Skemaerne bygges op
omkring faserne i det didaktiske spil. Med skemaerne kan vi kort beskrive, hvilke
faser de 13 trin hver isser omfatter. Herefter vil vi nsermere beskrive, hvad hver

af faserne indeholder, og hvordan viden skal opnas heri.

4.2.1 Tilsigtet viden - kompetencer - kunnen

Vi har i de folgende skemaer benaevnt den sidste sgjle "Specifikke kompetencemal”.
Dette har vi valgt, fordi det, der skal opnas i en situation, ofte vil veere, at elev-
erne skal kunne beskrive eller redeggre for noget bestemt. Altsa skal mange af
situationerne munde ud i, at det er en "kunnen”, som eleverne skal have opnaet.
Vi er i specialet ikke helt konsekvente, nar vi omtaler, hvad eleverne skal opna i
situationerne. Mange steder har vi blot kaldt de specifikke kompetencemal eller
denne kunnen for ”den tilsigtede viden”, idet TDS benytter denne betegnelse for,
hvad der skal vaere det endelige udbytte af en didaktisk situation. Derfor vil vi
bemeerke, at nar vi skriver ”den tilsigtede viden”, er det ikke altid en viden i form
af f.eks. en seetning eller en definition, men ogsa noget, der kraever et verbum,

som f.eks. at kunne beskrive eller redeggre for noget.
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4.2.2 Skematisk oversigt over modul 1

Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

1.1.1

1.2.1

1.2.2

1.3.1

1.3.2

Devolution

Handling

Formulering

Devolution

Institutionalisering

Devolution

Handling

Sporgsmal: Kan I lgse alle
andengradsligninger?
Arbejdsark: Find p og ¢ i
udtrykket z2 + 4z + 5 =
(z+p)*+q.

Eleverne skal finde p = 2 og
q=1.

Metoder og  resultater
fra 1.1.2 feellesggres og

diskuteres ved  tavlen.
Spgrsmal: Hvad er prob-
lemet ved at skulle lgse

(x+2)?=-17

Vi vil Igse (x + 2)? = —1
alligevel. Spgrgsmal: Hvad
ville T ggre for at komme
videre hvis hgjresiden var et

positivt tal?

V-1 = i

Sporgsmal: Hvad er i2?

Vi seaetter

Arbejdsark: Udregn (3 +

8i)(—2 + ).

Eleverne skal finde, at (3 +
8i)(—2 +14) = —14 — 13i.

Anvende kvadratets

fuldendelsesmetode.

Redeggre for hvorfor nogle
andengradsligninger ikke

kan lgses inden for R.

Kende et tal, der i anden

potens er —1.

Benytte i udregninger at

i? = —1.
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Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

1.3.3

1.2.3

1.24

1.2.5

1.34

Formulering

Devolution

Handling

Formulering

Institutionalisering

Metoder og  resultater

fra 1.3.2 feellesgores og
diskuteres ved tavlen, hvis
der er opstaet problemer.
Ellers fremlaegges resultatet

blot.

Arbejdsark: Opgave 1: Lgs
ligningen (x + 2)2 = —1
fra for. Er jeres resultater
Igsninger til den oprindelige
ligning 22 +4x+5 = 0? Op-
gave 2: Lgs ligningen z2 +
2z 417 =0.

Eleverne skal i opgave 1
finde, at x = —2 + ¢ eller
r = —2 — i, og at disse
er lgsninger til z2 + 4z +
5 = 0. De skal i opgave 2
finde, at ligningen har lgs-
ningerne x = —1 + 47 eller
r=—1—4i.

Metoder og  resultater
fra 1.2.4 feellesgores og

diskuteres ved tavlen.

Mezngden af komplekse tal
C = {z +iy|z,y € R} samt
den grafiske repraesentation
af C. Udlevering af noteark
C.4 (appendiks C).

Lgse andengradsligninger
med negativ diskriminant
ved hjaxlp af i. Redeggre
for, at alle andengrad-
slinger har to Igsninger,

nar i benyttes.

Kende
plekse tal og redeggre for,

generelle  kom-

hvor de ligger i planen.
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Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

1.4.1

1.4.2

1.4.3

1.5.1

Devolution

Handling

Formulering

Institutionalisering

Arbejdsark: Find rgdderne
i fglgende polynomier og
omskriv polynomierne
ved hjezlp af deres rgdder.
f(z) = 22—162+68, g(z) =
23 + 222 — 31 — 10, h(x) =
2t 4+ 223 +162%2 - 22 — 17 =
(22 —1)(2? + 22 + 17).

Eleverne skal finde f(z) =
(x—8—2i)(x—8+2i), g(z) =
(x=2)(xz+2—0)(z+2+1)
o h(x) = (@ —1)(w+1)(z+
1—4i)(x+ 1+ 44).
Metoder og  resultater
fra 1.4.2 fellesgores og
diskuteres ved tavlen
Sporgsmal: Hvor mange
rgdder har et andengrad-
spolynomium inden for
C? Hvor

tror I, at hhv. tredje- og

mange rgdder

fjerdegradspolynomier har?

Spergmal: Hvor mange

komplekse rgdder, tror
1, n’tegradspolynomiet

fl@)y=a"+a" 1 +...+1

har? Hvordan kan vi
opskrive f(z) ved
hjelp af dets rgdder?

AFS pa overhead. Udlever-
ing af note-/arbejdsark C.6
(appendiks C).

Redeggre for, at tredje- og
fjerdegradspolynomier har
komplekse rgdder samt
kunne finde disse i nogle

tilfeelde.

Anvende AFS pa konkrete

polynomier.
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4.2.3 Beskrivelse af skema for modul 1

For at motivere eleverne til introduktionen af de komplekse tal, vil vi med de-
volueringssituation 1.1.1 etablere et didaktisk miljg omkring andengradspoly-
nomier. Lgsning af andengradsligninger er kendt viden for eleverne. De er dog
kun i stand til at lgse de andengradsligninger, der har diskriminant stgrre end
eller lig 0 og dermed reelle lgsninger. Vi vil bygge videre pa elevernes kendte vi-
den, sa den udvides til viden om lgsning af samtlige andengradsligninger. Miljoet
etableres, idet vi tilsigter, at eleverne genkalder den tidligere institutionaliserede

viden, at de ikke kan lgse andengradsligninger, hvor diskriminanten er negativ.

Diskriminantmetoden til Igsning af andengradsligninger bliver ofte brugt, uden
visning af sammenhangen med ligningen, hvorfor de fleste elever vil opfatte
formlen for lgsningerne som veerende taget ud af ingenting. Det er ligeledes ved
hjeelp af denne formel, at eleverne kan afggre, hvorvidt de kan lgse en ligning eller
ej, og ikke ved at se pa selve ligningen. I trin 1.1 er formalet at gore det klart for
eleverne, hvad der gar galt, nar de ikke kan lgse en andengradsligning. Til dette
formal skal eleverne i handlingssituation 1.1.2 lgse opgave B.1 (appendiks B.1).
Eleverne skal her se, at en given andengradsligning kan omskrives ved hjelp af
kvadratet pa en toleddet stgrrelse, dvs. til formen (z + p)? + ¢ = 0, og at man
derfor kan lgse ligningen direkte uden hjelp af diskriminantformlen blot ved at
reducere udtrykket. Vi betragter derfor ligningen 244z +5 = 0, der har negativ

diskriminant.

Handlingssituationen 1.1.2 er ngglesituation for trin 1.1. Vi vil i formuleringssi-
tuation 1.1.3 ggre eleverne opmaerksomme pa, at enhver andengradsligning kan
skrives pa formen (z + p)2 + ¢ = 0. Efterfolgende omskrives 22 + 4z + 5 =
(r+2)2+1=0til (x+2)? = —1. Nu skulle det gerne vaere klart for eleverne,
at denne ligning ikke kan lgses ved hjeelp af de reelle tal. Da der kommer til at
sta et udtryk i anden potens pa venstre side af lighedstegnet og et negativt tal
pa hgjre side af lighedstegnet efter reducering, ber det veere klart for eleverne,
hvorfor de ikke kan lgse ligningen. Eleverne taenker imidlertid ikke eksplicit, at
sadanne ligninger ikke kan lgses inden for det bestemte domane "R”. Generelt

vil eleverne, idet de har opnaet en ny viden, teenke at den ma veere universel og
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ikke kun veere gaeldende inden for et implicit givet domaene (Sierpinska, 1999,
lecture 7). Eksempelvis vil de feerreste elever i gymnasiet kunne forestille sig, at

der findes maengder, hvori reglen a + b = b + a ikke geelder.

I trin 1.2 skal eleverne for fgrste gang se et komplekst tal. Vi har i opgave B.1
valgt, at lade ¢ = 1. Nar eleverne nar frem til, at (z + 2)2 = —1, kan vi saledes
definere v/—1 = i, idet vi lader eleverne tage kvadratroden pa begge sider af
lighedstegnet. Nar eleverne skal tilegne sig en ny viden, ma denne sa vidt muligt
kaedes sammen med den gamle, idet eleverne ikke "nulstilles” inden de praesen-
teres for ny viden (Sierpinska, 1999, lecture 7). Det er vigtigt, at vi husker, at
eleverne har en viden om, hvordan det er tilladt at benyttet kvadratrodstegnet,
og at denne er i modstrid med den nye viden om det komplekse tal i, hvilket er

problematisk for sammenkaedningen af viden.

Handlingssituation 1.3.2 bliver en hjeelp til stadfesestelsen af den nye viden, at
V/—1 = i, idet eleverne far mulighed for at anvende, at i> = —1 i en konkret
udregning. Eleverne far altsa en gvelse i at regne med ¢, idet de skal lgse op-
gave B.2 (appendiks B.1). Den tilsigtede viden for eleverne i denne opgave er,
at man kan regne med i ved hjalp af de kendte regneoperationer. Herved skal
eleverne begynde at opfatte ¢ blot som et nyt tal. Eleverne ser her for fgrste
gang komplekse tal pa formen = + iy, x,y € R, dog uden at vide, at det er to
sadanne tal, de multiplicerer. Endvidere udggr handlingssituation 1.3.2 optakt
til den senere handlingssituation 1.2.4, hvor formaélet er, at eleverne skal se ek-

sempler pa komplekse tal, x+1iy, z,y € R, som lgsninger til andengradsligninger.

I forste del af opgave B.3 (appendiks B.1) beder vi eleverne verificere, at deres
fundne z faktisk er en lgsning. Derfor kan de, ved at indsaette veerdierne af x i
ligningen se, at det opfylder ligningen, og dermed opna viden om, at et tal pa
formen x + iy kan veere lgsning til en andengradsligning. Vi gnsker, at eleverne
benytter den kendte metode til lgsning af det nye problem fra devolueringssit-
uation 1.2.1, idet de skal tage kvadratroden pa begge sider af lighedstegnet og
komme frem til resultatet x + 2 = 4+/—1. Den tilsigtede viden for eleverne i
handlingssituation 1.2.4 er, at safremt de benytter ¢, vil de veere i stand til at

lgse alle andengradsligninger, som tidligere ikke kunne lgses. Denne viden skal
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eleverne opna i anden del af opgaven, hvor vi har valgt et polynomium, der
kun kan lgses ved at benytte regnereglen \/pq = /p,/q, for enten p > 0 eller
g > 0, som eleverne kender. Der skal geelde, at enten p > 0 eller ¢ > 0, idet
feks. 1 = /(=1)(—1) # vV/—1y/—1 = i = —1. Herved fremkommer det, at
V=t = /=1yt = iy/t. Med institutionaliseringssituation 1.2.2 skaber vi et nyt
didaktisk miljg omkring det komplekse tal i.

Handlingssituation 1.2.4 ngglesituationen for trin 1.2. Desuden er den en funda-
mental situation, idet den sikrer eleverne den viden, at de nye komplekse tal kan
veere Igsninger til ligninger, de tidligere ikke kunne lgse ved hjzlp af de reelle
tal. Hvis eleverne ikke selv kan genkalde sig viden om, at \/pqg = /p,/q, hvor

enten p > 0 eller ¢ > 0, ma den geninstitutionaliseres.

Eleverne har i trin 1.2 fundet komplekse tal som lgsninger til andengradsligninger
og i trin 1.3 vil eleverne opna viden om den formelle definition af de komplekse
tal, samt deres grafiske repraesentation ved institutionaliseringssituation 1.3.4.
Her formaliseres de komplekse tal ved at preesentere dem som tal pa formen
x 41y, hvor z,y € R. Endvidere prasenteres maengden af de komplekse tal som
C = {z + iy|x,y € R}. Specielt ggres opmeerksom pa, at alle tal er komplekse.
Dette illustreres med et Venn-diagram (figur 6)

Den grafiske repraesentation af komplekse tal gennemgas ved at indfgre definitio-
nen, at ethvert komplekst tal x+1iy svarer til punktet (z,y) i planen. I forbindelse
med den grafiske repraesentation vil vi pa tavlen udpege de forskellige punkter
(0,1), (1,0), (3,0), (0,—1) og (=2, —1) i planen, som eleverne skal genkende som
de komplekse tal 0 +4, 1+ 0¢, 3+ 04, 0 — ¢ og —2 — 4.

Den tilsigtede viden i trin 1.4 er det faktum, at tredje- og fjerdegradspolynomier
ogsa har komplekse rgdder. Denne viden kommer i spil i handlingssituation 1.4.2
(opgave B.5 (appendiks B.1)), der bliver ngglesituationen for trin 1.4. Eleverne
kan finde rgdderne til tredjegradspolynomiet ved at gaette en rod og udfgre poly-
nomiers division, som de er vant til, og derefter finde de komplekse rgdder til det
tilbageveaerende andengradspolynomium. Fjerdegradspolynomiet i opgaven har

vi skrevet som et produkt af to andengradspolynomier, for at eleverne ikke skal
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Figur 6: Illustration af talmeengderne.

bruge for lang tid pa at geette redder og udfere polynomiers division to gange.
Desuden har vi genbrugt andengradspolynomierne fra opgave B.3 saledes, at
rgdderne til andengradspolynomiet, der fremkommer efter polynomiers division
af tredjegradspolynomiet, allerede er fundet. Ligeledes er rodderne i den sidste
faktor i fjerdegradspolynomiet udregnet i handlingssituation 1.2.4. Inden lgsning
af denne opgave er de komplekse tal blevet formaliseret ved institutionalisering.
Fglgelig skal eleverne i denne opgave vere i stand til at se, at det betragtede
tredjegradspolynomium har tre komplekse rgdder, og endvidere at fjerdegrad-
spolynomiet tilsvarende har fire komplekse rgdder, idet de husker pa, at alle
tal ligger inden for maengden af de komplekse tal. Den tilsigtede viden, der her
antages at komme i spil, er, at et tredjegradspolynomium altid har tre rgdder,
nar vi tillader komplekse Igsninger, og at et fjerdegradspolynomium tilsvarende
altid har fire rgdder. Med handlingssituation 1.4.2 forstaerkes ogsa tidligere in-

stitutionaliserede viden om komplekse tal.

I handlingssituation 1.4.2 skal eleverne kunne genkalde, at polynomier kan fak-
toriseres ved hjeelp af rgdderne. Vi benytter dog i opgaveteksten ordvalget "at
omskrive polynomierne ved hjezlp af deres rgdder”, idet vi gnsker, at eleverne

selvsteendigt skal genkalde deres viden om faktorisering. Med handlingssituation
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1.4.2 forberedes desuden det didaktiske miljg til nseste modul, der omhandler
irreducibilitet, herunder faktorisering. Endvidere fungerer 1.4.2 som optakt til
trin 1.5, AFS, idet eleverne ser, at de givne polynomier har det antal rgdder,
graden angiver. Elevernes svar pa spgrgsmalene i formuleringssituation 1.4.3 og
institutionaliseringssituation 1.5.1 leder os til instutionaliseringen af AFS i 1.5.1.
AFS, der udggr er den tilsigtede viden i trin 1.5, skal herved opnas dels pa bag-

grund af opgave B.5 og dels ved institutionalisering.

Vi vil afrunde modul 1 med en opsamling af det indledende spgrgsmal, om
hvorvidt eleverne kan lgse alle andengradsligninger. Vi forventer, at eleverne nu
kan svare bekraeftende til dette sporgsmal grundet den nyerhvervede viden om
komplekse tal. Der udleveres afslutningsvis hjemmeopgaver til treening af ny

institutionaliseret viden (note-/arbejdsark C.6).
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4.2.4 Skematisk oversigt over modul 2

Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

2.1.1

221

2.2.2

Devolution

Handling

Formulering

Institutionalisering

Formulering

Devolution

Handling

Opgave: Find Igsningerne

til ligningen z* = 1.

skal finde

ningerne r = +1, x = =+i.

Eleverne lgs-

resultater

og

Metoder  og
fra 2.1.2 feellesggres
diskuteres ved tavlen.

Spergsmal: Hvor ligger de
fire lgsninger x = £1, z =

44 i planen?

De n’te enhedsrgdder.

Hvad er
enhedsrgdder,

de

0g
hvor ligger de pa enhed-

Spergsmal:
tredje

scirklen?

Arbejdsark: Skriv alle de
mader man kan faktorisere
folgende polynomier ud i
polynomier af lavere grad:
flx) =22 +1, g(x) =2® +
2?4+ x+1.

skal finde, at
f(z) = (z—1i)(z+1), og at
9(@) = (z+1)(z—1i)(z+i) =
(z* + (1 =)z —i)(z +1) =
(@2 + (1 +d)z +i)(x —i) =
(x4 1) (22 +1).

Eleverne

+
+

Lgse ligninger af formen
" = 1 samt indtegne lgs-

ningerne pa enhedscirklen.

Finde samtlige faktoris-
eringer af polynomier,

hvor rgdderne er kendte.
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Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

223

2.3.1

2.3.2

2.3.3

234

Formulering

Institutionalisering

Devolution

Handling

Formulering

Metoder og  resultater
fra 2.2.2 feellesgores og
ved  tavlen.

Kan de to

diskuteres
Spgrgsmal:
polynomier f(z) og g(x)
ud i poly-
nomier af lavere grad, der

har koefficienter 1 Z?

faktoriseres

Irreducibilitet inden for Z.
Spergsmal: Er f(x) = 2% +
1 hhv. g(z) = 2% + 22 +
z + 1 reducibelt eller irre-
ducibelt inden for Z? Note-
/arbejdsark C.8 (appendiks

C) udleveres.

Arbejdsark: Afggr om fgl-
gende polynomier er irre-
ducible inden for Z: f(x) =
2?2 —4, g(x) = 2% + 4z + 5.

Eleverne skal finde, at
f@) = (@ — 2@ +2) er
reducibelt, idet 2 € Z, og at
g(x)=(z+2—i)(x+2+1)
er irreducibelt, idet
—2+i¢7Z.

Metoder og  resultater
fra 2.3.3 fellesgores og

diskuteres ved tavlen.

Afggre om polynomier,
hvor rgdderne er kendte,
kan faktoriseres ud i poly-
nomier af lavere grad, der

har koefficienter i Z.

Afggre om et poly-
nomium, hvor rgdderne
er kendte, er irreducibelt

inden for Z.
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Trin | Fase Indhold Specifikke kompetencemal
2.3.5| Institutionalisering | Eisensteins irreducibilitet- | Anvende Eisensteins irre-
skriterium pa overhead. | ducibilitetskriterium pa et
Udlevering af note- | konkret polynomium.
/arbejdsark C.9 (appendiks
Q).
2.3.6| Devolution Arbejdsark: Er fglgende
polynomium irreducibelt?
f(z) = 2° — 162 + 2.
2.3.7| Handling Eleverne skal finde, at
f(x) er irreducibelt ifplge
Eisensteins irreducibilitet-
skriterium med p = 2.
2.3.8| Formulering Metoder og  resultater
fra 2.3.7 feellesggres og
diskuteres ved tavlen.
2.4.1| Formulering Arbejdsark: Kasse med
forskellige polynomier.

Sporgsmal: Hvad kan I sige
om polynomierne i kassen?
Spergsmal: Vi kan specifikt
finde rgdderne til anden-
gradspolynomiet ved en
formel; kan vi tilsvarende
det til de andre polynomier

i kassen?
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Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

2.4.2

24.3

244

2.4.5

2.4.6

2.4.7

Institutionalisering

Institutionalisering

Devolution

Handling

Formulering

Institutionalisering

Overhead med formler til
bestemmelse af rgdderne
til det generelle tredje-
og fjerdegradspolynomium
(appendiks C). Spgrgsmal:
Hvad bestar formlen til
bestemmelse af rgdderne
til det generelle tredjegrad-
spolynomium af? Kriterier
for hvornar rgdderne til et
polynomium kan findes ved
en formel. Spgrgsmal: Tror
I, at der findes en generel
formel til bestemmelse af
rgdderne til polynomier af

grad stgrre end eller lig 5.

Overhead med
seetning B.18. Udlevering

Historie.

af noteark C.11 (appendiks
Q).

Arbejdsark: Kan I afggre,
om rgdderne til folgende
polynomium kan findes ved
en formel? f(z) = 2° —
16z + 2.

Eleverne skal finde, at rgd-
derne til f(z) kan findes ved
en formel, da betingelserne
i seetning B.18 er opfyldt.
Metoder og  resultater
fra 2.4.5 faellesggres og

diskuteres ved tavlen.

Historie.

Redeggre for, hvad det
vil sige, at rgdderne til
et polynomium kan findes

ved en formel.

Anvende saetning B.18 pa

et konkret polynomium.
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4.2.5 Beskrivelse af skema for modul 2

Vi indleder modul 2 med opsamling af hjemmeopgave B.8 (appendiks B.1). Hvis
nogen har haft problemer, er det hensigten, at en elev far muligheden for at lgse
den pagaldende opgave pa tavlen. Herefter vil vi samle op pa modul 1 ved at
sporge eleverne om, hvilke hovedresultater, vi her kom frem til. P4 denne vis

minder vi om AFS.

Den tilsigtede viden i trin 2.1, er lgsningerne til ligninger af formen z™ = 1,
og den dertil relaterede viden om, at de inddeler enhedscirklen i n dele. Til
dette formal skal eleverne i handlingssituation 2.1.2 lgse opgave B.9 (appendiks
B.2), under anvendelse af den nyligt instutionaliserede viden om komplekse tal.
Eleverne ved pa grund af AFS, at ligningen har fire lgsninger. Da de imidlertid
ikke kender formlen, der kan lgse denne slags ligninger, er de ngdsaget til lgse
opgaven ved at benytte en hjaelpevariabel y = 22, og dernzest lgse de to anden-
gradsligninger. Handlingssituation 2.1.2 har endvidere til formal, at eleverne via
indtegning af deres lgsninger som punkter i planen potentielt kan erfare, at de
er placeret pa enhedscirklen. Viden om formlen til bestemmelse af disse enhed-

srgdder ma opnas ved institutionalisering.

I institutionaliseringssituation 2.1.4 praesenteres de n’te enhedsrgdder som alle
Igsningerne til ™ = 1, og det understreges, at de inddeler enhedscirklen i n
dele. I denne forbindelse vil vi bede en elev udpege de ottende enhedsrgdder
pa enhedscirklen. Endvidere forteelles, at samtlige n lgsninger til 2™ = 1 fas
ved P = cos(p%”) + isin(p%’r)), hvor p = 0,...,n — 1. Institutionaliseringsitua-
tion 2.1.4 er ngglesituationen i trin 2.1. Vi vil stadfseste elevernes nye viden om
enhedsrgdder i formuleringssituation 2.1.5, hvor vi kollektivt vil betragte de 3.
enhedsrgdder. Vi forventer her, at eleverne kan indsaette p = 0,1,2 og n = 3
i formlen og derved komme frem til de tre lgsninger. De n’te enhedsrgdder in-
troduceres desuden i 2.1.1-2.1.5 som forberedelse til et miljo omkring formler til

bestemmelse af rgdderne til polynomier.

Som indledning til irreducible polynomier vil vi forteelle, hvorledes vi i dette

modul skal se pa forskellige egenskaber ved polynomier, idet vi fgrst og fremmest
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vil arbejde med polynomier, hvor koefficienten til hgjestegradsleddet er 1. Vi
etablerer et didaktisk miljg¢ omkring faktorisering af polynomier med devoluer-
ingssituation 2.2.1 (opgave B.11, appendiks B.2). Den tilsigtede viden i trin
2.2 er, at faktorisering af polynomier ikke er entydig, hvilket kommer i spil i
handlingssituation 2.2.2. Her skal eleverne indse, at et polynomium, af grad
storre end 2, kan faktoriseres pa flere mader end den fuldsteendige kun med
fgrstegradsfaktorer. Idet eleverne lgser opgaven vil de finde forskellige faktoris-
eringer af det samme polynomium. Ved at anskue de forskellige faktoriseringer af
et polynomium, kan eleverne betragte koefficienterne til de forskellige faktorer.

Handlingssituation 2.2.2 bliver ngglesituationen for trin 2.2.

I trin 2.3 skal eleverne opna viden om, hvorvidt et polynomium er irreducibelt
inden for Z. Med handlingssituation 2.2.2 forbereder vi miljget til institutionalis-
eringssituation 2.3.1, som omhandler definitionen af irreducibillitet. Efter insti-
tutionaliseringen beder vi eleverne formulere, hvorvidt f(z) hhv. g(x) fra opgave
B.11 er irreducibelt inden for Z. I denne opgave er polynomierne valgt saledes, at
det ene er irreducibelt, og det andet er reducibelt i Z. Det reducible polynomium
er valgt, s& man ikke kan se reducibiliteten ved den fuldsteendige faktorisering.
Herved opnar eleverne at arbejde med definitionen af irreducibilitet. Institu-
tionaliseringssituation 2.3.5 indeholder Eisensteins irreducibilitetskriterium, der

fungerer som redskab til af afggre irreducibilitet.

I institutionaliseringssituation 2.3.5 henleder vi elevernes opmaerksomhed pa,
at det er potentielt vanskeligt at afggre, om et givent polynomium af hgjere
grad er irreducibelt, safremt man ikke umiddelbart kan bestemme rgdderne. Vi
har her valgt at udelade beviset for Eisensteins irreducibilitetskriterium. Det er
imidlertid et simpelt talteoretisk bevis velegnet for en gymnasieklasse og som i

denne sammenhaeng udelukkende er fravalgt, fordi det er for tidskraevende.

I handlingssituationerne 2.3.3 og 2.3.7 (opgaverne B.13 og B.16 (appendiks B.2))
kommer der ikke ny viden i spil; disse er blot treeningsopgaver som hjzlp til stad-
faestelse af viden om hhv. irreducibilitet fra institutionaliseringssituation 2.3.1 og
Eisensteins irreducibilitetskriterium. Institutionaliseringssituation 2.3.1 er sam-

men med spgrgsmalet i formuleringssituation 2.2.3 ngglesituationerne for trin
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2.3.

Vi gnsker i formuleringssituation 2.4.1, at eleverne skal genkalde og formulere

nyligt institutionaliseret viden. Det er hensigten, at eleverne skal kunne udtale

sig om folgende:

i) Antallet af rgdder inden for C.

ii) Hvordan rgdderne ser ud.

iii) Faktorisering af polynomierne.

iv) Irreducibilitet.

For at eleverne skal kunne dette, har vi valgt at betragte:

Det generelle andengradspolynomium ax? + bx + ¢, hvor eleverne pa nu-

veerende tidspunkt har viden til at kunne udtale sig om alle fire forhold.

Et polynomiun af hgj grad z!%° — 2% — 3. Dette medtages for at eleverne
skal se, at AFS geelder, selv. om om polynomiet er ussedvanligt. Endvidere
skal eleverne erkende, at de ikke altid vil kunne afggre, om polynomier er

irreducible.

Et fjerdegradspolynomium x4 5x3+2+13. Eleverne skal her pa ny benytte

AFS, men de er ikke i stand til at afggre, om polynomiet er irreducibelt.

Et n’tegradspolynomium z” 42" !4 ..+ 2+ 1. Her skal de kunne anvende
AFS pa et mere generelt polynomium. Desuden kan de bestemme, at —1 er
rod, hvis n er ulige, men heller ikke nu kan de bestemme, om polynomiet

er irreducibelt.

Polynomiet 2° — 16z + 2, der tidligere blev behandlet. Dette medtages for

at minde om Eisensteins irreducibilitetskriterium og tillige AFS.

Et tredjegradspolynomium 4z3 — 322 — 4z 4 20. Her er det hensigten, at
eleverne skal bemeerke, at da polynomiet ikke er normeret er vores defini-
tion af irreducibilitet ikke leengere gaeldende. Derfor kan de ikke bestemme,

om det er irreducibelt. Endvidere er eleverne bekendt med grafen for et
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tredjegradspolynomium, hvorfor de ved, at et polynomium af grad 3 har

mindst én reel rod. Desuden kan de bruge AFS.

Det sidste spgrgsmal i formuleringssituation 2.4.1 forventer vi ikke, at eleverne
kan besvare. Hensigten er, at det forbereder et nyt miljg vedrgrende formler til
bestemmelse af rgdderne til generelle polynomier. Vi gnsker at igangsaette en
diskussion om, hvorvidt det er muligt at finde sadanne formler. Formalet med
institutionaliseringssituation 2.4.2, hvor formlerne til bestemmelse af rgdderne
til tredje- hhv. fjerdegradspolynomierne vises pa overhead, er, at eleverne skal
opleve, hvorledes formlernes kompleksitet stiger med graden af polynomiet og
herved opna en intuitiv forstaelse for, hvor kompliceret femtegradstilfeeldet er.
Dette skal ggre det lettere for eleverne at tro pa, at der ikke findes en generel
formel til bestemmelse af rgdderne til et femtegradspolynomium. Vi viser de
tre formler, der kan benyttes til bestemmelse af de tre rgdder til tredjegrad-
spolynomiet. Tilsvarende er der fire formler til bestemmelse af de fire rgdder til
fjerdegradspolynomiet, men vi vil kun vise eleverne formlen til den ene af disse

rgdder, da denne udfylder en hel A4-side.

For at eleverne i institutionaliseringssituation 2.4.2 skal forsta, hvad det inde-
beerer, at rédderne kan udtrykkes ved en formel, tager vi udgangspunkt i formlen
for rgdderne til tredjegradspolynomiet. Denne formuleringssituation bliver ng-
glesituation for trin 2.4. Eleverne kan ved at betragte overheaden se, at formlen
bestar af addition, subtraktion, multiplikation, division, rodtegn, enhedsrgdder,
koefficienterne og tal, der ligger i den samme talmeengde som koefficienterne (ko-
efficientlegemet). Dette forer til institutionaliseringen af disse generelle kriterier
for, hvilke elementer en formel til bestemmelse af rgdderne ma indeholde. Vi
antager i institutionaliseringssituation 2.4.2, at eleverne afkreefter spgrgsmalet
om, hvorvidt det generelle femtegradspolynomium har rgdder, der kan findes ved
en formel; ikke mindst ud fra formodningen om, at vi ville have vist formlen,

safremt den eksisterede.

Instutionaliseringssituation 2.4.3 (cf. appendiks B.2) giver eleverne en smule his-

torisk baggrund for ligningslgsning, i szerdeleshed lgsningsformler til ligninger.
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Endvidere er tanken, at det historiske element kan bruges som afveksling i un-
dervisningen. Vi leder desuden op til satning B.18, som giver, at det ikke er
muligt at finde rgdderne til polynomier af en bestemt type ved en formel. Denne
seetning er en reduceret udgave af ssetning B.29, hvor vi har udeladt, at ssetnin-
gen faktisk giver, at Galoisgruppen for polynomiet er S, og at man derfor kan
bestemme, at rgdderne til polynomiet ikke kan findes ved en formel. Vi har valgt
at praesentere eleverne for seetningen inden introduktion af Galoisgruppen, fordi
den giver et resultat vedrgrende eksistens af formler, som eleverne kan arbejde
selvstaendigt med. Endvidere vil vi med s&tning B.18 og diskussionen i institu-
tionaliseringssituation 2.4.2 om formler til bestemmelse af rgdder motivere til
modul 3, hvor vi vil se pa grupper og Galoisgrupppen for et polynomium, som

en anden vej til at kunne sige noget om rgdderne til det pagaeldende polynomium.

Vi benytter handlingssituation 2.4.5 som en gvelse i at anvende seetning B.18.
Udfordringen for eleverne bestar i, at afggre om betingelserne i sstningen er
opfyldt. Eleverne forventes at benytte nyligt institutionaliseret viden omkring
irreducibilitet. Desuden er tanken, at eleverne kan anvende deres kendte viden
om funktionsundersggelse til at afggre, om polynomiet har p—2 reelle rédder. Da
opgaven ikke er en traditionel opgave i funktionsundersggelse, er det tvivlsomt,
om eleverne selv vil ga i gang med dette. Derfor vil det veere tilfredsstillende, hvis

eleverne blot ser pa grafen for polynomiet, hvilket endvidere er tidsbesparende.

Vi afslutter modul 2 med institutionaliseringssituation 2.4.7, der udggr et his-
torisk indslag om Galois (institutionalisering B.20, appendiks B.2), idet den
tilsigtede viden i modul 3 bestar af teorien om Galoisgruppen for et polynomium.
Desuden forventer vi, at historien om Galois’ korte liv vil vaere underholdende
for eleverne og dermed veere en passende afslutning pa modul 2. For at eleverne
kan treene brugen af den nye viden, far de udleveret hjemmeopgaver (arbejdsark
C.12, appendiks C).
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4.2.6 Skematisk oversigt over modul 3

Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

3.1.1

3.1.2

3.2.1

3.14

Devolution

Handling

Formulering

Institutionalisering

Formulering

Arbejdsark: Skriv gruppen
af alle permutationer af 3
elementer Ss. Skriv grup-
pen af alle permutationer af

2 elementer Ss.

Eleverne skal opskrive S3 og
Sa.

resultater
og
tavlen.
Hvad
permutation?
Hvad er S47?

Hvor

Metoder  og
fra 3.1.2 feellesggres
diskuteres  ved
Sporgsmal:
er en
Spergsmal:
Spgrgsmal: mange
permutationer ligger i S47
Spergsmal: Hvad er S,7
Hvor

Sporgsmal: mange

permutationer ligger i S,,7

Definition af en gruppe.
Kan I huske

gruppebetingelserne?

Spergsmal:

noteark
C).

mu-

Udlevering  af
C.14
Spergsmal:

(appendiks
Hvilke
ligheder har vi for kompo-

sitionen *?

Spergsmal: Hvorfor er S,

en gruppe?

Beskrive en permutations-

gruppe Sy, nar n er givet.

Angive antallet af permu-
tationer i en permutation-

sgruppe S, nar n er givet.

Afggre om en bestemt
mangde med en given
komposition opfylder

gruppebetingelserne.
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Trin

Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

3.1.5

3.3.1

3.3.2

Institutionalisering

Devolution

Handling

Permutationgruppe

bestaende af permutationer
af  vilkarlige elementer.
Spergsmal: Hvilken talper-

mutation’ svarer permuta-

. Ib FEa Bo
tionen
Fa Bo 1Ib

til i S3?7 Bemeerk: Vi kan
ogsa permutere rgdder til

et polynomium.

Arbejdsark: Opgave 1: Be-
tragt rédderne r =i og s =
—i til polynomiet f(z) =
22+1. Udregn r2—2s*+3rs.

Benyt permutationen o =

ros . .
pa ovenstaende
s T

udtryk og udregn. Opgave
2: Betragt rgdderne r = 2
og s = —2 til polynomiet
g(z) = 2% — 4. Udregn 10 +
3r + 2rs + s*. Benyt igen
permutationen o pa oven-

staende udtryk og udregn.

Eleverne skal finde, i opgave
1, at r2 — 25 +3rs = 0 og
s2—2r* 4+ 3sr =0, og i op-
gave 2, at 10 + 3r + 2rs +
53 = 00g 10+3s+2sr+73 =
4.

Sn

vilkarlige elementer.

Opskrive med

Benytte givne permu-
tationer

udtryk.

pa algebraiske
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Trin | Fase Indhold Specifikke kompetencemal
3.3.3| Formulering Metoder og  resultater

fra 3.3.2 fellesgores og

diskuteres  ved  tavlen.

Spgrgsmal: For hvilke rgd-

der geelder, at udtrykkene

i rgdderne stadig giver 0

efter permutation (i 3.3.2)?

Spergsmal: Hvad er

forskellen pa  redderne

til f(z) og g(z) (i 3.3.1)?
3.3.4| Institutionalisering | Et generelt udtryk i to | Beskrive et  generelt

rgdder r og s har for-

men Y ky ot - sY,

hvor
kyo er hele tal, og u og
v er naturlige tal eller 0.
Et udtryk i redderne til
et polynomium, hvis veerdi
er 0, kalder vi et nu-
ludtryk. For rgdderne ¢ og
—i til f(z) (i 3.3.1) bliver
det generelle udtryk i red-
derne altsa > ky 3% (—1)",
hvor k, ., er hele tal, og u
og v er naturlige tal eller
0. Spgrgsmal: Hvordan kan
man skrive dette udtryk

kun i ¢?

udtryk i rédderne ¢ og —i.
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Trin | Fase

Indhold

Specifikke kompetencemal

3.4.1| Formulering

3.4.2| Institutionalisering

3.4.3

Formulering

3.4.4| Institutionalisering

Spergsmal: Hvilke permu-
tationer i Sy vil give nu-
ludtryk, nar de benyttes pa
samtlige nuludtryk i red-
derne i og —i til f(z) (fra
3.3.1)?

Spergsmal: Hvilke permu-
tationer i Sy vil give nu-
ludtryk, nar de benyttes pa
samtlige nuludtryk i red-
derne 2 og —2 til g(x) (fra
3.3.1)?

Galoisgruppe for et poly-
nomium. Udlevering af
noteark C.16

Q).

(appendiks

Spergsmal: Hvorfor er Ga-

loisgruppen en gruppe?

Galoisgruppens betydning
poly-
Overhead med
seetning B.29. Udlevering

for regdderne til

nomiet.

af noteark C.17 (appendiks
Q).

Beskrive Galoisgrup-

pen for et generelt

n’tegradspolynomium.

4.2.7 Beskrivelse af skema for modul 3

Vi begynder modul 3 med en opsamling af hjemmeopgave B.21 (appendiks B.2).

Derefter minder vi om, hvordan vi i sidste modul fandt ud af, at rédderne til

f(x) = 2° — 16z + 2 ikke kan findes ved en formel ifglge seetning B.18. Eleverne

foreleegges, at vi i dette modul vil se naermere pa, hvorfor setningen giver dette

resultat.
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Den tilsigtede viden i trin 3.1 og trin 3.2 er i et vist omfang viden, som eleverne
besidder i forvejen. Eleverne skal kende gruppen S, og endvidere afggre, om en
given maengde med en given komposition er en gruppe. I trin 3.1 er det hensigten,
at eleverne skal opna viden om S,,. Denne viden kommer i spil i handlingssitua-
tion 3.1.2 (opgave B.22 (appendiks B.3)), hvor eleverne, ved at opskrive S, for
n = 3 og n = 2, blandt andet kan danne sig et billede af, hvordan de folgende
permutationsgrupper Sy, S5 osv. ser ud. Det eneste eksempel pa S,,, som elev-
erne tidligere har vaeret praesenteret for, er S3. Derfor lader vi desuden eleverne
opskrive S, som de ikke kender. Vi forventer, at eleverne, ved hjelp af deres
viden om S3, vil kunne tilegne sig ny viden om S pa egen hand. Herved kan

eleverne tilegne sig viden om strukturen i .S,.

Vi etablerer med devolueringssituation 3.1.1 et didaktisk miljg omkring per-
mutationsgrupper ved at minde eleverne om permutationsgruppen S3, som er
tidligere institutionaliseret viden. Vi er ikke klar over, hvilken notation eleverne
tidligere har anvendt for en permutation, men vi veelger blot at benytte den
notation, eleverne selv foretraekker i handlingssituation 3.1.2. Vi er imidlertid
ikke helt sikre pa, at eleverne kan genkalde, hvordan S3 ser ud, hvorfor vi er for-
beredt pa, evt. at overga til en institutionaliseringssituation, hvor S3 indfgres som
gruppe. Vi ved desuden ikke, om eleverne er bekendt med ordet "permutation”,
men vil under alle omstaendigheder bede eleverne formulere, hvad en permuta-
tion er. Dette ggres for at sikre, at eleverne forstar, at det er en funktion, der
bytter om pa elementer. Handlingssituation 3.1.2 og formuleringssituation 3.1.3

er ngglesituationer for trin 3.1.

Vi vil i institutionaliseringsituation 3.2.1 forstaerke elevernes kendte viden om
definitionen af en gruppe. Denne institutionalisering er ngglesituationen for trin
3.2. Eleverne skal i formuleringssituation 3.1.4 svare pa, hvorfor S,, er en gruppe,
da de indtil videre kun har set, at S3 er en gruppe. Vi accepterer her, at eleverne
giver eksempler pa, at gruppebetingelserne er opfyldt for en konkret veerdi af n.
Eleverne kommer herved til at benytte definitionen af en gruppe. Formuleringsi-

tuation 3.1.4 er endnu en ngglesituation for trin 3.1.
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Vi gnsker i institutionaliseringssituation 3.1.5, at eleverne skal opné viden om,
at alle permutationer af n vilkarlige elementer stadig giver gruppen S,,. Her vil
vi specielt ggre opmeerksom pa, at det kan veere rgdder til et polynomium, der

permuteres i S,,.

I trin 3.3 er det formalet, at eleverne skal opna viden om de sammenhaenge,
hvor man kan benytte permutationer af rgdderne til et polynomium. I han-
dlingssituation 3.3.2 (opgave B.25 (appendiks B.3)) er den tilsigtede viden, at
visse permutationer af rgdderne - i modssetning til andre - bevarer nuludtryk
i rgdderne. I trin 3.4 er den tilsigtede viden, at de permutationer af rgdderne,
der bevarer alle nuludtryk i rédderne, giver Galoisgruppen for det givne poly-

nomium.

Som forberedelse til definitionen af en Galoisgruppe, der praesenteres i insti-
tutionaliseringssituation 3.4.2, skal eleverne i handlingssituation 3.3.2 betragte
permutationer af rgdderne til et polynomium. Handlingssituation 3.3.2 er sam-
men med institutionaliseringssituation 3.1.5 ngglesituationerne for trin 3.3. Ved
at eleverne i handlingssituation 3.3.2 arbejder med konkrete udtryk i rgdderne
til polynomier, bliver det lettere at se pa generelle udtryk i rgdderne. Eleverne
far her forevist et eksempel pa et nuludtryk i redderne til f(x), som stadig er et
nuludtryk efter benyttelse af samtlige permutationer af de to rgdder. Desuden
ser de et eksempel pa et nuludtryk i rodderne til g(z), der ikke er et nuludtryk
efter benyttelse af permutationen o fra 3.3.1. Vores intention er, at eleverne skal
bestemme Galoisgrupperne for de to polynomier fra 3.3.1. Efter handlingssitu-
ation 3.3.2 kan eleverne erkende, at identiteten er den eneste permutation i So,
der giver nuludtryk, nar den benyttes pa samtlige nuludtryk i redderne til g(z).
Dermed kan de bestemme Galoisgruppen for polynomiet dog uden kendskab til
ordet ”"Galoisgruppe”. Derimod kraever det yderligere arbejde at bestemme Ga-
loisgruppen for f(z). Inden vi ser naermere pa dette, vil vi i formuleringssituation
3.3.3 gerne have frem, at rodderne til f(z) ligger uden for Z, og at rgdderne til
g(x) ligger i Z. Baggrunden for dette er, at eleverne efter at have bestemt Galois-
grupperne for de to polynomier, kan se, at polynomiet med "paene” heltalsrgdder
har en lille Galoisgruppe, og polynomiet med "grimme” rgdder uden for Z har

en stor Galoisgruppe.
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For at bestemme Galoisgruppen for f(z) fra 3.3.1, skal det vises, at det ikke blot
er det givne nuludtryk fra handlingssituation 3.3.2, der stadig er et nuludtryk
efter benyttelse af samtlige permutationer i So, men at det gaelder for alle nu-
ludtryk i ¢ og —i. Vores hensigt er derfor i institutionaliseringssituation 3.3.4, at
eleverne skal finde et generelt udtryk i ¢ og —¢ alene udtrykt ved ¢. Det forventer
vi dog ikke de er i stand til, og vi er derfor forberedt pa, at udtrykket skal findes
med hjelp fra leereren. Derfor bliver det fglgende sandsynligvis domineret af leer-
erstyring, men vi vil inddrage eleverne i stgrst muligt omfang. Vi ser nsermere pa,
hvordan leddene i ethvert udtryk i ¢ og —i ser ud: De har formen ki, ,, - i* - (—4)",
hvor k., er vilkarlige hele tal, og v og v er naturlige tal eller 0. Det geelder
altsa, at et generelt udtryk i i og —i har formen ) k,, ,, - 3% - (—17)", og ethvert led
bliver enten et helt tal eller et helt tal multipliceret med i. Altsa vil et generelt
udtryk i de to rgdder vaere pa formen a + bi, a, b € Z. Hvis eleverne ikke kender

betydningen af sumtegnet, vil vi introducere dette.

Vi vil under institutionalisering 3.3.4 spgrge eleverne, hvad de kan sige om a
og b, nar a + bi = 0. Her skal eleverne se, at a = b = 0. Herefter skal de benytte
permutationen o fra 3.3.1 pa det generelle udtryk og derved fa a — bi, der ogsa
bliver lig 0, fordi « = b = 0. Fremgangsmaden er dog ikke helt korrekt, da a
og b afheenger af i og —i. Vi formoder ikke, at eleverne vil bemzerke dette, men

safremt de ggr, vil vi forklare det nzermere ved hjalp af nedenstaende.

De led i udtrykket a + bi, der giver a, er
Z'2n’ i2n(_i)2m 0g ,L'2n+1(_,i)2m+l7 n, me NO'
Nar o benyttes pa i%" og i2"(—i)?™, fas hhv. (—i)?" og (—i)?"(i)?™. Da i*" =

(—1)?" og i2"(—i)?™ = (—i)?"?™ sendrer det ikke noget ved a. Nar o benyttes

pEOL Z~2n+l(_i)2m+1’ fas (_i)2n+1i2m+l — _(i)2n+1(_(_i)2m+1) — Z~2n+l(_i)2m+1’
fordi (—i)?ntt = —12nH12ntl — _(5)2n+1 Altsd sendrer dette heller ikke noget

ved a. De led i udtrykket a + bi, der giver bi, er
Z'Qn-‘rl’ Z'2n+1(—i)2m og (_i)2n+1i2m’ n, me NO-
Nar o benyttes pa i2"*!, fas (—i)?"*! = —((1)?"*!), og nar o benyttes pa

P2t (—4)?m ) fas (—i)?ntli2m = —((i)?"F1(—4)?™). Tilsvarende, hvis o benyttes
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pa (—i)2H12m fas —((—i)?"F1i%m). Altsa fas —bi ved benyttelse af permutatio-

nen o pa bi.

Vi vil i formuleringssituation 3.4.1 have eleverne til at angive hhv. Sy og {id}
som veerende de meengder af permutationer i Sy, hvor permutationerne giver nu-
ludtryk, nar de benyttes pa samtlige nuludtryk i rgdderne til hhv. f(x) og g(x)
fra 3.3.1. Vi vil fgrst i institutionaliseringssituation 3.4.2 benytte betegnelsen
Galoisgruppe for et andengradspolynomium for de permutationer i Sy, der giver
nuludtryk, nar de benyttes pa samtlige nuludtryk i de to rgdder til polynomiet.
Denne institutionaliseringssituation 3.4.2 er sammen med formuleringssituation

3.4.1 ngglesituationerne for trin 3.4.

Formuleringssituation 3.4.3 er endnu en ngglesituation for trin 3.4. Vi gnsker
her, at eleverne skal redeggre for, hvorfor gruppebetingelserne er opfyldt for en
Galoisgruppe (cf. appendiks B.3). Dette formoder vi ikke, at eleverne kan, sa vi

er forberedte pa, at dette bliver fortrinsvis leererstyret.

Afslutningsvis vil vi i modul 3 i institutionaliseringssituation 3.4.4 prgve at fork-
lare, hvad Galoisgruppen kan bruges til i forbindelse med ligningslgsning. Vi vil
her ggre opmaerksom pa, at selv om vi har defineret Galoisgruppen for et poly-
nomium ud fra rgdderne, kan man ved hjzlp af ssetninger bestemme den uden
at kende rgdderne. Nar man saledes kender Galoisgruppen, kan man omvendt
udtale sig om, hvordan rgdderne til polynomiet ser ud. Vi vil illustrere dette ved

fglgende figur:

Y

{id} G;

Figuren viser, hvordan Galoisgruppen G; er en undergruppe af S, og pilen il-

lustrerer, at jo mere komplicerede rgdderne er, jo stgrre er Galoisgruppen. End-
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videre vil vi forteelle, at hvis Galoisgruppen for et n’tegradspolynomium, hvor
n > 5, er hele 5, er rgdderne sa komplicerede, at de ikke kan findes ved en
formel. Endelig vil vi give saetning B.29, som er den korrekte udgave af saetning
B.18.
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5 Den didaktiske kontrakt

I alle didaktiske situationer indgar en didaktisk kontrakt, bestaende af reglerne
og strategierne i det didaktiske dobbeltspil, dvs. regler og strategier for savel leer-
eren som eleverne (Brousseau, 1997, s. 31-32; Hersant & Perrin-Glorian, 2005,
s. 120; Winslgw, 2006a, s. 145-146). Kontrakten bestar for eleverne i at ac-
ceptere og engagere sig i det didaktiske miljg. Leererens del af kontrakten er at
designe de didaktiske variable pa en sadan vis, at spillet bliver en succes. Den
didaktiske kontrakt kan dermed siges at udggres af gensidige forventninger og
forpligtelser, der kun afhzenger af den tilsigtede viden. Det bevirker, at faktorer
som klasserumshéandtering, kultur eller politisk korrekthed ikke er inkluderet i
den didaktiske kontrakt (Sierpinska, 1999, lecture 3). Hvis vi derimod betragter
disse faktorer, vil der veere tale om andre typer af kontrakter, f.eks. en paeda-

gogisk kontrakt.

I modsaetning til geengse regler i almindelige spil er der stor variation i den di-
daktiske kontrakt fra situation til situation. Nar en didaktisk situation udvikler
sig, vil der forekomme sendringer i den didaktiske kontrakt, sa der tillades nye
situationer. Specielt vil en institutionalisering af ny viden altid sendre kontrak-
ten, idet en viden saledes er blevet fallesgjort og har undergaet statuseendring,
saledes at den kan indga som en del af den nye kontrakt. Den didaktiske kon-
trakt er seedvanligvis implicit, om end den kan opleves eksplicit, safremt enten
laereren eller eleven bryder kontrakten. F.eks. ses kontrakten tydeligt, hvis et
barn begynder i skolen og, idet leereren stiller et spgrgsmal, udbryder "ved du
ikke det?”. I dette eksempel traeder eleven ud af sin rolle, idet hun endnu ikke

har tilpasset sig spillereglerne, og dermed brydes den didaktiske kontrakt.

5.1 Fire dimensioner af den didaktiske kontrakt

Vi kan for gennemskuelighedens skyld opdele den didaktiske kontrakt i fire di-
mensioner (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 118-119).

5.1.1 Det matematiske domaene

Den forste dimension er det matematiske domane, svarende til det specifikke

matematiske felt, hvori man i undervisningen beveaeger sig.
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5.1.2 Den didaktiske status

Den anden dimension er den didaktiske status af den tilsigtede viden. Den di-
daktiske status fortaeller, hvorvidt den tilsigtede viden er kendt, delvist kendt
eller ukendt af eleverne. Hvis den tilsigtede viden til dels er kendt, kan den enten
veere nyligt introduceret, i faerd med at blive institutionaliseret eller veere insti-
tutionaliseret men ikke stadfesestet. Der er altsa mange mader, hvorpa viden kan
veaere kendt. En institutionalisering er derfor ikke en garanti for, at eleverne har
tilegnet sig viden pa en sadan vis, at de kan benytte den og arbejde med den
i andre kontekster, end hvor den blev praesenteret. Det ses hyppigt, at eleverne
ikke selvstaendigt kan fremkalde en tidligere institutionaliseret viden, men at de
er i stand til at genkende den, hvis de hjzlpes pa vej. Forud for en absolut stad-
feestning af viden, kan eleverne ssedvanligvis kun benytte den som en metode til
lgsning af en vis type opgaver. Som eksempel vil gymnasieelever ofte kunne dif-
ferentiere en funktion ved at benytte en formel, men dog kun i en bestemt type
opgaver, f.eks. funktionsundersggelsesopgaver, idet de ikke har en stadfsestet vi-

den om den variabelsammenhzeng som differentialkvotienten beskriver.

5.1.3 Karakteristik af den didaktiske situation

Den tredje dimension er den didaktiske situations karakteristik, hvilket beskriver
egenskaberne ved selve undervisningssituationen, herunder i hvilken fase man

befinder sig.

5.1.4 Uddeling af ansvar

Den sidste dimension er uddeling af ansvar mellem lzereren og eleven i relation
til den tilsigtede viden. Leereren vil normalt have ansvaret for ny viden og kan
kun videregive ansvaret til eleven, i situationer, hvor miljget har adidaktisk po-
tentiale. Den sidste dimension er som den eneste aftheengig af tilstedeveerelsen af

adidaktisk potentiale.

De fire dimensioner er indbyrdes afthsengige. Specielt haenger den didaktiske sta-
tus sammen med fordelingen af ansvar, idet lsereren som regel vil laeegge mere
ansvar hos eleven ved arbejde med kendt viden i forhold til arbejde med ny

viden.
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5.2 Niveauer af den didaktiske kontrakt

Vi kan endvidere beskrive tre niveauer af den didaktiske kontrakt hhv. Makro-
, meso- og mikrokontrakt (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 119-120, 134).
Makrokontrakten omhandler undervisningsformalene, hvilket vil sige forméalene
med eller baggrunden for at benytte sig af en bestemt type situation. Mesokon-
trakten vedrgrer afviklingen af en aktivitet, sasom opgavelgsning. Mesokontrak-
ten afhaenger af de to dimensioner "den didaktiske status af den tilsigtede viden”
og "den didaktiske situations karakteristik”, hvilket eksempelvis illustreres ved,
at man benytter en handlingssituation til introduktion af ny viden. Mikrokon-
trakten omhandler en sekvens af en aktivitet, der fokuserer pa en enkelt del af
det matematiske indhold, hvilket f.eks. kan veere et delspgrgsmal i en opgave. De
fire dimensioner kan isoleret betragtet forblive stabile inden for de tre niveauer
af den didaktiske kontrakt. Det matematiske domaene er sjaldent stabilt inden
for makrokontrakten, og kun inden for mikrokontrakten kan alle fire dimen-
sioner veere stabile samtidigt. I analyse af makrokontrakten tages udgangspunkt
i meso- og mikrokontrakterne, idet indholdet af disse er afggrende for indholdet
af makrokontrakten. Nar en leerer vaelger en situation med adidaktisk potentiale
i undervisningen, pavirker det mesokontrakten, mens mikrokontrakten athsenger

af, hvorvidt det adidaktiske potentiale udnyttes.

5.3 Et paradoks i den didaktiske kontrakt

Den didaktiske kontrakt indeholder et tydeligt paradoks (Brousseau, 1997, s.
41-42). Leaereren har en fastlagt forventning om, hvordan eleven skal opna den
tilsigtede viden, men elevens betingelser for selvsteendig produktion af ny viden
forvaerres i takt med, at leereren formidler sine forventninger. Idet leereren direkte
forteeller, hvad han gnsker af eleven, fratager han elevens mulighed for pa egen
hand at opna det. Eleven er kun ubevidst konfronteret med paradokset. Hvis
eleven accepterer, at leereren forklarer matematikken, producerer eleven ikke sin
egen viden. Safremt eleven derimod afviser laererens anvisninger, brydes kon-
trakten, hvilket vanskeligggr elevens laering. For at overkomme dette paradoks
bgr det didaktiske miljg konstrueres pa en sadan made, at eleven har mulighed

for at bevaege sig ud over graenserne for leererens eksplicitte krav.
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5.4 Effekter af den didaktiske kontrakt

I relation til den didaktiske kontrakt kan der forekomme en raekke problematiske
effekter, hvis leereren for enhver pris vil have de didaktiske situationer til at
lykkes (Brousseau, 1997, s. 25-28; Winslgw, 2006a, s. 148-150).

5.4.1 Topaze-effekten

FEn handlingssituation kan potentielt udvikle sig til en institutionalisering safremt
laereren, i frustration over en elevs problemer med opgaven, dikterer mere og mere
preecise anvisninger for at kontrollere elevens uvished i situationen. I mange til-
feelde kan frustrationen fgre til, at den tilsigtede viden gar fuldsteendig tabt, idet
leererens anvisninger bliver s& styrende, at eleven overhovedet ikke er i stand
til at bidrage med selvsteendig vidensproduktion. Topaze-effekten opstar eksem-

)

pelvis, hvis laereren siger: "Du skal bare skrive sadan her...”; og eleven saledes

alene arbejder med leererens konkrete anvisninger.

5.4.2 Jourdain-effekten

Jourdain-effekten kan opsta, hvis laereren i for hgj grad tilstreeber, at eleven skal
have en faglig indsigt, der ligger uden for dennes reekkevidde. Dette kan komme
til udtryk, hvis leereren efter at have givet eleven simple gvelser siger: "Nu har

du bevist, at...”. Jourdain-effekten er saledes en form for Topaze-effekt.

5.4.3 Metakognitivt skift

Et metakognitivt skift opstar, nar en elev ikke har forstaet den officielle viden, og
leereren derfor helt erstatter denne med en hjemmelavet model, der er intuitivt
mere forstaelig, men har en begraenset faglig funktion. F.eks. ses et metakognitivt

skift, nar meengdelaere erstattes af manipulation med Venn-diagrammer.

5.4.4 Uheldig brug af analogier

I visse situationer ses uheldig brug af analogier, hvilket i realiteten korrespon-
derer til Topaze-effekten. En sadan situation fremkommer, nar leereren laver en
opgave pa tavlen, og efterfolgende anmoder eleverne om at lave en tilsvarende.

Eleverne vil i dette tilfzelde blot kopiere metoden fra den tidligere opgave uden
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ngdvendigvis at se, hvorfor metoden virker. Denne effekt er aldeles udbredt i

form af standardopgaver.

5.4.5 Misforstaet behov for aendring

Endelig kan der forekomme et misforstaet behov for endring af en situation, da
det kan vaere sveert for en lserer at genbruge en didaktisk situation. Situatio-
nen vil sjeeldent udvikle sig pa samme vis, da forskellige elevgrupper vil udvise
varierende reaktioner, hvorfor resultatet vil blive et andet. Laereren kan imidler-
tid alligevel opleve et behov for at sendre elementer i situationen, i seerdeleshed
ting, der viser sig vanskelige for nogle elever. Dette handingsmgnster indebzaerer
en risiko for, at dele af den adidaktiske situation forsvinder i og med, at leererens
forsgg pa at forbedre situationen potentielt kan udmgnte sig i en af de ovenfor

beskrevne effekter.

5.4.6 Elevgenererede effekter

Ovenstaende effekter er alle genereret af lsereren, men det er vaesentligt at erk-
ende, at der ligeledes kan opsta uheldige effekter, nar eleven forsgger at overholde
sin del af den didaktiske kontrakt. Saledes er det ikke ussedvanligt, at den di-
daktiske kontrakt i matematikundervisning angiver, at leereren gennemgar et
matematisk emne, hvorefter eleverne lgser dertil knyttede opgaver, og modtager
en afsluttende evaluering af leereren (Blomhgj, 1995, s. 17-19). I en sadan kon-
trakt vil eleven let komme til udelukkende at fokusere pa at overholde sin del af
den didaktiske kontrakt. Folgelig vil eleven typisk forsgge at afkode, hvad leereren
gnsker frem for at arbejde malrettet med lgsningsmodeller for det matematiske
problem. Pa baggrund af dette faenomen vil eleven, firkantet set, kun kunne ti-
legne sig viden ved at bryde den didaktiske kontrakt i den forstand, at eleven

egenhaendigt overtager styringen af problemlgsningen.

5.5 Leererens rolle i undervisningssituationer

En essentiel faktor i enhver undervisningssituation er den méade, hvorpéa leereren
handterer den pagsldende situation. Alle de valg, lsereren tager undervejs, vil
pavirke den didaktiske kontrakt. Ifglge Arsac, Balacheff og Mante (1992, s. 14-

16) vil laeererens adfeerd specielt athaenge af folgende parametre:
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1. Tid. I stort set al undervisning er der en tidsramme, inden for hvilken det plan-
lagte forlgb skal gennemfgres. Dette pavirker de valg, leereren vil tage undervejs.
Eksempelvis kan leereren veelge at udelade en del af det planlagte eller undlade
at gennemfgre en diskussion, som laereren vurderer vil veere tidskraevende. Desu-
den kan et tidspres indebare, at leereren stiller meget ledende spgrgsmal, saledes
eleverne hurtigt nar frem til det korrekte svar.

2. Leererens epistemologiske ansvar. Leaereren fgler et ansvar for, at eleverne op-
nar den tilsigtede viden. Det epistemologiske ansvar kan i nogle tilfeelde resultere
i, at leereren retter en elevs fejl, frem for at afvente, at eleven gennem sin inter-
aktion med miljoet selv kommer frem til en erkendelse af fejlen. Endvidere kan
det forekomme, at laereren bliver for styrende i en diskussion, idet leereren vur-
derer hvilke dele af diskussionen, der kan lede til den tilsigtede viden, og derfor

dirigerer diskussionens udvikling.

Leererens adfserd kan endvidere vaere pavirket af dennes personlige forhold til
matematik. Det pavirker leereren, hvis dennes opfattelse af matematikken kom-
mer i modstrid med betingelserne i en given situation. Saledes vil en leerer, der i
praksis ofte lader sig overbevise om et udsagns sandhed pa baggrund af et eller
flere eksempler, ubevidst overfore denne fremgangsmade til eleverne, selvom hun

i undervisningen tilsigter at videregive korrekt bevisteknik.

Endelig kan leererens forhold til undervisning og leering pavirke undervisningssi-
tuationer. Disse forhold pavirker leererens beslutninger og seetter rammerne for
elevernes handlingsfelt (Sierpinska, 1999, lecture 7). Eksempelvis kan en leerer
veere af den opfattelse, at gruppearbejde ikke er udbytterigt for eleverne, hvorfor
leereren muligvis i hgjere grad vil blande sig, ssammenlignet med situationer, hvor

eleverne arbejder selvsteendigt med et givet problem.

5.6 Reproducerbarhed af undervisningssituationer

Det er interessant at overveje, hvorvidt et undervisningsforlgb kan reproduceres
under andre omstaendigheder, f.eks. med en ny leerer eller med en anden klasse,
sadan at eleverne opnar den samme vidensdannelse gennem forlgbet. Der vil

i enhver undervisningssituation vaere en kerne af reproducerbare elementer. Jo
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mere et forlgb er tilrettelagt med henblik pa, reproducerbarhed, des stgrre vil
denne kerne vaere. Fglgelig vil en foreleesning altid kunne reproduceres, hvorfor
kernen vil udggre hele situationen. P4 den anden side vil der i en undervisningssi-
tuation bestaende af en devolution, efterfulgt af en lang handlingssituation og
en afsluttende opsamling (f.eks. en formulering), veere en langt mindre kerne
af reproducerbare elementer, idet selve handlingssituationen er sveer at repro-
ducere. Problemet med at reproducere adidaktiske situationer er det faktum,
at det kun yderst vanskeligt lader sig ggre at kontrollere og observere elevers
laeringsprocesser. Derfor er det faktisk umuligt med sikkerhed at afggre, hvorvidt
en leeringsprocess er reproduceret. Nar en leerer skal reproducere en undervis-
ningssituation, vil hun sgge, at det ydre forlgb i situationen bliver det samme,
hvorved hun kan komme til at styre eleverne i en bestemt retning (Brousseau,
1997, s. 193). Derfor vil elevernes leeringsprocesser blive pavirket, og dermed ikke

blive reproduceret.

Der er mange faktorer, der kan influere, nar man diskuterer reproduktion af et
undervisningsforlgb. Ifplge Arsac et al. (1992, s. 24-28) heenger reproduktionen
ngje sammen med lererens rolle, da denne foretager valg, der pavirker reproduk-
tionen af en situation. Leereren vil, som beskrevet ovenfor, bl.a. veere pavirket af
tidsbegrzensninger, hvilket er en vaesentlig faktor for reproducerbarheden. Det
kan under planleegning af undervisningssituationer veere vanskeligt pa forhand
at fastleegge tidsrammer, hvorfor leereren eksempelvis kan vaere ngdsaget til at
stoppe eleverne i en handlingssituation. Endvidere har leererens epistemologiske
ansvar betydning for reproduktionen, idet en handlingssituation kan gdelsegges
ved, at lezereren undervejs har behov for bekraftelse af, at eleverne faktisk opnar
den tilsigtede viden. Endelig er leererens personlige forhold til matematik, un-
dervisning og leering afggrende for reproduktionen af et undervisningsforlgb. En
laerer kan eksempelvis veere af den opfattelse, at forkerte udsagn ikke ma skrives
pa tavlen. Dette kan betyde, at alle elevers strategier fra en specifik handlingssi-

tuation ikke kommer under diskussion.

Undervejs i et undervisningsforlgb vil en leerer uundgaeligt skulle foretage mange
mikro-beslutninger. Konsekvenserne af disse beslutninger er ukontrollerbare, idet

det ikke lader sig ggre at forudsige, hvordan eleverne pavirkes. Hvis man derfor
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designer et undervisningsforlgb med henblik pa, at det skal kunne reproduceres,
gelder det om at gennemtzenke alle mulige udfald af de planlagte situationer.
Saledes kan man til hvert udfald udarbejde en klar handlingsplan for herved at

reducere leererens ad hoc beslutninger.
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6 Metodologi

Datamaterialet, som vi benytter til vores a posteriori analyse af undervisnings-
forlgbet, bestar af videooptagelse af forlgbet, transskription af det tilhgrende

lydspor samt notater, der undervejs er nedskrevet af observatgren.

Baggrunden for at arbejde med videooptagelse frem for blot at anvende lyd,
er den abenlyse fordel i at kunne betragte elevernes ageren, og ikke alene vaere
fokuseret pa den verbale kommunikation. Analysen forlgber bedre ved kombi-
nation af billede og lyd, idet en betragtelig del af kommunikationen vedrgrer
ting, der star pa tavlen, i noter osv. Som konsekvens heraf benyttes hyppigt
ord som ”den der” eller "det der” om matematiske udtryk, der eksempelvis er
skrevet pa tavlen. Analysen faciliteres derfor af sammenkoblingen af videoop-
tagelsen og lydspor. Herudover bliver det med videooptagelse lettere at afggre,
hvad der bliver sagt, og hvem der siger det, i tilfaelde af lav eller utydelig tale.
Kameraet blev placeret saledes, at eleverne konstant var i billedet. Dette ville
give mulighed for at betragte elevernes interne kommunikation under opgavelgs-
ninger. Desuden var vi pa forhand bevidste om, hvad leereren skulle praesentere

og formodede herudover, at leereren ville tale hgjere end eleverne.

Observatgrens noter har efterfglgende hjulpet os til at udvaelge mange af de
situationer, der danner baggrund for vores analyse. I forlgbet har observatgren i
seerdeleshed veeret opmeerksom pa at notere tilfzelde, hvor der opstod en sit-
uation, der ud fra et didaktisk synspunkt kunne veere interessant at analy-
sere nzermere. Observatgrens rolle var at bemaerke fordelingen af ansvar, mis-
forstaelser og uheldige effekter ved den didaktiske kontrakt fra savel leererens
som elevernes side. Desuden skulle observatgren sammen med laereren iagttage,
hvordan handlingssituationerne forlgb. Vi bruger endvidere observatgrens noter
i visse tvivlsspgrgsmal, f.eks. nar denne har bemerket samtaler mellem elever,

der ikke kunne hgres pa videooptagelsen.
Transskriptionen (appendiks D) giver mulighed for, at vi kan zoome ind pa

enkelte aspekter af samtaler, som vi finder interessante for vores a posteriori

analyse. Ud fra transskriptionen vil vi fgrst beskrive forlgbet i korte traek, for
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dernzest at udvealge forskellige didaktiske kontrakter til nsermere analyse ved
hjeelp af de tidligere omtalte fire dimensioner: Det matematiske domsene, den
didaktiske status, karakteristik af situationerne og fordeling af ansvar (cf. afsnit
5.1). Vi vil desuden identificere steder, hvor miljoets adidaktiske potentiale ikke
udnyttes pa en sadan vis, at eleverne egenhsendigt kan lgse et problem uden
leererintervention. Endvidere vil vi fokusere pa situationer, hvor leererinterven-
tion enten mangler eller har en uheldig pavirkning af elevernes leering. Dernaest
vil vi vurdere, i hvilken udstreekning det er muligt at reproducere undervisnings-
forlgbet. Endelig diskuteres mulige variationer af forlgbet, specielt med henblik

pa en stgrre tidsramme.

Vi har i transskriptionen nummereret hvert udsagn, sa man let kan finde de

samtaler, som vi veelger at gengive i analysen.
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7 A posteriori analyse af undervisningsforlgbet

7.1 Forhindringer for gennemfgrelse af det planlagte

Generelt var der et stort tidspres gennem hele undervisningsforlgbet, hvilket af-
spejlede sig i nogle af de valg, som lzereren tog. Dette vil vi behandle nsermere
undervejs i analysen. I situationer, hvor eleverne selvsteendigt lgste opgaver, var
det sveert at vide, hvad eleverne teenkte, og hvilken viden de tilegnede sig. Derfor
gik leereren rundt ved elevernernes pladser og observerede deres arbejde med de
udleverede opgaver. I de tilfaelde, hvor en elev slet ikke var i stand til at komme
i gang med opgavelgsningen, valgte leereren at hjelpe eleven, idet hun tydeligvis
folte et epistemologisk ansvar for, at alle elever fik et udbytte af opgaverne (cf.
afsnit 5.5). Det var som regel kun den fagligt steerkeste halvdel af klassen, der
deltog i diskussioner vedrgrende udvikling af ny viden. Derfor forsggte laereren
at fa alle eleverne, specielt de svagere, til at formulere sig, i de tilfaelde, hvor

diskussionen omhandlede tidligere institutionaliseret viden.

Igennem forlgbet tradte observatgren i korte perioder ud af sin rolle, idet hun
ind imellem blandede sig i undervisningen. Dette var til tider forstyrrende og
udgjorde en direkte pavirkning af den didaktiske kontrakt, at en anden pludselig
overtog rollen som laerer. Observatgren fratog ved sin indblanding leererens au-
toritet som leerer, og det var derfor vanskeligt for eleverne at afggre, hvor hen
de skulle rette deres fokus. Specielt i de tilfzelde, hvor leerer og observatgr havde

leengerevarende diskussioner, fremgik denne forvirring tydeligt.

Andre forhindringer for at undervisningen kunne forlgbe planmeessigt, var i hg-
jere grad af psykologisk karakter. Vi fandt det problematisk at treede ind i en
klasse, hvor eleverne slet ikke kendte os. Dette betgd, at eleverne var tilbage-
holdende f.eks. med hensyn til at komme til tavlen og tage del i diskussioner.
Vi bemeerkede dog, at disse forhindringer blev feerre med tiden, idet eleverne -

efterhanden som de leerte os at kende - blev mere trygge ved os.

For vi gar i dybden med den egentlige a posteriori analyse af afprgvningen,

fglger her en kort gennemgang af forlgbet.
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7.2 Forleobet i korte traek

Det fungerede generelt godt med de udleverede arbejds- og noteark, som eleverne
kunne skrive pa. De opdagede hurtigt, at den didaktiske kontrakt indebar, at
de ikke fik udleveret udfgrlige noter, men at de selv kunne skrive supplerende

oplysninger i tilfeelde, hvor de fandt det ngdvendigt.

7.2.1 Forlgbet af modul 1

Modul 1 begynder, efter en kort introduktion, med at eleverne lgser opgave B.1.
Her skal de finde p og ¢ i udtrykket x2 + 42 + 5 = (x + p)? + ¢. Det viser sig,
at der er en uszdvanlig dygtig elev pa holdet, som meget hurtigt lgser opgaven
og skriver den pa tavlen, hvorfor vi hurtigt kan ga videre. Dernaest diskuteres,
hvad der gar galt, nar man ikke kan lgse andengradsligningen z? + 42 + 5 = 0,
dvs. (x 4+ 2)? = —1, og eleverne bliver bedt om at fortzlle, hvordan de ville lgse
ligningen, safremt hgjresiden var et positivt tal. Herved sker den fgrste institu-
tionalisering af viden omkring det komplekse tal ¢ (cf. afsnit 7.8). Eleverne lgser
herefter opgave B.2, hvor de skal udregne produktet (34 8i)(—2-+1). Dette giver
heller ikke eleverne nogen problemer, og de opnar alle det rigtige resultat. Nu
arbejder eleverne med opgave B.3, hvor de skal lgse ligningen (z + 2)? = —1 og
verificere, at deres opnaede resultat rent faktisk er en lgsning til den oprindelige
ligning #? + 42 + 5 = 0. Desuden skal de Igse ligningen x2? + 2z 4+ 17 = 0. Her
har eleverne ikke de store problemer med fgrste del af opgaven, men anden del
giver som forudset lidt vanskeligheder (cf. afsnit 4.2.3). Derfor bidrager lsereren
til lgsningsprocessen ved at oplyse, at \/pg = \/p./q, nar enten p > 0 eller ¢ > 0,
hvorefter de kan komme videre med opgaven. Nu er der en institutionalisering
vedrgrende komplekse tal og herunder deres grafiske repraesentation. Herefter er

der en pause pa fem minutter.

Efter pausen lgser eleverne opgave B.5, hvor de skal finde rgdderne til poly-
nomierne f(r) = x? — 16x + 68, g(v) = 3 +22% — 3z — 10 og h(z) = x* + 223 +
1622 — 22 —17 = (22 —1)(2® 422+ 17) og omskrive disse polynomier ved hjeelp af
deres rgdder. Denne opgave medfgrer en del problemer for eleverne (cf. afsnit 7.9
og 7.10). Efter lgsning at opgaven diskuteres, hvor mange rgdder de forskellige

polynomier har, hvilket leder op til institutionaliseringen vedrgrende AFS. Da
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der efter gennemgang af det planlagte materiale til modul 1 er tid tilbage, fort-
seettes med det planlagte materiale for modul 2 og opgave B.9 devolueres. Her
skal eleverne lgse ligningen 24 — 1 = 0. Med udgangspunkt i denne opgave har vi
en institutionaliseringssituation omhandlende enhedsrgdder. Til sidst i modul 1

udleveres hjemmeopgave B.8.

7.2.2 Forlgbet af modul 2

Modul 2 begynder med en diskussion af hjemmeopgave B.8. Her har specielt
de sidste opgaver givet eleverne nogle problemer (cf. afsnit 7.10). Efter dette
forsteerkes institutionaliseringen vedrgrende enhedsrgdder fra modul 1, og som
eksempel betragtes de tredje enhedsrgdder. Nu lgser eleverne opgave B.11, hvor
de skal faktorisere de to polynomier f(z) =22+ 1 og g(z) = 2>+ 2> + 2 + 1 pa
alle mulige mader. Denne opgave har enkelte elever problemer med (cf. afsnit 7.9
og 7.11). Herefter indfgres definitionerne pa irreducibilitet og reducibilitet inden
for Z ved institutionalisering. Lacreren glemmer her at henlede deres opmaerk-
somhed pa, at f(z) = 1 ikke er irreducibelt, hvilket dog ikke giver anledning til
problemer for eleverne, da den manglende information ikke har nogen betydning
for de fremtidige opgaver. Nu lgser eleverne opgave B.13, hvor de skal afggre om
to andengradspolynomier, f(z) = 22 — 4 og g(x) = 2% + 4x + 5, er irreducible.

Denne opgave fgrer til misforstaelser hos nogle af eleverne (cf. afsnit 7.9 og 7.11).

Efter en pause pa fem minutter gennemgas Eisensteins irreducibilitetskriterium
pa overhead. Nu lgser eleverne opgave B.16, hvor de skal afggre, om polynomiet
f(x) = 2°—16x+2 er irreducibelt. Denne opgave giver kun en enkelt elev proble-
mer (cf. afsnit 7.9). Efter denne opgave udleveres arbejdsark C.10, hvor eleverne
skal formulere deres viden om egenskaberne ved de forskellige polynomier pa
arket. Her fremgar det, at de generelt er i besiddelse af et godt overblik over
bade AFS og irreducibilitet, hvorfor den tilsigtede viden til dels méa veere blevet

stadfsestet som personlig viden.
Efter diskussionen vedrgrende bestemte polynomier forevises eleverne eksplicitte

formler til bestemmelse af rédderne til generelle tredje- og fjerdegradspolynomier

pa overhead. Det forteelles nu, at det ikke kan lade sig ggre at finde en tilsvarende
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formel for polynomier af en grad, der er stgrre end eller lig 5. I denne forbindelse
kommer et historisk indslag vedrgrende ligningslgsningens udvikling. Herefter
tages udgangspunkt i formlen til bestemmelse af rgdderne til det generelle tred-
jegradspolynomium, og eleverne nar frem til, hvad en formel til bestemmelse af
rgdderne til et n’tegradspolynomium kan besta af. P& overheaden praesenteres
eleverne nu for sztning B.18, der kan benyttes til at afggre, om rgdderne til
et givet polynomium kan findes ved en formel. Herefter lgser eleverne opgave
B.19, hvori de skal afggre, hvorvidt rgdderne til polynomiet f(z) = 2° — 16z + 2
kan bestemmes ved en formel. Leereren indfgrer her grafen for polynomiet som
et objektivt miljg, der skal sandsynliggore, at f(z) har tre redder (Hersant &
Perrin-Glorian, 2005, s. 126). I slutningen af modul 2 forteelles kort om Galois og
Galoisteoriens historie, som indtroduktion til det naeste modul. Dette historiske
indslag fungerer godt, da historien om Galois er sjov og dermed vaekker elevernes
interesse. Det er desuden en god variation i undervisningen. Til slut nsevnes, at

modul 3 vil omhandle Galoisgrupper, og hjemmeopgave B.21 udleveres.

7.2.3 Forlgbet af modul 3

I modul 3 leegger vi ud med en gennemgang af hjemmeopgave B.21. Opgaven
har kun givet fa problemer for eleverne (cf. afsnit 7.11). Herefter bliver eleverne
bedt om at genkalde viden, der blev institutionaliseret i modul 2, herunder hvad
formler til bestemmelse af rgdderne til polynomier ma besta af. Nu lgser eleverne
opgave B.22, hvor de skal opskrive S3 og Sy. Her forstzerkes kendt viden om S3,
og de har ingen vanskeligheder ved opgaven, heller ikke med hensyn til S. Denne
gruppe er ukendt for dem i den forstand, at de aldrig har set Ss; imidlertid kender
de strukturen i S3, hvorfor de til dels har en viden om strukturen i Ss. Eleverne
har tidligere set flere notationer for gruppen S3 og benytter derfor forskellige af
disse; enkelte elever opskriver alle de forskellige notationer, de kender (figur 7).
I figur 7 illustrerer stregerne i A en funktion, der kan sende 1 i hhv. 1, 2 og 3
osv. I B kan vi se alle de seks permutationer i S3, idet den gverste rackke bliver
sendt i sig selv og i de fglgende raekker. C viser ligeledes de seks permutationer i
S3. Sidstnaevnte var den mest anvendte notation, og desuden den vi selv er vant

til at benytte. Derfor valgte leereren efterfglgende at benytte notationen i C.

76



123
132
213
231
312
321

C

1231 (123 % (123 Y4123} [ 123360123
123/ V132 ) Y213 ) 231 \ 312 ) 1321

Figur 7: Elevernes forskellige notationer for Ss.

To elever opskriver nu hhv. Sy og S3 pa tavlen. Her foregribes institutionali-
seringen vedrgrende gruppen S, idet leereren spgrger, hvordan S; og dernsest

Sy, ser ud.

Eleverne bliver nu bedt om at genkalde betingelserne for, at en mangde med
en given komposition er en gruppe. Det viser sig her, at i stedet for associa-
tivitetsbetingelsen, har eleverne tidligere set, at maengden skal vaere stabil under
komposition. Endvidere har eleverne tidligere benyttet ordene regneoperation,
enhedselement og omvendt element for hhv. komposition, det neutrale element
og det inverse element. Det giver dog ikke problemer for eleverne, at vores defini-
tion benytter andre betegnelser, maske fordi leereren hurtigt overtager elevernes

metode til at vise gruppebetingelserne og det af eleverne anvendte sprogbrug.

Nu diskuteres, hvorfor S,, er en gruppe, og i den forbindelse hvilke muligheder
der foreligger for en gruppes komposition. Her kommer det frem, at kompositio-
nen for .S, er sammensaetning. Den fgrste gruppebetingelse, der betragtes, er, at
Sy skal veere stabil under sammensztning. Her benyttes et eksempel med Sj3,

hvor der skrives to permutationer, der skal seettes sammen, pa tavlen. Leereren
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benytter hverken sammensatningstegnet o eller kompositionstegnet * mellem de
to permutationer, men lader det vaere indforstaet, at det er sammensaetning, der
tales om. Dette kunne have medfgrt, at eleverne fejlagtigt fik den opfattelse, at
de to permutationer skulle multipliceres. Der er dog imidlertid ingen, der be-
maerker den manglende komposition, hvorfor vi er usikre pa, om det har haft
nogen betydning for eleverne, der i gvrigt benytter sammensaetning rigtigt. Der
bliver nu gjort opmeerksom pa, at man kan permutere alle former for elementer i
stedet for de naturlige tal. Som eksempel bruges tre af elevernes navne i en per-
mutation i S3. Dette appellerer godt til eleverne, sa selv den mest passive elev
far sagt lidt, sandsynligvis fordi det ene af navnene i permutationen er hans.
Desuden vises eleverne, at rgdder til et polynomium ligeledes kan optraede som

elementer, der permuteres.

Efter en kort pause lgser eleverne opgave B.25, hvor de skal benytte en per-
mutation af to rgdder til et andengradspolynomium pa et udtryk i de to rgd-
der. Dette giver kun fa problemer for eleverne (cf. afsnit 7.9). Efter eleverne
har lgst opgaven, viser leereren, at et generelt udtryk i ¢ og —i ser saledes ud:
Yo kyy i (—1)Y, hvor ky, € Z og u,v € Ng. Med hjeelp fra eleverne reduceres
dette til a + bi, hvor a, b € Z. Herefter redeggres kollektivt for, at hvis a+ bi = 0,
sa vil o(a + bi) = a — bi = 0. Eleverne stiller ikke spgrgsmalstegn ved vores ad

hoc metode, som er omtalt i afsnit 4.2.7.

Eleverne bliver nu bedt om at afggre hvilken delmzengde af Sy, der bevarer
ethvert nuludtryk mellem de to rgdder i hhv. 1) og 2) i opgave B.25. De erkender
let, at det er hhv. So og {e}. Herved forberedes et miljo omkring Galoisgruppen
for et polynomium, idet leereren stiller spgrgsmal, hvor svarene findes kollektivt.
Herefter skabes en institutionaliseringssituation vedrgrende Galoisgruppen for et
andengradspolynomium, hvorved der sattes navn pa de delmaengder, eleverne
netop har fundet. Dette medfgrer en ny institutionaliseringssituation omkring
Galoisgruppen for et n’tegradspolynomium. Efterfslgende diskuteres, hvorfor
Galoisgruppen er en gruppe. Denne diskussion bliver noget ustruktureret, hvilket
medfgrer, at eleverne har sveert ved at folge med (cf. samtalen 761-782, appendiks
D). Modul 3 afsluttes ved, at leereren uddyber sammenhaengen mellem Galois-

gruppen for et polynomium og rgdderne til dette. I den forbindelse benyttes en
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illustration (figur 11, appendiks B.3), der viser, at jo stgrre Galoisgruppen er,
des mere komplicerede er rgdderne. Eleverne kan her fa en intuitiv forstaelse for,

at rgdderne saledes ikke kan bestemmes ved en formel.

Generelt var modul 3 af en helt anden karakter end de to fgrste moduler, da
strukturen i store perioder bar mere praeg af forelaesning. De adidaktiske situa-
tioner var fzerre, og ingen var fundamentale, idet miljget ikke kunne give eleverne
den feedback, der var ngdvendig for at de kunne opné den tilsigtede viden i situ-
ationerne. Derfor matte laereren via intervention modificere miljget, for at hjeelpe
eleverne videre i det didaktiske spil med miljget (Hersant & Perrin-Glorian, 2005,
s. 116).

Nu fglger en mere dybdegaende beskrivelse af empirien, idet vi betragter ud-
valgte dele af transskriptionen og analyserer de forskellige observationer, der er

gjort undervejs.

7.3 Kendt vs. ukendt viden

Vi har under udarbejdelsen af vores undervisningsforlgb veeret tilbgjelige til
at antage, at hvis eleverne eksempelvis havde faet en viden preesenteret ved
institutionalisering, sa ville denne viden veere tilgeengelige for eleverne pa en
sadan made, at de ville kunne bruge den i forskellige opgaver. Som det fremgar af
det folgende, star det imidlertid klart, at dette repreesenterer en aldeles firkantet
made at afggre status af viden. Vi er altsa i designet gaet mest ud fra, at en
viden enten er kendt eller ukendt. Som vi ogsa beskriver i afsnit 5.1, er der mange
intermedisere niveauer, hvorpa en viden kan veare kendt. I det fglgende kan vi
se, at elevernes viden om faktorisering af polynomier udggr et godt eksempel pa,
hvordan viden kan veaere kendt pa mange forskellige mader. Vi skal se, at eleverne
alle kender begrebet faktorisering, men har klart forskellige opfattelser af, hvad
det faktisk betyder at faktorisere et polynomium. I udarbejdelsen af designet
kunne vi i hgjere grad have overvejet, hvordan vi skulle handle i situationer,
hvor en institutionaliseret viden ikke er stadfsestet hos eleverne i en sadan grad,

at de kan mobilisere den fra en kontekst til en anden.
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7.4 Uudnyttet adidaktisk potentiale

Det didaktiske miljg har i visse tilfeelde et adidaktisk potentiale, der i forbindelse
med opgavelgsning ikke automatisk udnyttes af eleverne. Derfor kan lsererin-
tervention vaere ngdvendig (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 117). I situa-
tioner, hvor eleverne konfronteres med problemer, kommer laereren ofte ufor-
varrende til at hjelpe for meget, i stedet for at opfordre eleverne til at spille
med miljset og derved udnytte det tilstedeveaerende adidaktiske potentiale. Vi
vil i dette afsnit analysere episoder, hvor laereren ikke formar at lade eleverne

arbejde selvstaendigt med miljget, saledes at det adidaktiske potentiale udnyttes.

I opgave B.3 finder eleverne komplekse lgsninger til andengradsligninger. I den

forbindelse opstar der en misforstaelse hos en elev under lgsning af del (1):

40. Mikael: "Ahh smart, og sa kan jeg bare flytte 2 over igen [i x + 2 = 4]

ik’? ... Men det er vel, —2 det méa veere det samme som 2i.”
41. L: ”—2 er bare —2.”
42. Mikael: "Nah, sadan her [z = —2+4] [...].”

Eleverne er pa dette tidspunkt endnu ikke rigtig fortrolige med komplekse tal, og
det er fgrste gang, de skal praesenteres for det faktum, at et tal pa formen x + iy
kan veere lgsning til en andengradsligning. Vi tror derfor, at den pagaeldende elev
forsgger at omskrive —2 44 til en kendt lgsningstype. Selv om eleverne tidligere
har set eksakte lgsninger til andengradsligninger, vil de typisk fole et behov for
at reducere lgsningsudtrykket, indtil alle regneoperationer er vaek. Eksempelvis
kunne de have set —% + @, der er lgsning til ligningen 2% + z — % = 0. Det
er folgelig af vores opfattelse, at eleven forsgger at reducere —2 4 i yderligere,

hvorfor misforstaelsen, at han kan skrive i i stedet for — (minus), opstar.

Miljget har i ovenstaende tilfeelde potentiale til, at den pageseldende elev egen-
haendigt kunne have opdaget sin fejl. Problemet er her, at eleven ikke var naet
til anden del af (1), hvor eleverne skulle eftertjekke, at de fundne verdier til-
fredsstiller ligningen. Safremt eleven havde indsat de fundne veerdier, ville han
formentlig have erkendt, at lgsningerne var forkerte. Lacreren kunne have bedt

eleven indsatte de fundne veerdier i ligningen eller alternativt bedt ham forsgge
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at verificere, at —2 = 2i, saledes, at han selv havde erkendt sin fejl i forbindelse

med sin yderligere handlen i miljget.

Endnu et eksempel pa, hvordan leereren ikke tillader eleven at fa feedback fra
miljget, kan anskues i relation til opgave B.9, hvor eleverne skal finde lgsningerne

til 2t — 1 = 0:

140. L: ”[...] Men hvad ved I ifplge AFS, som I lige har set og faet udleveret?
Hvad skal sa i hvert fald geelde? Maria?”

141. Maria: "Den har fire rgdder.”

142. L: "Ja, er der nogen bud pa, hvad de rgdder de er?”

151. Peter: 7”1 og —1, og sa ville jeg mene, at de var dobbeltrgdder.”
152. L: "Det er de faktisk ikke.”

153. Peter: "Nah aha.”

154. L: "Ja?”

155. Peter: "+i ogsa.”

Leereren kunne i denne kontekst have udnyttet miljgets adidaktiske potentiale
ved at have bede eleven om at vise, hvorledes —1 og 1 er dobbeltrgdder. Herved

kunne eleven have opnaet viden pa egen hand ved at handle i miljget.

7.4.1 Problemer med faktorisering

Det er et tilbagevendende faeenomen, nar eleverne hgrer ordet faktorisering, at de
teenker pa, at de skal saette x uden for en parentes; dette illustreres i forbindelse

med lgsningen af opgave B.11:

287. L:"[...] Ok, er der nogen af de her f og g - f eller g, som man kan faktorisere
ud i mindre polynomier, der har heltalskoefficienter? ... Er der nogen af de
her polynomier - hvis man faktoriserer dem ud pa en eller anden made,
at de mindre polynomier far koefficienter, der ligger i Z, altsa som er hele
tal? Mikael?”
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288. Mikael: "I g der kunne du vel stte x uden for en parentes, kunne du ikke
det?”

293. L: "Hvis du kigger pa faktoriseringerne - du har en faktorisering her [peger
pa en af de fire faktoriseringer af g(z)], du har en faktorisering her, sa har
du de her to ogsa den her og den her. Og herovre [peger pa f(x)] der er
der jo kun den her ene [faktorisering]. Er der nogen af de her, som hvor de

enkelte faktorer er polynomier, der har heltalskoefficienter?”

Eleverne kan tidligere have arbejdet med mange opgaver, hvor de har skullet
seette x uden for en parantes, hvilket sandsynligvis forklarer elevens forste ind-
skydelse. Faktorisering af polynomier er tydeligvis ikke kendt af eleverne i den
udstreekning, vi forventede (cf. afsnit 4.2.3). Det er saledes kun delvist kendt
viden for denne elev, idet han relaterer det til at seette « uden for en parantes.
Leereren forstar ikke, hvorfor eleven vil szette x uden for en parentes, og hun
ignorerer forslaget flere gange. Lacreren har i denne situation en klar forestilling
om, hvordan undervisningen skal forlgbe for at na den tilsigtede viden, og vur-
derer, at det forkerte svar ikke vil kunne fgre til en diskussion, der inden for de
givne tidsrammer kan veere udbytterig (Arsac et al., 1992, s. 20; Sierpinska, 1999,
lecture 7). Hun vurderer, at fejlen er et resultat af manglende opmaerksomhed
fra elevens side og ikke et egentligt forstaelsesproblem. Dog er der meget, der
indikerer, at elevens problem faktisk er et forstaelsesproblem. Det er problema-
tisk, at leereren i ovenstaende eksempel beslutter at ignorere elevens fejl, idet
det er vigtigt, at lade sadanne behandle, saledes at eleven kan fa feedback fra
miljget. Hvis eleven fik lov at spille yderligere med miljget, kunne han maske
egenhaendigt opdage sin fejl, eventuelt ved hjelp af leerermedieret regulering af

spillereglerne.

I ovenstaende samtale arbejdes med faktoriseringerne af f(x) og g(z) fra op-
gave B.11, idet leereren beder eleverne bestemme hvilke af polynomierne, der
kan faktoriseres ud i polynomier af lavere grad, der hver isser har heltalskoeffi-
cienter. Dette er vanskeligt for eleverne, sandsynligvis fordi de her skal benytte

faktorisering af polynomier i en ny sammenhsaeng.
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I et andet tilfzelde forekommer et eksempel pa, at eleven rent faktisk har en

forkert forstaelse af faktorisering:

305. Maria: "Nar der star siadan et ekstra led [+1], er den [(x + 2)% + 1] s&

reducibel?”

308. L:"Den der [+1] det er jo ikke - nar der star plus, sa er det jo ikke en rigtig
faktor, kan man sige. Hvis du faktoriserer, sa ma du kun skrive ud i ting,
der er ganget sammen. S& hvis det her [peger pd det sidste led i (x+2)?+1]

skal vaere med, sa skal det veere inden i [en parentes].”

Det fremgar igen abenlyst, at viden om faktorisering af polynomier kun er delvist
kendt af eleven i den forstand, at eleven kan genkalde, at polynomiet kan om-
skrives ved faktorisering, men ikke hvad denne omskrivning bestar i. Det er
muligvis derfor, at hun forveksler faktorisering med metoden til omskrivning af
et andengradspolynomium, hvilken eleverne arbejdede med i modul 1. Endvidere
ses i 308, at leereren forsgger at forklare forskellen pa et led og en faktor i et poly-
nomium. Forklaringen bliver her bade uformel og ad hoc, idet lsereren prgver at
seette sig ind i elevens tankegang og udrede elevens situationsspecifikke faktori-
seringsproblemer. Sadanne ad hoc forklaringer kan veere et forsgg pa at forelaegge
eleven en mere intuitiv forklaring. I nogle tilfzelde kan det maske i stedet veere
grobund for misforstaelser. Den sidste seetning i 308 kunne eksempelvis bevirke,
at eleven blot ville szette en parantes omkring +1 og fa (x + 2)?(+1) og dermed

tro, at polynomiet saledes var faktoriseret.
I hjemmeopgave B.21 har eleven fra tidligere igen problemer med faktoriseringen
af polynomier:

194. L: "Ja, er I med? Ma jeg spgrge dig, der havde problemer, var det faktori-

seringen, eller var det...?”

197. Mikael: "Bare sadan at komme i gang, jeg ved ikke, hvad det er. Jeg ma

abenbart bare vaere virkelig darlig til at faktorisere.”

200. L: "Det du har, det er, at hvis du har et andengradspolynomium f(x) =
ax® + bx + ¢, det har to rgdder. Vi siger, at det har en rod, der hedder
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og en rod der hedder ro, det er de to rgdder til det her andengradspoly-
nomium. Hvordan er det sa, vi skriver faktoriseringen op - sa kan vi skrive

f(x) som?”
201. Mikael: "Det er a(z — r1)(x 4 r1), eller ro bliver det sa.”

204. L: ”Ja, man kan altid faktorisere ved at skrive x minus den ene rod gange
2 minus den anden rod, hvis det er et andengradspolynomium. Hvis det er
et tredjegradspolynomium, sa kommer der selviglgelig en faktor mere pa.
[...] Sa selvom det ser lidt mere forvirrende ud, sa er det her [4 + 7i], det

er stadig et tal, som stadigveek er en rod.”

212. L: ?Ja, jeg ved ikke, om vi skal kigge pa den anden ogsa - skal vi kigge pa
g(z) ogsa? Hvad siger 17”

213. Mikael: "Nej, jeg tror - jeg tror, at jeg godt kan finde ud af det nu.”

Elevens misforstaelse vedrgrende faktorisering er denne gang af en anden karak-
ter end tidligere. Da eleverne har set flere eksempler, hvor rgdderne til et givet
andengradspolynomium er af formen +a, a € C, har den pagaldende elev faet
den opfattelse, at faktoriseringen af et vilkarligt andengradspolynomium altid
ma veere af formen (z — a)(x + a). Eleven bliver dog i ovenstaende eksempel
forvirret, da formen (x — 71)(x + 71) er i modstrid med at faktoriseringen skal
indeholde begge rgdder r1 og 1. Folgelig ender han med, at faktoriseringen ma
vaere (x — 1) (x + r2). Pa ny illustreres det, hvorledes viden om faktorisering
af polynomier ikke er kendt som forventet af leereren. Bemeerk her, at leereren
overhgrer elevens misforstaelse. Endvidere kan vi i 213 observere en tydelig kon-

sekvens af den didaktiske kontrakt, hvilket vi beskriver nsermere i afsnit 7.11.

7.5 Kendt viden som forberedelse af ny viden

Ved at tage udgangpunkt i viden, der er kendt for eleverne, kan lsering af ny
viden forberedes (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 122). Et eksempel herpa
fremgar af indledningen til modul 1, hvor leereren stiller et spgrgsmal relateret

til tidligere institutionaliseret viden:

2. L: ”[...] Kan I lgse alle andengradsligninger?”
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3. Maria: "Man kan i hvert fald sige om de andengradsligninger, der ikke har
en lgsning, at de ikke har en lgsning. Ellers s& kan man se, at der er to

eller en lgsning.”
4. L: ”Ja, men I kan altsa ikke sadan generelt lgse dem, vel - nej?”

6. L: ”[...] Denne her ligning [#2 +42+5 = 0] er et eksempel pa én, som jeg vil
ga ud fra, I ikke kan Igse, eller som vi kan sige, ikke har nogen lgsninger.
Sa vil vi gerne se lidt naermere pa, hvorfor det faktisk er, at vi ikke kan

lgse den [...].”

I dette miljg i relation til andengradspolynomier anvendes den kendte viden til
at forberede leering af ukendt viden vedrgrende komplekse tal. Laereren udlev-
erer her et arbejdsark med opgaven: Find p og ¢ i udtrykket z? 4+ 4z + 5 =
(x + p)? + q. Her skal den kendte viden om kvadratet pa en toleddet stgrrelse,
(z+y)? = 224+y%+2xy, benyttes til at se kvadratets fuldendelsesmetode. Eleverne
er bekendt med den traditionelle diskriminantformel til lgsning af andengrad-
sligninger, men den nye metode udggr en anden tilgang til erkendelse af, hvorfor
visse andengradsligninger ikke har lgsninger inden for R. Eleverne finder hurtigt,
at 22 +4x +5 = (v +2)? + 1. Leereren szetter nu 22 +42+5= (2 +2)2+1=0,
dvs. (z +2)% = —1.

11. L: ”[...] Ok, hvad er det lige, der gar galt her [(z + 2)? = —1]? Ja, Maria?”
12. Maria: "Du kan ikke saette noget i anden og fa et negativt tal.”

13. L: "Nej, sa derfor har vi virkelig et oplagt eksempel pa, hvor det er, det gar
galt, nar vi skal lgse de her ligninger, hvor diskriminanten bliver negativ.

[...] nu vil vi faktisk gerne lgse denne her ligning [(z + 2)? = —1] alligevel

]

Her ggres det klart for eleverne, hvorfor de ikke kan Igse ligninger med negativ
diskriminant. Dette medfarer en fgrste devolution af det nye problem, nemlig at
lgse (z +2)? = —1 (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 128).

Inden opgave B.11 har eleverne kun tiftet bekendtskab med faktorisering som
den fuldstendige faktorisering i fgrstegradsfaktorer. S& med denne opgave ud-

vides det tidligere institutionaliserede begreb, idet de ser, at faktorisering af et
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tredjegradspolynomium ikke er entydig. Efter gennemgang af opgaven pa tavlen
stiller lzereren spgrgsmal, der besvares kollektivt, hvorved der forberedes et miljg

vedrgrende irreducibilitet (cf. samtalen 287-293, afsnit 7.4).

7.6 Ny kontrakt etableres ved brud pa den eksisterende

Ved at leereren bryder den didaktiske kontrakt, skabes et nyt miljg, hvor en ny
kontrakt bliver gaeldende. Det folgende eksempel viser et brud pa den didaktiske

kontrakt i relation til det matematiske domaene.

13. L: ”[...] hvis det nu var et positivt og ikke et negativt tal, der star her [—1
i ligningen (x + 2)? = —1], hvad ville I sa ggre for at komme videre? Ja,
Peter?”

14. Peter: "Tage kvadratroden pa begge sider.”

15. L: "Ja, sa hvis vi nu ger det alligevel. ... Hvad far vi sa herovre [hgjresiden
of (z+2)2 = ~1)]7

16. Peter: "Kvadratroden af —1 [...].”

Med hensyn til det matematiske domeene vil en didaktisk kontrakt i gymnasiet
indebaere, at det ikke er tilladt at tage kvadratroden af et negativt tal. I det
ovenstaende brydes denne kontrakt, og med bruddet etableres en ny kontrakt,
hvor det er tilladt at benytte /—1. Der skabes alts& et nyt miljg omkring kom-
plekse tal.

I forbindelse med arbejdsark C.10, hvor eleverne bl.a. undersgger, hvorvidt de
forskellige polynomier pa arbejdsarket er irreducible, brydes den didaktiske kon-
trakt af leereren. Bruddet opstar, idet eleverne ikke har mulighed for at afggre,
hvorvidt tre af polynomierne i kassen er irreducible. Eleverne skal altsa se pa
polynomier, hvor de ikke kan udtale sig om den egenskab, der netop er blevet
praesenteret. Formalet med at arbejde med saddanne polynomier er at demon-
strere for eleverne, at man i mange tilfeelde hverken kan afggre irreducibilitet
ved hjzlp af definitionen eller ved hjelp af Eisensteins irreducibilitetskriterium.

Endvidere er formalet med at se pa disse polynomier, at eleverne skal erkende, at
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selvom Eisensteins irreducibilitetskriterium ikke kan anvendes er dette ikke ens-
betydende med, at polynomiet er reducibelt, men blot at de ikke pa nuvaerende
tidspunkt har redskaber til at afggre, hvorvidt det er irreducibelt eller reducibelt.
Opnaelsen af disse mal forhindres af en didaktisk kontrakt, der for eleverne an-
giver, at de kun far stillet opgaver, som de har redskaber til at lgse (Blomhgj,
1995, s. 17). Det er en helt generel forventning hos eleverne i matematikun-
dervisning, at de naturligvis har faet redskaber til at lgse de opgaver, de bliver
stillet. I forbindelse med at eleverne skal formulere deres viden om polynomiet
x* + 52 + x + 13, forekommer et illustrativt eksempel pa, at en sadan kontrakt

seedvanligvis indebaerer, at en stillet opgave kan lgses:
420. L: ”Ja, kan vi sige noget om, om den er irreducibel?”

421. Siv: "Umiddelbart vil jeg sige, at det er den ikke. Vi skal finde et primtal,
der gar op i b ik’?”

422. L: "Hvis du kan bruge den satning, vi havde lige for, sa skal du finde et
primtal, der gar op i den [5] og den [1], der star her, og den her [13], kan
du finde det?”

423. Siv: "Umiddelbart ikke nej.”

Umiddelbart inden denne situation var der i faellesskab blevet talt om poly-
nomiet z'%9 — 299 — 3, hvor eleverne hverken var i stand til at faktorisere eller
benytte Eisensteins irreducibilitetskriterium. Ovenstaende eksempel viser, at det
er vanskeligt for eleven at lgsrive sig fra den for eleven galdende kontrakt, pa
trods af at der kort tid inden har veret et tilsvarende brud pa den. Det lader
endvidere til, at elevens logik foreskriver, at hvis A medfgrer B, sa vil ikke-A
ngdvendigvis medfgre ikke-B. Hvis der saledes ikke findes et primtal, der op-
fylder betingelserne i satningen, vil polynomiet ikke vzere irreducibelt, hvorfor

det sa er reducibelt.

7.7 Handtering af elevernes usikkerhed ved brud pa kontrakten

Nar der sker et brud pa en gaeldende didaktisk kontrakt, kan der opsta en usikker-
hed hos eleverne, som laereren ma forholde sig til (Hersant & Perrin-Glorian,

2005, s. 122). Folgende giver et indblik i, hvordan leereren forsgger at reducere
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den usikkerhed, der muligvis opstar hos eleverne, nar leereren bryder kontrakten
ved at tillade v/—1 (cf. samtalen 13-16, afsnit 7.6):

20. L: "Ja. ... Ok, det her [/—1] det giver selvfglgelig ikke mening inden for
de reelle tal, sa for at lgse den her slags ligninger sa bliver vi ngdt til at
udvide vores talbegreb, altsa udvide de reelle tal [...]. Ja, sa vi definerer
altsa ... v/—1 til at vaere i - hvad er sa i2? Ja, Maria?”

21. Maria: "—1.”

22. L: ”Ja. ... Ok, sa nu har vi altsa faktisk lige pludselig fundet et tal, der i

7

anden giver —1 [..]

Den potentielle usikkerhed handteres her ved, at leereren anerkender, at +/—1
ikke giver mening for eleverne. Leereren letter desuden med den sidste kommen-
tar (22) stemningen og ggr situationen mere uformel, da hun lidt i speg antyder,

at der pludselig er dukket et nyt tal op.

I afsnit 7.6 omtales det brud pa en didaktiske kontrakt, der forekommer, nar
eleverne bliver bedt om at udtale sig om irreducibilitet mht. polynomier, hvilket
de jo netop er ude af stand til at afggre. Elevernes usikkerhed afhjeelpes ved, at
leereren ggr opmeerksom pa, at det ikke altid er muligt at benytte Eisensteins
irreducibilitetskriterium. I faellesskab konkluderes, at eleverne faktisk ikke har

grundlag for at udtale sig om irreducibilitet for de pagaeldende polynomier.

7.8 Institutionalisering ved samtaler med eleverne

I stedet for at leereren egenheendigt institutionaliserer ny viden, kan institutio-
naliseringsprocessen ske ved, at leereren og eleverne skiftevis stiller spgrgsmal
og svarer pa disse (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 122). I denne form for
institutionalisering vil leereren gjeblikkeligt validere elevens svar pa det stillede

spogrgsmal, hvorved svaret kommer til at fungere institutionaliserende.
I samtalen 20-22 (afsnit 7.7) ses en forste instutionaliseringssituation omkring

det komplekse tal ¢ ved kommunikation med eleven. Denne institutionalisering

udfgres i konteksten af den udleverede opgave (cf. afsnit 7.5). Efterfolgende sker
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en dekontekstualisering, idet eleverne forst skal arbejde med en opgave, omhand-
lende multiplikation af to komplekse tal og dernaest far forelagt en opgave, hvor
de skal lgse den tidligere behandlede ligning (z+2)? = —1, og undersgge, hvorvidt
deres resultater er lgsninger til den oprindelige ligning 22 + 4z 4+ 5 = 0 (opgave
B.2 og B.3). Dekontekstualiseringen indebeerer, at eleverne kan mobilisere den

nye viden til andre sammenhaenge.

Under institutionaliseringen af den grafiske repraesentation af de komplekse tal,
bliver eleverne bedt om at angive, hvilke komplekse tal leereren har afmeaerket i
et todimensionalt koordinatsystem pa tavlen (cf. samtalen 64-80, appendiks D).
Altsa foregar en del af institutionaliseringen via samtale med eleverne. I insti-
tutionaliseringen af de komplekse tal opstar der desuden et skift inden for det

matematiske domeene, idet vi bevaeger os fra symbolsk til grafisk repraesentation.

I modul 3 bliver eleverne bedt om at redeggre for, hvorfor S, er en gruppe.
P& naervaerende tidspunkt er der viden i udvikling vedrgrende S,,. Redeggrelsen
for, hvorfor .S, er en gruppe, gennemgas kollektivt ved eksempler med elementer
fra S (cf. samtalen 638-662, appendiks D). Herved har vi en institutionalisering

vedrgrende gruppen S,, baseret pa samtaler mellen laerer og elever.

7.9 Fordeling af ansvar

Som omtalt i afsnit 5.1 haenger fordelingen af ansvar teet sammen med den di-
daktiske status af den tilsigtede viden. I forbindelse med lgsning af opgave B.3
placeres ansvaret hos eleverne, idet opgaven kun kreever grundleeggende viden
omkring Ilgsning af en andengradsligning, samt den nyligt institutionaliserede vi-
den, at 2 = —1. Eleverne gar dog i std med opgaven, hvorfor leererintervention er
pakraevet, for at de kan komme videre i spillet med miljget (cf. samtalen 55-60,

appendiks D). Derfor tager leereren en del af ansvaret tilbage.

Med hensyn til lgsning af opgave B.5 laegges ansvaret igen hos eleverne, da
opgaven kan lgses pa baggrund af institutionaliseret viden. Eleverne forventes at
anvende ny institutionaliseret viden, idet de arbejder med at finde komplekse lgs-

ninger til andengradsligninger. Herudover skal de i relation til g(z) kunne geette
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en rod og udfgre polynomiers division. Ingen elever gnsker at regne opgaven

for h(z) pa tavlen (bortset fra den meget dygtige elev), hvorfor leereren stiller

sporgsmal og nedskriver elevernes svar. Herved foregar en kollektiv opgavelgs-

ning, hvilket indebzerer, at leereren patager sig en del af ansvaret for lgsning af

opgaven.

Enkelte elever havde vanskeligt ved at komme i gang med lgsning af opgave

B.11. Her eleven, der tidligere havde problemer med faktorisering:

239.

240.

241.

242.

243.

244.

245.

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

Mikael: "Hvad skal jeg gore her?”

L: "Hvad vil du starte med at ggre med g(x)?”

Mikael: ”Sa vil jeg umiddelbart geette en rod.”

L: 7Ja.”

Mikael: ”Og det er —1.”

L: ”Ja, og hvad vil du sa ggre?”

Mikael: ”Sa kan man sztte x uden for en parentes /.../.”

L: "Hvad plejer du at ggre, efter du har geettet en rod? Hvordan kan du sa

skrive polynomiet?”

Mikael: "I hvert fald = 4+ 1 der ikk?”

L: 7Ja, og hvad er der sa tilbage? Hvordan vil du finde det?”

Mikael: "Nah, sa kan man sztte det der [z+ 1] udenfor en parentes maske.”
L: ”Jahh. ... Ellers sa er der noget, der hedder polynomiers division.”
Mikael: "Ja /.../.”

L: ”Ja, men det er rigtig nok, det kan skrives som (z + 1) gange et anden-

gradspolynomium /.../.”

I denne opgave er ansvaret placeret hos eleverne, da alt hvad der kraeves til lgs-

ning af opgaven, er viden om faktorisering af polynomier, hvilket lsereren har
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antaget kendt af eleverne. Dog overtager laereren pany ansvaret i den beskrevne
situation, som konsekvens af elevens store vanskeligheder med at komme i gang
med opgaven. Det viser sig saledes, at faktorisering af polynomier ikke udger
stadfaestet viden hos eleverne, og derfor ikke kan mobiliseres under varierende
kontekster (cf. afsnit 7.4). De fleste elever far imidlertid lgst hele opgaven, og
den gennemgas pa tavlen af to elever. Bemaerk endeligt Topaze-effekten i 250,

der yderligere omtales i afsnit 7.11.

I opgave B.13 far eleverne ansvaret for at benytte den nye institutionaliserede
viden om irreduciblilitet. Leereren far dog noget af ansvaret for lgsning af op-
gaven igen, idet der stilles et spgrgsmal til opgavelgsningen (cf. samtale 305-308,
afsnit 7.4).

I forbindelse med opgave B.16 far eleverne ansvaret for at anvende den nyligt
institutionaliserede viden om Eisensteins irreducibilitetskriterium. Eleverne har
generelt ingen problemer med dette. Dog ma leereren tage det meste af ansvaret
igen fra en enkelt elev, der har sveert ved at komme igang med opgaven (cf.
samtalen 360-386, appendiks D).

Diskussionen omkring arbejdsark C.10 forsteerker den institutionaliserede viden
om polynomier, idet eleverne far ansvar for at anvende og verificere anvendelsen

af denne viden.

I opgave B.19 skal eleverne anvende kendt viden om irreducibilitet og funktions-
undersggelse for at kunne benytte seetning B.18. Der skal herunder redeggres
for, at det givne femtegradspolynomium har 3 reelle rgdder, hvorfor eleverne
skal bruge funktionsundersggelse i en anden kontekst, end de er vant til. Det for-
ventes at de selvstaendigt ber indse, at de skal benytte funktionsundersggelse for
at bestemme, om polynomiet har 3 reelle rgdder. Fglgelig laegges ansvaret umid-
delbart hos eleverne. Igen oplever et par af eleverne problemer med opgaven,
og leereren ma derfor bidrage til opgavelgsningen, hvilket betyder, at ansvaret

flyttes til leereren; som eksempel herpa se samtalen 487-492 (afsnit 7.11).

Med hensyn til lgsning af opgave B.22 placeres ansvaret atter hos eleverne,
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hvilket fungerer fint. Her registreres en af de fa handlingssituationer, hvor ansvaret
ligger hos eleverne under hele situationen. Faktisk bliver ansvaret jo placeret hos
eleverne i alle de adidaktiske situationer, men det kan generelt konstateres, at
det er sveert for leereren ikke at matte tage en del af ansvaret igen, da eleverne
hyppigt kommer i vanskeligheder under handlingssituationerne. Endnu et eksem-
pel herpa findes i forbindelse med opgave B.25 (cf. samtalen 676-678, appendiks
D).

7.10 Forsterkning af institutionaliseret viden for at undga fejl

Hvis eleverne har problemer med at genkalde tidligere institutionaliseret viden,
ma den i visse tilfzelde geninstitutionaliseres for at undga fremtidige fejl (Hersant

& Perrin-Glorian, 2005, s. 128). Vi kan betragte fglgende eksempler pa dette.

7.10.1 Ophaevelse af potens

Det forste eksempel ses under tavlegennemgangen af opgave B.3:
33. Mikael: "Ja, det er bare den samme som for [z +2 =i]. [...].”
34. O: "Hvad er z?7”

35. Mikael: "Nah, ja men sa - /.../ sa skal jeg regne videre og alt muligt /.../.”

36. O: "Prov at regne den [(x + 2)? = —1] fra starten af, si vi far mellemreg-
ningerne med. ... Hvordan er det, nar man tager kvadratroden pa begge
sider?”

37. L: Ok, nar du heever en potens, sa plejer du altid at ggre noget - nar du
tager kvadratroden pa begge sider ik’? Hvis du regner tilbage, sa kan der

ogsa sta...?”
38. Mikael: "Nah ja, sa er det selvfglgelig +.”
39. L: "Ja.”

Her appellerer lzereren til elevens rutinehukommelse, i dette tilfaelde korrespon-
derende til den viden, altsa at man skal huske + ved opheevelse af en anden-

potens. Dette ggr leereren for fremover at undga fejl. Laererens epistemologiske
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ansvar er er grunden til, at leereren gerne vil undga fejl. Laererens malsaetning er,
at eleverne skal na frem til et korrekt resultat, og i lgbet af processen at fange
eventuelle fejl, der hvor de opstar, i stedet for at lade eleven fortsaette ud ad en
forkert tangent. Generelt vil det dog ikke veaere en fordel helt at undga at lade
fejl komme frem, idet fejl kan medfgre vidensopnaelse. Dette ses i udtalt grad,
nar miljget giver eleven mulighed for selv at opdage sin fejl og efterfelgende finde

en vinderstrategi.

7.10.2 Faktorisering

Under lgsning af opgave B.5 opstar der hos en elev tvivl om, hvorfor man altid
kan skrive et tredjegradspolynomium som et produkt af tre faktorer. Lzereren
beslutter derfor at forny tidligere institutionaliseret viden om faktorisering af
et andengradspolynomium og tredjegradspolynomium for at undgd fremtidig
usikkerhed:

106. L: ”Altsa du ved - har I ikke leert at, jo det tror jeg - at et andengradspoly-
nomium hvis det har to rgdder, sa kan det skrives som x minus den ene
rod gange x minus den anden rod, i hvert fald hvis der star 1 her. Hvis der
star et eller andet foran [foran hgjestegradsleddet], sa skal man lige gange
med det ogsa - kan I huske det - det ma I naesten have set for. Og sa viste
Maria lige, at man kunne skrive det [tredjegradspolynomiet] som denne her
[z — 2] gange et andengradspolynomium. [...] Og det her [z? + 4z + 5] er

et andengradspolynomium, som ogsa kan skrives i to faktorer.”

I hjemmeopgave B.8 skal eleverne lgse en tilsvarende opgave, idet de bedes om-
skrive f(z) = —3224+24x—195 og g(z) = 2> +2?+x+1 ved hjelp af deres rodder,
hvilket forudsaetter en fuldsteendig faktorisering af polynomierne. I begyndelsen
af modul 2 spagrger leereren, om der har veeret problemer med hjemmeopgaverne.
Den samme elev, der tidligere havde problemer med faktoriseringen af g(z) i op-
gave B.5, tilkendegiver, at han igen har haft problemer. En anden elev kommer
til tavlen og faktoriserer f(x). Herved fezellesggres denne elevs personlige viden.
Efter gennemgangen forsgger leereren at opklare hvilke problemer, eleven fra for
havde, for at undersgge om de stadig er problemer (cf. samtalen 194-213, afsnit
7.4.1). Det fremgar, at eleven tydeligvis ikke har forstaet, hvordan et polynomium

faktoriseres, da det blev diskuteret i forbindelse med opgave B.5. Derfor gentages
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institutionaliseringssituationen omkring faktorisering af polynomier af lzereren.

Da det i samtalen 305-308 (cf. afsnit 7.4) viser sig, at en elev har en misforstaelse
omkring faktorisering geninstitutionaliserer laereren for tredje gang dette, for at

undgé fremtidige fejl. Denne gang i konteksten af opgave B.13.

7.11 Uheldige effekter ved kontrakten

Under forlgbet observerede vi forskellige effekter ved den didaktiske kontrakt.

Specielt er kontraktens pavirkning af eleverne og Topaze-effekten gennemgaende.

7.11.1 Topaze-effekt

Topaze-effekten er en almindeligt forekommende effekt af den didaktiske kon-

trakt, og den optraeder flere gange i vores undervisningsforlgb.

I samtalen 239-252 (cf. afsnit 7.9) er vi af den overbevisning, at det ikke i sig selv
er faktoriseringen, der er elevens problem, men snarere det at finde rgdder til et
tredjegradspolynomium. Det er sandsynligt, at denne proces ogsa tidligere har
veeret elevens problem (cf. afsnit 7.10). Leereren har gennem hele forlgbet ikke
faet en reel forstaelse af elevens egentlige problem, hvilket danner grundlaget for
en Topaze-effekt. Det er dog ikke den tilsigtede viden, der dikteres, men en frem-
gangsmade, som laereren antager, er kendt for eleven. Leereren tror her, at hvis
ordene "polynomiers division” naevnes vil elevens rutinehukommelse fremkalde

den for situationen relevante viden.

Opgave B.19 skaber en del problemer for flere af eleverne:

487. L: ”Ja, hvordan vil du afggre, om den der har tre reelle rgdder? ... Hvordan
kan du se - hvis du nu har en tegning af den, hvordan ville du sa se om

den har tre reelle rgdder? Du kan jo prgve at tegne den pa lommeregneren

[...].”
488. Kim: "Det ved jeg ikke, hvad mener du?”

489. L: ”Du ved, nar du finder nulpunkter, hvis du finder lgsninger til en ligning.

Losning det er, nar det giver nul ik’, hvis du indssetter, sa giver det nul.
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Hvis du finder en rod - hvis z er en rod, hvad skal f(x) sa give?”
490. Kim: "Den skal sa give 0.”

491. L: ”Ja, hvordan kan du s se, om den har 3 reelle rgdder? ... Det er nar

den skeerer z-aksen, kan du sa se hvor mange?”
492. Kim: 73.”

Eleven har sa markante vanskeligheder ved at redeggre for antallet af reelle rgd-
der til f(x), at situationen fremkalder en Topaze-effekt i 491. Generelt udviser
eleverne forstaelsesproblemer i relation til seetningen, hvilket formentlig skyldes,
at der er adskillige betingelser, der skal veere opfyldt for at seetningen kan anven-
des. Eleverne er ikke vant til lange seetninger, hvor det er essentielt at kontrollere,
hvorvidt forskellige betingelser er opfyldt. Derfor tror de eksempelvis, at ssetnin-
gen udtrykker, at hvis p = 5, da har f(x) 3 reelle rodder. Dette illustreres endnu
mere tydeligt i modul 3, hvor der gennemgas en hjemmeopgave, der er tilsvarende
(cf. samtalen 537-551, appendiks D).

7.11.2 Kontraktens pavirkning af eleverne

Generelt var eleverne under hele forlgbet meget optagede af at overholde deres
del af den didaktiske kontrakt, hvilket kommer til udtryk i deres tydelige forsgg
pa at afkode, hvilke metoder laereren forventede, de anvendte (cf. afsnit 5.4).
Nedenstaende omhandler sidste del af opgave B.3 og repraesenterer en sadan
effekt.

60. Maria: "Jeg laver den her [22422+17] om til formlen, der hedder (z+p)%+q,
og den kan vi lave om, s& den hedder (x+1)2+16 = 0 ik’? Sa dvs., at hvis
jeg sa tager 16 og satter over pa den anden side og tager kvadratroden, sa
star der, at © + 1 = £1/—16. Og /=16 det er det samme som /—1 - v/16,
sa den her kan vi skrive om igen, si den hedder z + 1 = /—1 - V16,
v/—1 er defineret til i, v/16 er 4. Sa star der 4i, og sa star der + ik’ foran

kvadratroden, og sa er x = 4¢ — 1 eller —4¢ — 1.7

61. L: ”Ja. ... Sa igen sa har I faktisk to lgsninger til en ligning, hvor diskri-

minanten er mindre end 0.”
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De gvrige elever benytter ligeledes metoden med kvadratets fuldendelse, der
blev introduceret kort forinden i begyndelsen af modul 1. Dette ggr de pa trods
af, at deres opmearksom henledes pa, at den kendte diskriminant-formel tillige
kan anvendes. Laereren handler saledes pa det matematiske domeene, idet der
foreslas en anden metode (Hersant & Perrin-Glorian, 2005, s. 126). Eleverne er
optaget af at overholde deres del af den didaktiske kontrakt, hvorfor de veelger
at benytte den nye metode. De overtager derfor ikke opgaven som deres eget
problem, men forsgger udelukkende at identificere ligheder mellem den fgrste og
anden del af opgaven. At eleverne ikke benytter diskriminant-formlen, er dog i
dette tilfaelde uproblematisk og udger blot en interessant effekt af kontrakten.
Vi havde forestillet os, at eleverne ville bruge den nye viden om komplekse tal i
relation til den velkendte diskriminant-formel. Generelt er det problematisk, nar
eleverne bliver sa fokuserede pa en ny metode, at de ser bort fra en gammel. Det
kan saledes ofte veere ngdvendigt at huske pa begge metoder (dette kan vi se et

eksempel pa senere i dette afsnit i forbindelse med irreducibilitet).

I vores undervisningsforlgb har en razekke af opgaverne til formal, at eleverne
skal kunne anvende bestemte metoder, som det f.eks. ses i opgave B.16. Forvent-
ningen er her, at eleverne opnar viden om FEisensteins irreducibilitetskriterium
som en metode, der i visse tilfaelde kan afggre om et polynomium er irreducibelt.
En sadan opgave er ikke et reelt matematisk problem, men blot en méade, hvorpa
eleverne kan erhverve sig et redskab (Sierpinska, 1999, lecture 7). I opgaven vil
eleverne ikke forsgge at lgse et matematisk problem, men snarere ud fra den
didaktiske kontrakt forsgge at klarlaegge leererens intentioner med opgaven. Her
formoder vi, at eleverne straks vil forsgge sig med Eisensteins irreducibilitetkri-

terium, da det er blevet indfgrt, umiddelbart inden opgaven devolueres.

I samtalen 194-213 (cf. afsnit 7.10), har en elev for anden gang problemer med
faktorisering af tredjegradspolynomier. I situationen valger leereren at repetere
institutionaliseringen vedrgrende faktorisering. Vi er dog usikre pa, hvorvidt
eleven rent faktisk er i stand til at faktorisere polynomier, pa trods af han giver
udtryk herfor. Det er plausibelt, at han blot sgger at overholde sin del af den
didaktiske kontrakt, ved at bekraefte over for leereren, at han kan lgse opgaven.

Det er sandsynligt, at eleven, efter en leengere gennemgang af opgave og teori,
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fgler, at han bgr have opnaet den tilsigtede viden. Herudover sgger laereren ogsa
at opfylde sin del af kontrakten ved at sgrge for at eleven har tilstrackkelige
kompetencer til at kunne faktorisere. Laereren accepterer derfor villigt ethvert
tegn pa, at eleven har opnaet den tilsigtede viden, hvorved undervisningen kan
fortsaette (Blomhgj, 1995, s. 18). For at undga disse problematiske effekter ved
den didaktiske kontrakt kunne leereren i mere udpraeget grad have fokuseret pa
elevens problemer. Dette kunne eksempelvis ggres pa en sadan made, at den
pagaldende elev far mulighed for at formulere sine problemer og i hgjere grad

inddrages i opgavelgsningen.

I forbindelse med lgsning af opgave B.13 foretager en af eleverne en fuldstaendig
korrekt faktorisering af g(x). Efterfolgende gar han i gang med at gange parente-
serne ud, under antagelse af, at det resulterer i en ny mulighed for faktorisering
af polynomiet (cf. samtalen 310-324, appendik D). Denne misforstaelse indtrzef-
fer muligvis, fordi eleven i den tidligere opgave B.11 skulle bestemme alle mulige
faktoriseringer af et tredjegradspolynomium ved at forst at faktorisere til bunds
i forstegradsfaktorer for dernsest at gange faktorerne parvist sammen. Eleven
forsgger antageligt i denne situation at kopiere den tidligere opgave frem for
at benytte sin personlige viden. Endnu en gang er eleven optaget af at opfylde
sin del af den didaktiske kontrakt pa meso-niveauet. Fglgelig bliver det mere
essentielt for eleven at na til det af leereren gnskede resultat, end at veere i op-

gavelgsningsprocessen, hvor viden tilegnes.

Der opstar desuden en anden misforstaelse i relation til lgsning af opgave B.13.
Nar eleverne ser et andengradspolynomium, vil de initielt omskrive det til for-
men (z + p)? + ¢, som de sa i begyndelsen af modul 1; dette forekommer, selv
nar opgaven lyder pa faktorisering. Den didaktiske kontrakt pavirker eleverne i
en sadan udstreekning, at nar leereren forst en gang har vist dem, at man kan
omskrive alle andengradspolynomier til formen (z +p)? + ¢, vil de fremover altid
veelge at begynde med denne metode, nar de ser et andengradspolynomium. Man
kan anskue dette faenomen som en variant af "kaptajnens alder” (cf. Winslgw,
2006a, s. 147), der er et klassisk eksempel pa, at eleverne ikke reflekterer over
opgaven, men blot per automatik benytter en velkendt metode. Endvidere kom-

mer det for eleverne til at handle om at vise leereren, hvad de har leert, fremfor
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at gribe opgaven an som en matematiker.

I begyndelsen af modul 3 regnes hjemmeopgave B.21 pa tavlen. Vi ser i den

forbindelse endnu et eksempel pa, at den didaktiske kontrakt fastlaser en elev:

514. Peter: "z* — 4 og jeg kunne ikke finde et primtal, eller det primtal der gar
opi4er 2, og 2 gir ogsa op i 4, si irreducibilitetskriteriet er ikke opfyldt,

sa jeg kan ikke bestemme, om det er irreducibelt.”
515. L: ”’Sa du synes ikke, du kan bestemme det?”

516. Peter: "Var det ikke det, I naevnte sidst, at hvis det ikke var opfyldt, sa

kunne vi ikke sige, om det var irreducibelt?”

517. L: "T hvert fald ikke ved hjeelp af den [Eisensteins irreducibilitetskriterium]
- det har du ret L. [...].”

Her er eleven sa overbevist om, at det er hensigtsmeessigt at benytte Eisensteins
irreducibilitetskriterium, at han helt udelukker den kendte viden vedrgrende de-
finitionen af irreducibilitet. Eleven har i modul 2 lavet en tilsvarende opgave, men
er sidenhen blevet praesenteret for Eisensteins irreducibilitetskriterium. Derfor
er han bundet af en didaktisk kontrakt, der angiver, at man skal benytte det
sidst indfgrte redskab til lgsning af opgaver. Ofte vil man jo introducere en ny
metode, fordi den er anvendelig og kan erstatte en tidligere benyttet metode.
Vi kan i det ovenstaende se, hvordan en nyligt indfgrt metode - i dette tilfzelde
Eisensteins irreducibilitetskriterium - kan fortreenge selve problemet, der her er
at afggre irreducibilitet. Desuden formoder vi, at eleven har fortolket, polynomiet
som irreducibelt pa baggrund af leererens svar, idet han i det fglgende leder efter

en faktorisering, hvor faktorerne ikke har koefficienter i Z:

517. L: ”[...] Men kan du skrive om pa det polynomium pa en anden made?”
518. Peter: "Ja, det kan man ogsa godt, skal jeg ggre det?”

519. L: ”Ja, det ma du gerne.”

520. Peter: "Find en rod i det her tilfselde 2 —4 = 0 reducerer vi til 22 = +2, sd x

- ja, kan man skrive rgdderne, ... sa kan man skrive det som (z2+42)(2?—2),
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og den her kan vi ogsa fa, sa det bliver lig med (22 + 2)(z — v/2)(z + V/2),

sa det kan man altsa ikke.”
521. L:”Kan du huske, hvad definitionen var pa reducibilitet og irreducibilitet?”

522. Peter: "Hvis den var reducibel, sa kunne den skrives som polynomier med
koefficienter i Z, og den der [(22+42)(x —+/2)(x++/2)] har ikke koefficienter
iz

523. L: "Nej, men hvad med den anden [(2? + 2)(z% — 2)]?”
524. Peter: "Den har.”

525. L: ”Ja, kan du sa ikke sige noget om den?”

526. Peter: "Nah, men sa er den reducibel /.../.”

Her slar den didaktiske kontrakt pany igennem, idet eleven er klar over, at leer-
eren forsgger at lede ham i en bestemt retning, og derfor forsgger han at tolke
det, leereren siger. Faktisk ender denne dialog ud i en Topaze-effekt i 523-525.
Eleven har egentlig en udmeerket teoretisk forstaelse af teorien, men vi formoder,
at den didaktiske kontrakt bevirker, at elevens fokus bliver rettet mod leereren i

stedet for pa selve opgaven (Blomhgj, 1995, s. 18).

I forbindelse med at eleverne i modul 3 skal redeggre for, at S,, er en gruppe,
krzeves det at kompositionen for S, bestemmes. Falgelig diskuteres, hvilke mu-
ligheder der generelt eksisterer for en komposition i en gruppe. Der opstar i den
forbindelse en misforstaelse hos en elev, der for det fgrste tror, at der stadig tales
om Sy, og for det andet opfatter elementerne i S,, som de naturlige tal, hvorfor

gruppebetingelserne skal veere opfyldt for N:

624. Peter: "Ja, hvis vi havde minus, kunne man sa ikke, hvad hedder det, bruge
operationer og sa fa et tal, der ikke var med i vores grundmaengde. Er det
ikke alle tallene fra - altsa alle naturlige tal, der er med i [det eleven kalder

grundmengden)?”

Problemet kan veere, at eleven har sveert ved at skelne mellem de forskellige

elementer. Her skal han bade se pa elementerne, der permuteres, og tillige pa
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permutationer som elementer i S,,. Vi er af den overbevisning, at det kan vaere
vanskeligt for eleverne at betragte permutationer - og funktioner generelt - som
isolerede matematiske objekter i sig selv, hvilket kan skyldes, at de er vant til at
benytte funktioner som en proces. Det er ogsa plausibelt, at eleverne tidligere
har faet indfgrt gruppebegrebet pa talmeengder, idet en elev beskriver (G, x)
som en talmaengde med en regneoperation (cf. 603, appendiks D). Dette kan
ligeledes have indflydelse pa elevens opfattelse af, at de naturlige tal som vaerende

“erundmaengden” for S,. Da vi har valgt at repraesentere en permutation ved

1 2 3
1 3 2

kan selve repraesentationen have betydning for, at eleven opfatter elementerne i

notationen

Sy som naturlige tal, idet repraesentationen jo netop indeholder de naturlige tal
1,2,3. Maske kunne denne misforstaelse veere undgaet safremt vi fra begyndelsen

havde valgt at repraesentere en permutation af tre elementer ved f.eks.

a b c
a cb)
7.12 Reproducerbarhed af forlgbet

Under udarbejdelse af analysen har vi gjort os nogle tanker om, hvorvidt vores
undervisningsforlgb er reproducerbart i den forstand, at man i en anden klasse
eller med en anden laerer, ville veere i stand til at opna de samme resultater.

Dette vil vi nu se nsermere pa.

Den forste overvejelse i relation til forlgbets reproduktion er, at vores under-
visningsforlgb specielt er designet til et matematikhold med to-arigt hgjniveau
som beskrevet i afsnit 1.3. Holdet bestod af otte dygtige elever, hvilket i hgj
grad har pavirket tidsrammerne for situationerne i vores design. Hvis man un-
derviser et hold med 30 elever med stgrre indbyrdes spredning, forestiller vi os,
at hver enkelt situation typisk vil tage leengere tid, specielt handlingssituation-
erne. Ydermere var det et vigtigt forhold, at vores elever tidligere havde stiftet
bekendskab med gruppebegrebet og som eksempel derpa, set permutationsgrup-

pen S3. Disse faktorer betyder sammenlagt, at specielt modul 3 ikke direkte vil
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kunne reproduceres i en vilkarlig 3.g-klasse, der normalt ikke forventes at have
arbejdet med grupper. I det tilfzelde, at man har mere tid til radighed, vil det
naturligvis veere muligt at introducere gruppebegrebet og specielt de sméa per-
mutationsgrupper, hvorefter forudssetningerne ville svare til dem, vores elever

havde.

Laeringsprocesserne i de handlingssituationer, hvor problemet er snaevert, vil let-
tere kunne reproduceres, end hvis det er et abent problem, man arbejder med.
Vores forlgb indeholder opgaver, der alle er ret snaevre, hvorfor de pageeldende
problemer, som eleverne skal lgse, ikke kan gribes an pa mange forskellige mader.
Derfor er opgaverne i vores forlgb velegnede til reproduktion. Endvidere kreever
vores opgaver ikke en egentlig devolution fra leererens side, da de alle kan udleveres,
uden yderligere forklaring. Fglgelig er laererens rolle uvaesentlig i forbindelse med

devolutionen af opgaverne, og kan derfor ikke pavirke reproduktionen.

Ved hjelp af arbejdsark C.10 kan man i modul 2 konkludere i hvilket omfang,
eleverne har opnaet den tilsigtede viden vedrgrende rgdderne til polynomier,
faktorisering af polynomier og irreducibilitet. P4 denne made kan man i en re-
produktion foregribe problemer, der kan opsta i de tilfeelde, hvor eleverne ikke
har opnaet den tilsigtede viden. Den enkelte laerer kan dog veere ngdtsaget til at
improvisere i handteringen af elevernes problemer, idet det er umuligt at forudse
samtlige potentielle problemer, der kan opsta. Disse laererbeslutninger vil altid

pavirke reproduktionen, som beskrevet i afsnit 5.6.

Med henblik pa, hvilke elementer i vores undervisningsforlgb, der er vigtige for
reproduktion af elevernes laeringsprocesser, ma vi vurdere hvilke dele af forlgbet,
der er vigtige for at reproduktionen kan finde sted, og hvilke dele, der er variable,
i den forstand at de ikke har en afggrende betydning for elevernes leeringspro-
cesser. I vores forlgb vil sidstnesevnte specielt omfatte de opgaver, der fungerer
som treening i at anvende institutionaliseret viden. Disse er opgave B.2, B.13,
B.16 og B.19. Disse opgaver bidrager ikke til elevernes vidensproduktion som
de gvrige opgaver. Grunden hertil er, at man kan forestille sig, at en elev, der
eksempelvis blot har faet praesenteret Eisensteins irreducibilitetskriterium, kan

besidde den samme viden som en elev, der bade har faet kriteriet preesenteret
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og provet at anvende det pa et givet polynomium. Altsa er de elementer, der er
vaesentlige i reproduktion af elevernes leeringshistorie de gvrige opgaver samt de

tilhgrende formaliseringssituationer.

7.13 Variationer af forlgbet

Hyvis vores undervisningsforlgb skulle gentages i en anden klasse, kan visse mulige
variationer overvejes. Uden tidspres, kunne man generelt lave flere opgaver,
saledes at handlingssituationerne blev flere og leengere, og eleverne derved brugte
leengere tid pa selv at tilegne sig viden. Man kunne i modul 1 med fordel lade
eleverne omskrive flere polynomier i opgave B.1, for at eleverne kan opna en
intuitiv forstaelse for, at ethvert andengradspolynomium kan omskrives til den

foreliggende form.

For at give eleverne en stgrre fortrolighed med komplekse tal kunne man lade
eleverne gennemga flere regneopgaver af samme type som opgave B.2. Herudover
kunne eleverne arbejde med at dividere komplekse tal, og i den forbindelse in-
troduceres til kompleks konjugering. Herved ville eleverne opna en endnu stgrre
viden om rgdderne til polynomier, idet det ville fremga, at komplekse rgdder
kommer i par, og fglgelig at et polynomium af ulige grad derfor altid vil have én

reel rod.

I vores undervisningsforlgb havde eleverne allerede i modul 1 problemer med
faktorisering. Det vil derfor, med hensyn til reproduktion, vaere hensigtsmaes-
sigt at forberede, hvordan lignende problemer skal handteres. Her vil det mest
tilradelige veere, hvis det arrangeres, at eleverne skal komme med en formule-
ring af, hvad det vil sige, at faktorisere et polynomium. Desuden kunne eleverne
formulere en metode til at faktorisere i tilfzeldet, hvor de betragter anden- og

tredjegradspolynomier.

I opgave B.13 kunne man have givet eleverne et polynomium, hvor de ikke umid-
delbart var i stand til at finde rgdderne, og derfor heller ikke ved hjelp af defini-
tionen kunne afggre, hvorvidt polynomiet var irreducibelt eller reducibelt. Med

et sadant polynomium kunne man sikre sig, at eleverne ikke fejlagtigt antager, at
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de altid let vil kunne finde rgdderne. Det ville desuden motivere til Eisensteins

irreducibilitetskriterium.

Hvis man pateenkte at lade eleverne arbejde mere med grupper, kunne det vaere
relevant at betragte generelle grupper og ikke blot permutationsgrupper. Her
kunne man lade eleverne redeggre for, om visse maengder med givne komposi-
tioner udggr grupper. Her tzenker vi eksempelvis pa (Z, +), (Z,-) og (Q, ), hvor
eleverne vil kunne vise, at den forste opfylder gruppebetingelserne, at ikke alle
elementer i den anden maengde har en invers, og at den sidste igen opfylder
gruppebetingelserne. Denne har netop de inverse elementer til forskel fra (Z,-).

Dette ville ogsa hjalpe pa elevernes fortrolighed med gruppebegrebet.

Opgave B.25 ville med fordel kunne udvides saledes at eleverne kunne opna
en stgrre viden ved hjalp af selve opgaven, end tilfzeldet var i vores forlgb. Dette
kunne ggres ved at lade eleverne permutere rgdderne i flere udtryk end blot
det ene i hver del af opgaven. Herved kunne eleverne fa et bedre indblik i, at
udtrykkene i 1) altid giver 0 efter permutation, og at de i 2) kun nogle gange giver
0 efter permutation. Desuden kunne man lade eleverne benytte permutationer
med tre elementer pa givne udtryk i tre rgdder, for at de skulle fa& mulighed for
at benytte forskellige permutationer pa udtrykkene. Her kunne eleverne efterfgl-
gende se S3 som eksempel pa en Galoisgruppe, og eventuelt ogsa en delmaengde
af S3. Det sidstneevte ville hjeelpe eleverne til at fa en bedre forstaelse for Ga-
loisgruppen som en delmengde af S,,, der ikke blot er {id} eller S,, hvilket jo

er tilfaeldet med andengradspolynomier.
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8 Afrunding

8.1 Processen

Udarbejdelsen af dette speciale har veeret en yderst leererig proces. Vi har fun-
det det bade spendende og udfordrende at arbejde med TDS i praksis. Det
har absolut ikke vaeret nogen simpel opgave at designe opgaverne ud fra TDS’
konstruktivistiske ideer, hvilket vores undervisningsdesign da ogsa baerer praeg
af. Vores opnaede erfaringer viser os, at vores curriculum har veeret for stort i

henhold til de tre moduler, vi havde til radighed.

Safremt vi havde haft mere tid til radighed til dette undervisningsforlgb eller
alternativt, at vores ambition blot havde vaeret at fokusere pa enkelte emner fra
det anvendte curriculum, ville det potentielt have vaeret lettere at tilretteleegge
undervisningssituationerne saledes, at de konstruktivistiske ideer i hgjere grad
kunne komme til udtryk. Vi har utvivlsomt medtaget for stor en teorimaengde,
under udvaelgelsen af emner til undervisningsforlgbet. Vores a posteriori analyse
afslgrer, hvordan vi i et fremtidigt undervisningsforlgb i langt hgjere grad ville
kunne lade eleverne validere de fremkomne resultater, i seerdeleshed i tilfzelde
hvor eleverne har problemer og misforstaelser. Pa trods af, at vi har planlagt
forlgbet ud fra TDS’ principper, oplevede vi i de enkelte undervisningssitua-
tioner alligevel at veere praeget af den made, hvorpéa vi selv er blevet undervist.
Det fremgar tydeligt, hvorledes vi er vant til, at leereren korrigerer eleverne, nar
de laver en fejl. Igen skal det understreges, at det er TDS’ hensigt, at eleverne

skal have plads til at arbejde med miljget og reflektere over problemer.

Selve afprgvningen af forlgbet har ligeledes repraesenteret en stor udfordring.
Vi var pa forhand utrolig spsendte pa, hvorledes forlgbet ville udarte sig og
gjorde os i szrdeleshed tanker om elevernes reaktion; om de ville finde emnet
interessant; om de ville have sveert ved at lgse opgaverne og generelt have vanske-
ligheder ved at fglge med i undervisningen. Vores intension og malsatning var
naturligvis at kunne opna elevernes aktive deltagelse igennem hele forlgbet. Det
var derfor glaedeligt at erfare, at eleverne faktisk var engagerede og naervaerende
under hele forlgbet. Majoriteten af eleverne var endvidere i stand til at deltage

i stgrstedelen af undervisningssituationerne. Da der som tidligere beskrevet ikke
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er nogen af os, der fgr har undervist, var vi desuden nysgerrige for at se, hvordan
vi ville fungere i laererrollen. Det viste sig, at veere ganske udfordrende at under-
vise en ikke kendt elevgruppe, specielt nar man som underviser straber efter at
ggre tingene optimalt og gnsker, at forlgbet skal blive en succes. Hvorvidt det er

lykkedes, er for os stadig et abent spgrgsmal.

8.2 Bruners hypotese

I henhold til Bruners hypotese vil vi konkludere, at det faktisk kan lade sig gore at
undervise i Galoisteori pa gymnasieniveau, hvis man anvender en hensigtsmaes-
sig indgangsvinkel. Det der taler imod hypotesens bekraftelse, er det faktum, at
hovedparten af matematikere sandsynligvis ville mene, at vores undervisnings-
forlgb ikke har meget relation til Galoisteori. Vi har skaret teorien sa meget ind
til benet, som det kunne lade sig ggre, idet vi blot introducerer gruppebegrebet
og Galoisgruppen for et polynomium samt en intuitiv gennemgang af, hvorledes

Galoisgruppen for polynomiet kan benyttes, hvis man vil udtale sig om rgdderne.

Dette speciale har demonstreret, at vores undervisningsforlgb kan veere velegnet
til brug i gymnasiet. Komplekse tal er i forvejen et meget brugt valgfrit emne, sa
vores forlgb kunne eventuelt udbygges pa dette omrade. Irreducibilitet af poly-
nomier ville ligeledes kunne danne grundlag for gymnasieundervisning, idet man
eksempelvis kunne introducere flere metoder til at afggre irreducibilitet. Grup-
peteorien kunne ligeledes udvides til at omhandle flere typer grupper end blot

permutationsgrupper, som beskrevet i afsnit 7.13.

Med mere tid til radighed kunne det have vaeret interessant at teste, hvad elev-
erne faktisk havde faet ud af undervisningsforlgbet. Da vi ikke havde udarbejdet
en test, som eleverne afslutningsvis skulle igennem, er det vanskeligt for os at
vide, hvilken viden eleverne egentlig har opnaet om Galoisteori. Specielt var der
pa holdet 2-3 elever, der var meget passive, hvorfor det er ekstra sveert for os
at vurdere, om de har opnaet nogen form for viden. Alternativt kunne det veere
interessant at have testet eleverne et stykke tid efter afprgvningen, hvor forlgbet
var kommet lidt pa afstand, for pa denne vis at undersgge, hvorvidt eleverne

rent faktisk kunne genkalde dele af det, de arbejdede med i lgbet af ugen.
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A Galoisteori

Malet med det folgende er at give en grundleeggende introduktion til Galoisteori,
herunder at se neermere pa hvilke betingelser, der skal veere opfyldt, for at et
polynomium er oplgseligt ved rodtegn. Dvs. vi vil se pa, hvad der skal gelde
for at rgdderne til et polynomium kan fas ved anvendelse af de fire klassiske
regneoperationer pa kendte stgrrelser, samt lgsninger til ligninger pa formen

™ = a? Derudover vil vi bevise Galoisteoriens hovedsaetning.

A.1 Grundlseggende definitioner og begreber

Vi far brug for noget grundleeggende teori, og begynder med Algebraens Funda-
mentalsetning og en reekke definitioner (Jensen, 2001, s. 1.1, 1.3, 2.1; Poulsen
& Thomsen, 2001, s. 487; Thorup, 1998, s. 30-31, 89, 226-227, 232).

Seetning A.1 (Algebraens Fundamentalsatning).

Definition A.2. En gruppe (G, o) er en ikke-tom maengde G med en komposi-
tion o, hvor fglgende er opfyldt:

1) (aob)oc=ao(boc) for alle a,b,c € G (associativitet).

2) Der findes et neutralt element e € G, sa eo g =goe = g for alle g € G.

3) Til ethvert element g € G findes et inverst element g~ € G, sd go g~} =

g log=e

Definition A.3. En gruppe (G, o) er kommutativ (eller abelsk), hvis goh = hog
for alle g, h € (G, o).

Definition A.4. Hvis G og G’ er grupper med komposition o, sa er afbildningen
¢ : G — G en homomorfi, hvis der for alle 2,y € G geelder, at p(z oy) =
o(x) o p(y). En isomorfi er en bijektiv homomorfi. De to grupper G og G’ er

isomorfe, G ~ G', hvis der findes en isomorfi imellem dem.

Definition A.5. Kernen for en homomorfi ¢ er defineret ved Ker(p) = {g €
Gle(g) = e}
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Definition A.6. En ring (R, +, ) er en ikke-tom mengde R med komposition-
erne addition og multiplikation, hvor fglgende er opfyldt:

1) (R,+) er en kommutativ gruppe.

2) (a-b)-c=a-(b-c) for alle a,b,c € (R,-) (associativitet).
3)a-(b+c)=a-b+(a-c)og (a+b)-c=a-c+b-cforalleabceR
(distributivitet).

Definition A.7. Hvis (R, -) er kommutativ, er (R, +, ) kommutativ.

Definition A.8. Mangden af polynomier med koefficienter i ringen R betegnes
R[X].

Definition A.9. Et polynomium f(z) € R[X] kaldes normeret, hvis f(z) # 0
og den ledende koefficient i f(x) er elementet 11 R.

Definition A.10. En kommutativ ring R er et legeme, hvis der gealder, at
ethvert element a € R forskelligt fra 0 har et inverst element a=' € R med

hensyn til produkt.

Definition A.11. Lad X vare en maengde, da er ~ en @kvivalensrelation i X,

hvis der for alle x,y, z € X geelder, at
T~ET T~Y=>Y~T T~YOGZY~2Z=T~ 2.
For ethvert element a € X er @kvivalensklassen defineret ved
[a]| = {z € X|z ~ a}.

Det kan vises, at ekvivalensklasserne udggr en klassedeling af X, hvilket vi dog

ikke vil ggre her.

Definition A.12. Lad f(z) veere et polynomium med koefficienter i en ring R.
De trivielle divisorer i f(x) er konstanterne u € R*, dvs. de invertible konstanter

i R, og polynomier af formen uf(x), u € R*. Endvidere er f(x) irreducibelt inden
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for R, hvis fglgende er opfyldt:
(1) f(x) er forskelligt fra nul-polynomiet.
(2) f(x) er ikke en invertibel konstant.

(3) f(x) har kun trivielle divisorer.

Definition A.13. Hvis mindst et af punkterne (1)-(3) i definition A.12 ikke er
opfyldt er f(z) reducibelt.

For at afggre om et polynomium er irreducibelt er fglgende ofte anvendeligt
(Jensen, 2001, s. 2.4; Allenby, 2003, s. 46-47).

Seetning A.14 (Eisensteins irreducibilitetskriterium). Et polynomium af
gradn, f(x) = apx™+a,_12" - -+ag, med heltalskoefficienter er irreducibelt
inden for Z, hvis man kan finde et primtal p, sa p gar op i an_1,...,a9, MEN P

ikke gdr op i an, og p* ikke gar op i ag.

Bevis:

Vi antager, at f(x) kan skrives som et produkt af to polynomier g(z) og h(x) i
Z[X], der er af lavere grad end f(z) og spger en modstrid. Antag derfor, at der
for r < n og s < n geelder

f(x) =g(x)h(z) = (bpa" + -+ + bo)(csz® + - -+ + ¢p).

Konstantleddet ag i f(x) er lig byco. Da p gar op i ag, men p? ikke gar op i ag, kan

p ikke ga op i bade by og ¢y. Antag derfor, at p gar op i by, og at p ikke gar op i ¢g.

Vi kan ikke have, at p gar op i b; for alle ¢ = 0,...,r, for sa ville p ga op i
alle a;, i = 0, ..., n, hvilket er i modstrid med, at p ikke gar op i a,. Lad k veere
det mindste indeks, for hvilket p ikke gar op i bg. Sa vil 0 < k < r < n. Vi har,
at ap = bocp + - - - + brco, og at p gar op i ag, da k < n. Dvs. at p gar op i b;cx_,
i =0,...,k, men dette er i modstrid med, at p ikke gar op i bicg, da p ikke gar
op i by og p ikke gar op i ¢p. Altsa kan f(x) ikke skrives som et produkt af to

polynomier af lavere grad. Dvs. f(x) er irreducibelt inden for Z.
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Vi far brug for flere definitioner (Jensen, 2001, s. 2.8-2.9).

Definition A.15. Lad L vere et legeme, K C L veere et dellegeme og o € L.
Sa er udvidelseslegemet K (a) det mindste dellegeme af L, der indeholder K og
a. Alle elementer i K(«) er pa formen

ko + kia 4 kaa? + - - - 4 kpa™
ky + kKio+ kha? + -+ EL,am’

hvor ki, k. € K, m € N og naevneren er forskellig fra 0. Vi far tilsvarende, hvis
ay,...,as € Lsaer K(ap,...,as) det mindste dellegeme af L indeholdende K og

a1,y ...,g.

Definition A.16. Vi har, at K(X) er legemet af rationale funktioner i én vari-

abel:
ko + kx4 kox® + - + kpa™

ky + ki@ + kha? + -+ kL am’

hvor k;, k; € K, m € N og naevneren er forskellig fra 0. Legemet af rationale

funktioner i s variable er tilsvarende K (X7, ..., Xs).

Definition A.17. Det entydigt bestemte normerede polynomium med koeffi-
cienter i legemet K af lavest grad, der har « som rod, kaldes Irr(a, K). Det er

klart, at Irr(c, K) er irreducibelt inden for K.

Folgende saetning giver vi uden bevis (Jensen, 2001, s. 2.9; Tignol, 1988, s. 236).

Saetning A.18. Lad K, L vere legemer, hvor K C L. Hvis o € L er rod i et
irreducibelt polynomium f(x) € K[X]| af grad r, sa kan ethvert element i K(«)

skrives entydigt pa formen

bo + b+ bya® + -+ + by_1a"

hvor by, by, ...,b,_1 € K.

Vi far en del brug for denne seetning (Edwards, 1984, s. 51-52):

Saetning A.19. Hvis polynomiet f(x) € K[X] har a som rod, da vil Irr(a, K)

veere divisor i f(x).
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Bevis:

Euklids algoritme giver os, at f(x) og Irr(a, K) altid har en faelles divisor. Denne
divisor ma have o som rod og dermed have grad stgrre end 0. Dvs. divisoren ma
vaere k-Irr(a, K), k € K, da Irr(a, K) er irreducibelt, og det er dermed klart, at
Irr(a, K) er divisor i f(x).

Folgende definition er fra (Jensen, 2001, s. 2.9).

Definition A.20. Vi har fra seetning A.18 at ethvert element i K («), hvor K

er et legeme, kan skrives som en K-linearkombination af 1, a, o2, ...,a" L. Dvs.
K (a) kan betragtes som et vektorrum over K med 1,a,a?,...,a" ! som basis.
Sa er dimensionen af vektorrummet [K(«) : K] = n, hvilket bliver graden af

polynomiet Irr(a, K).
Vi vil nu give en vigtig seetning (Jensen, 2001, s. 2.14), som vi ikke viser, da det
er resultatet og ikke beviset, der er interessant i vores sammenhang.

Saetning A.21. Huis f(x) er et n’tegradspolynomium i K[X]|, hvor K er et
legeme, sa findes der et udvidelseslegeme L af K, hvori f(x) spaltes til bunds i
forstegradsfaktorer, dvs. f(x) = (r —a1)(x — ag) -+ (x — ap), hvor ai,as, ..., ap
er rodderne i f(x). Altsa vil L vere pa formen K(aq, g, ..., o). Det mindste ud-
videlseslegeme, der har ovenstaende egenskab, kaldes spaltningslegemet for f(x)

over K. Spaltningslegemet for f(x) er entydigt bestemdt.

Folgende definitioner er fra (Jensen, 2001, s. 1.3-1.4, 1.24, 1.28).

Definition A.22. En undergruppe H af G er normal i G, hvis der geelder, at
ghg~! = h for alle g € G og h € H. Hvis H er normaldeler i G skriver vi H < G.

Definition A.23. En normalrekke i G er en fglge af undergrupper
G=Go>G >G> > Gs={e},

hvor hver undergruppe G; er normaldeler i G;_;. Faktorgrupperne
Go/G1,G1/Gay....,Gs—1/Gs = Gs—1
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er normalraekkens faktorer. Her er hver faktorgruppe

Gi—1/Gi ={9i-19ilgi-1 € Gi—1, gi € G;}.

Definition A.24. En gruppe G er oplgselig , hvis der findes en normalraekke i
G med abelske faktorer.

Vi far brug for endnu en satning, som vi giver uden bevis (Jensen, 2001, s. 1.4).

Saetning A.25. Lad ¢ vere en surjektiv homomorfi fra en gruppe G pa en
gruppe H. Da er ker(p) < G og G/ker(yp) ~ H.

A.2 Automorfier og Galoisgrupper

Vi vil nu se neermere pa permutationer, dvs. bijektive afbildninger fra en gruppe

G pa sig selv, og egenskaber ved permutationsgrupper.

Vi begynder med en rzekke definitioner (Jensen, 2001, s. 1.18, 3.1, 3.6; Thorup,
1998, s. 53).

Definition A.26. Gruppen af alle permutationer af n elementer kaldes den

symmetriske gruppe Sy,. Den har orden n!.

Definition A.27. Lad 2 vere en vilkarlig ikke-tom meengde og S(€) veere
maengden af alle bijektive afbildninger af Q2 pa €. Vi har, at S(€) er en gruppe
med sammensatning som komposition. Hvis  er endelig, f.eks. Q = {1,...,n},
er S(Q) gruppen S,. Ved en permutationsgruppe pa ) forstas en undergruppe
af S(Q).

Definition A.28. En permutationsgruppe G pa 2 er transitiv, hvis der til
ethvert par a,b € Q geelder, at der findes et o € G sadan at o(a) = b.

Definition A.29. Lad L vere et legeme. Vi betragter de permutationer o € S,
der er isomorfier, dvs. hvor der geelder o(x + y) = o(z) + o(y) og o(zy) =
o(x)o(y), z,y € L. Disse permutationer kaldes automorfier, og gruppen af au-

tomorfierne for L skrives Aut(L).
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Definition A.30. Hvis G er en vilkarlig delmeengde af Aut(L), L er et legeme,

sa er firpunktsmengden defineret ved

F(G) ={z € Llo(z) = z for alle 0 € G}.

Definition A.31. Lad K og L veare legemer, hvor K C L. Galoisgruppen
Gal(L/K) af L over K er den mangde af automorfier i Aut(L), der fixer alle

elementer i K. Dvs.
Gal(L/K) = {o € Aut(L)|o(k) = k for alle k € K}.

Den tilhgrende fixpunktsmaengde, F(Gal(L/K)), vil veere maengden af elementer
i L, der bliver fixet af alle permutationer i Gal(L/K).

Definition A.32. Galoisgruppen for et polynomium f(z) € K[X]er Gal(M/K),
hvor M er spaltningslegemet for f(z) over K.

Definition A.33. Udvidelsen L/K er endelig normal, hvis [L : K] < oo og
K = F(Gal(L/K)).

Vi far brug for folgende seetning (Jensen, 2001, s. 3.4).

Saetning A.34. Enhver maengde af indbyrdes forskellige automorfier
01,...,0n for et legeme L er lineert uafhengige, dvs., hvis ai,...,a, € L og

aro1(x) + -+ + apon(x) =0, for allex € L, sa era; = -+ =a, =0.

Bevis:

Beviset fgres ved induktion efter n.

Lad n = 1 og antag, at ajoi(x) = 0 for alle x € L. Dvs. specielt for x = 1 er
a101(1) = 0 og da 01(1) = 1, idet en automorfi fixer det neutrale element, vil
a; = 0.

Vi antager, at satningen geelder for n — 1 og viser, at den gaelder for n. Vi

antager, at

a101(x) + agoe(x) + -+ apop(x) = 0, foralle z € L. (A.1)
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For ethvert b € L og for alle x € L er
0 = ajo1(bx) + agoa(bx) + - -+ + anoy,(bx)
= a101(b)oi(x) + azoa(b)oa(x) + - - - + anop(b)o,(x). (A.2)
Vi multiplicerer (A.1) med o1(b) og far for alle x € L
ajo1(b)or(x) + agoi(b)oz(x) + - - - + apor(b)op(x) = 0. (A.3)
Ved at traekke (A.3) fra (A.2) fas for alle x € L
az(o2(b) — o1(b))oa(z) + -+ - + an(on(b) —o1(b))on(x) = 0. (A4)
Vi kan nu benytte induktionsantagelsen, idet (A.4) har n — 1 led, og fa
az(02(b) — o1(b)) = -+ = an(on(b) — 01(b)) = 0.

Hvis vi veelger b € L sa 01(b) # on(b) fas, at a, = 0. Hvis vi indseetter a, =0 i

(A.1) far vi igen ved hjelp af induktionsantagelsen, at a1 = -+ = a,—1 = 0.

O

Vi vil ikke vise den fglgende saetning, men vi skal bruge resultatet (Messer, 1994,
s. 78):

Seetning A.35 (Fundamentalssetningen om homogene ligningssyste-
mer). Et homogent ligningsystem bestaende af m lineere ligninger med n ube-

kendte, hvor n > m, har mindst en ikke-triviel lgsning.

Vi viser nu endnu to brugbare satninger og dertil to lemmaer (Jensen, 2001, s.
3.5-3.6).

Saetning A.36. Lad oy, ..., 0n vere indbyrdes forskellige automorfier for legemet
L. Lad K vere et legeme, sa K C F({o1,...,0n}). Sa er [L: K| > n.

Bevis:
Vi antager, at [L : K] = r < n og sgger en modstrid. Lad w, ...,w, veere en basis
for L betragtet som vektorrum over K og o1, ..., o, veere de indbyrdes forskellige
automorfier i G. Det homogene lineaere ligningssystem
zi01(w1) + -+ xpop(w1)) = 0
(A.5)

zi01(wp) + -+ zpop(wy) = 0
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har, ifglge ssetning A.35, en egentlig lgsning i L, da r < n. Vi kan skrive ethvert
element 8 € L som en K-linearkombination, 8 = ajwi + - - - + a,w,. Ved hjzlp

af udregning og (A.5) fas, at

z101(8) + -+ znon(B) = ar(@ior(wr) + -+ zpon(wi)) + -
+ap(x101(wr) + - + Tpon(wr))
= 0.
Ifplge seetning A.34 er nu zy = - -- =z, = 0, hvilket er i modstrid med, at (A.5)

har en egentlig lgsning.

Lemma A.37. Lad G vere en gruppe af automorfier for legemet L. For ethvert
element x € L er S(x) =) cqo(x) et element i F(G).

Bevis:
For ethvert 7 € G er 7(S(z)) = > cq0(x) = D> cqo(x) = S(x). Dvs. 7 fixer
S(x), hvorfor S(z) € F(Q).

Lemma A.38. Lad G veere en gruppe af automorfier for legemet L og S(x) =
> e 0(x). Der findes et v € L sa S(x) # 0.

Bevis:
Antag, at S(x) =) o 1-0(x) =0 for alle z € L. Nu opnas en modstrid ifplge
setning A.34, idet 1 # 0.

Saetning A.39. Lad G vere en gruppe af automorfier for legemet L. Da er

L:F(G)] =|G|.

115



Bevis:

Vi betragter kun tilfzeldet, hvor G er en endelig gruppe. Lad derfor |G| = n. Pa
grund af seetning A.36 er det nok at vise, at [L : F(G)] < n. Vi betragter L som
et vektorrum over F(G). Hvis vi kan vise, at vilkarlige n + 1 elementer i L er
linezert afthaengige over F(G) er vi faerdige, idet L’s basis saledes vil indeholde et
antal elementer, der er mindre end eller lig n. Lad o1, ..., 0, veere de indbyrdes
forskellige automorfier i G' og wi,...,wpy1 veere vilkarlige elementer i L. Det

homogene linesre ligningssystem

2107 (wi) + -+ Tpg10]  (Wng1) = 0
(A.6)

z1o, (w1) - F 210y, Hwne1) = 0

har, ifplge seetning A.35, en egentlig lgsning (z1,...,2,4+1) 1 L. Vi antager, at
r1 # 0. Betragt S(z) = Y cqo(x), for alle x € L, der ligger i F(G) ifolge
lemma A.37. Ved at multiplicere z1 med et passende element [ € L kan vi ved
hjeelp af lemma A.38 fa, at S(lz1) # 0. Ved at multiplicere (A.6) med [ og

anvende automorfierne o1, ..., 0, pa dette fas

o1(lzroy H(wi) + - -+ lwng107 (wWeg1)) = 0
(A7)
on(lzioy (wi) + -+ 1wng10, (W) = 0.
Vi summerer ligningerne i (A.7) og far saledes
S(lzy)wy + -+ + S(lzps1)wns1 = 0.
Altsa er wy, ..., wp4+1 lineeert athengige over F(G).
O

Vi far nu fglgende korollar af ssetning A.39 samt definition A.33.

Korollar A.40. Hvis L/K er en endelig normal legemesudvidelse, sa er

Gal(L/K)| = [L : K].
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Denne sztning kaldes ogsa for Praktisk Lemma, idet den er meget anvendelig
(Jensen, 2001, s. 3.2):

Seetning A.41. Lad L/K wvere en vilkarlig legemsudvidelse og f(x) = =™ +
a1z ' 4 - 4 a, vere et polynomium med koefficienter i K. Hvis o € L er rod
i f(x), sa er o(a) ogsa rod i f(x) for enhver automorfi o € Gal(L/K).

Bevis:

Da aerrodi f(z) er
a"+aa" 4 4a, = 0 (A.8)
Hvis vi benytter o pa (A.8) fas
o(@™) +o(aa™ ) 4+ -+ o(an) = 0.
Da aq,...,a, € K fixes af o fas nu
(0(@)" + ar(o(@)"™ + - ay = 0.

Altsa er det klart, at o(«) er rod i f(z).

Vi far brug for fglgende vigtige seetning (Jensen, 2001, s. 3.6-3.7).

Szetning A.42. Hvis L/K er endelig normal, og f(x) = 2" + a1z ' +--- +ay,
er et normeret irreducibelt polynomium med koefficienter i K, sa geelder, at hvis
f(x) har en rod « i L, sa ligger alle rodder til f(x) i L. De andre rodder er de
forskellige blandt {o(a)|o € Gal(L/K)}.

Bevis:

Da f(x) er normeret og irreducibelt, er f(z) = Irr(o, K). Lad

o1(a),o2(a),...,05(a)

veere de indbyrdes forskellige elementer i {o(«a)|oc € Gal(L/K)}. Vi lader nu
p(x) = (x —o1(a))(z — o2(a)) - - (x — 0j(a)). Vivil vise, at f(x) = p(z), idet vi
viser, at

(1) f(x) er divisor i p(x) og
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(2) p(z) er divisor i f(z).

Ad (1): For enhver automorfi 7 € Gal(L/K) vil maengden {701(c), ..., 70;(a)}
veere lig maengden {o1(«),...,0j()}, med passende indexnummerering. Lad 7
veere en automorfi taget pa polynomier med koefficienter i L, saledes at den fas

ved koefficientvis anvendelse af 7. Nu er

p(x) = (x —71o1(a) - - (& — 70 () = p(x).

Da dette geelder for alle 7 € Gal(L/K) har p(z) koefficienter i F(Gal(L/K)) = K
(da L/K er endelig normal). Da « er rod i p(z) fas ifplge seetning A.19, at f(z) =
Irr(a, K) er divisor i p(z) .

Ad (2): Ifplge seetning A.41 fas, at f(a) = 0 = f(o(a)) = 0 for alle 0 €
Gal(L/K). Dvs. alle elementerne oy (), ...,0j() er rgdder i f(z) og dermed ma

p(x) = (x —o1()) -+ (z — 0j(v)) veere divisor i f(x).

Endnu en vigtig seetning er (Jensen, 2001, s. 2.10)

Seetning A.43 (Transitivitetsssetningen). Lad K, L, M vere legemer, sadan
at K CLC M, ogat[M:L]og|L: K] er endelige. Da gelder

[M: K|=[M:L|L:K].

Bevis:

Vi betragter L som vektorrum over K og lader ag, ..., ay, veere en K-basis for
L. Endvidere betragter vi M som et vektorrum over L og lader (1, ..., 3, veere
en L-basis for M. Vi viser nu, at elementerne, o;3;, 1 <i<m,1<j<n,eren
K-basis for M. Til dette skal vi vise

(i): Elementerne «;0;, 1 <i <m, 1 < j <n er linesert uathaengige over K

(ii): Ethver element i M kan skrives som en K-linearkombination af elementerne
a3, 1<i<m,1<j<n.

Ad (i): Antag

Zki,jaiﬁj = 0, (Ag)
6J

hvor k; ; € K. Vi vil nu vise, at elementerne o;3;, 1 <7 < m, 1 < j < n,

er linesert uafhaengige over K, og dvs. vi vil vise, at k; ; = 0 for alle 7,7. Vi
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omskriver derfor summen (A.9) til

> O kijan)s; =0.
i
Her geelder, at den inderste sum er et element i L for alle j. Da elementerne ;,

1 < j <n, er lineszert uathsengige over L er

Z kijon =0,
i

for ethvert j, 1 < j < n. Idet elementerne «;, 1 < i < m, er linesert uafthaengige
over K fas tilsvarende, at k; ; = 0 for alle ¢, 1 < i < m, ogalle j, 1 < j < n.
Dvs. elementerne o;3;, 1 <4 <m, 1 < j <n er linesert uafhaengige over K.

Ad (ii): Vi lader £ € M. Da elementerne 3;, 1 < j < n, er en L-basis for M kan

£=Y_1;B;,
J

hvor [; € L. Da «;’erne, 1 <4 < m, er en K-basis for L kan ethvert [; tilsvarende

lj = Z k:l-’jai,

& skrives

skrives

hvor k; ; € K. Nu fas, at
&= Z ki,jaiﬁj-
1,J

Dvs., at ethvert element i M kan skrives som en K-linearkombination af ele-

menterne o;f3j, 1 <1 <m, 1 <5 <n.

Vi har altsa, at vektorrumsdimensionen [M : K| =nm = [M : L][L : K].

Folgende szetning er fra (Jensen, 2001, s. 3.10).

Seetning A.44. Lad M vere spaltningslegemet over K for et polynomium f(x)
af grad n med lutter simple rodder oy, ...,an. Da er Gal(M/K) isomorf med
en undergruppe i Sy. Dvs. der gelder, at [M : K||n! Hvis endvidere f(x) er
irreducibelt over K, da er Gal(M/K) isomorf med en transitiv undergruppe i Sy,
og n|[M : K]|n!.
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Bevis:
Vi har, at en automorfi o € Gal(M/K) er entydigt bestemt ved veerdierne pa
Qg ..., ap. Ifolge seetning A.41 er elementerne o(qy;), 1 < i < n, rgdder i f(x).

Heraf fas, at < a fn ) er en permutation af rgdderne. Desuden
olar) ... o(ay
(&3] e (7%
bliver afbildningen ¢ : Gal(M/K) — Sy, ¢(0) = ( ) en
olar) ... o(ap)

homomorfi, for hvis o, 7 € Gal(M/K), sa vil
(p(o’T) _ a7 e (079
or(aq) ... o7(ay)

_ < a1 ce Oy ) ( a1 ce Oy )
olar) ... o(ay) (1) ... T(apn)
= ¢(o)e(7).

Vi har, at ¢ er injektiv, idet o er entydigt bestemt ved veerdierne pa rgdderne.
Dvs., at Gal(M/K) er isomorf med en undergruppe i S,. Dvs. |Gal(M/K)| =
[M : K]|n!

Hvis vi antager, at f(z) er normeret og irreducibelt over K, da giver sat-
ning A.42, at for enhver rod o; € M er samtlige rodder til f(x) blandt de
forskellige 1 {o(a;)|o €Gal(M/K)}. Dvs., at Gal(M/K) er isomorf med en tran-
sitiv undergruppe i S,,. Seetning A.43 giver, at n|[M : K], idet M indeholder
K(a),i=1,...,n, 0g [K(;) : K] =grad(Irr(ay, K)) = n.

A.3 Galoisresolventer

Vi vil nu se naermere pa, hvordan Galois oprindeligt greb teorien an, ved hjeelp
af resolventer. Dog er det fglgende en meget moderne udgave af Galois’ arbejde,
og vi vil da ogsa vise, at hans definition af Galoisgruppen er akvivalent med

vores moderne, og dermed at alle resultaterne ogsa er brugbare for os i dag.

Vi begynder med at introducere Galoisresolventen (Edwards, 1984, s. 36).
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Lemma A.45. Lad «a, ..., vere rodderne til f(x) € K[X] og M vere spalt-
ningslegemet for f(x) over K. Der eksisterer en funktion V. € M af rodderne
A1, .oy Qp, som antager n! verdier under permutation af de n rodder (en sadan

funktion V kaldes en Galoisresolvent for f(x) over K).

Bevis:
Vi viser eksistensen af V' ved at vise, at V = Ajaq + Asag + - -+ + Apop, har
den gnskede egenskab. Da vi har, at aj, a9, ..., a, er forskellige, skal vi finde

Ay, As, ..., A, € Z, sa alle veerdierne
Aro(ay) + Aso(ag) + -+ Apo(ay) (A.10)

er forskellige, nar o gennemlgber alle permutationerne i .S,,. Betragt

H (A1(o(aq) — (o)) + Az(o () — T(a2)) + - -

0,TESn,0#T
+A,(0(a) — T(aw))). (A.11)
Der geelder o(o;) — 7(ay) # 0 for alle i = 1,...,n og o(y) — 7(ay) # o(aj) —
T(ay), nar i # j. Nu er hver faktor i (A.11) forskellig fra 0, idet det er klart,
at A, ..., A, ikke alle kan veere lig 0. Altsa er (A.11) forskelligt fra 0. Som et
eksempel opskriver vi (A.11)

(Ar(oq — ag) + Ag(ag — o) +---) -
(Ai(os — 1) + Ag(og —ag) 4+ )---

= (A1 +agdy- — (A1 +a1ly---)) -
(agA1 +a1Ag -+ — (a1 Ay + agAg ) -+ (A.12)

Da produktet (A.12) er forskelligt fra 0, er hver faktor forskellig fra 0. Hver
faktor er én veerdi af (A.10) fratrukket en anden vaerdi af (A.10). Dvs., nar alle
faktorer i (A.12) er forskellige fra 0, er alle veerdierne af (A.10) forskellige. Altsa

vil V antage n! forskellige veerdier.

O

Vi far brug for folgende seetning, som vi vil give uden bevis (Jensen, 2001, s.
2.5).
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Seetning A.46 (Hovedsatningen om symmetriske polynomier). Ethvert
symmetrisk polynomium f(x1,...,x,) € K[X1,..., Xy], hvor K er et legeme, kan
pa én og kun én made skrives som et polynomium, med koefficienter i K, i de

elementersymmetriske polynomier i x1, ..., T,.

Galoisresolventen har bl.a. denne egenskab (Edwards, 1984, s. 43-45; Radloff,
2002, s. 122):

Setning A.47. Lad oy, ..., vere rodder til f(x) € K[X], M vere spalt-
ningslegemet for f(x) over K og V wvere en Galoisresolvent for f(x) over K. Sa
er V et primitivt element for udvidelsen M /K. Altsa er M = K (V). Enhver rod
a; € M, i=1,..,n, til f(x) kan altsa skrives som en rational funktion aof V,
dvs. pa formen

o ot RV 4 RV -
R A AR

ki k) € K. (A.13)

Bevis:

Vi har, at V € M, sa vi skal vise, at enhver rod «; i f(z) kan skrives som en
funktion af V, altsa a; = ¥ (V'), for en rational funktion ¢ pa formen (A.13).
Beviset gennemfgres for «1. Vi antager, at f(x) er normeret. Sa er

f(z)

="y sl(al)x”_Q + -+ sp_1(aq)
r —

er polynomium af grad n — 1, hvor s;(a1),7 = 1,..,n — 1, er de elementaersym-
metriske polynomier i ag,...,ap. Lad V = ¢(ay, ..., a,) vaere som i beviset for

lemma A.45. Betragt produktet

(V - Qs(ala a2, a3, ..., an))(V - Qb(Oél, asg, g, ..., Oén)) :
(V_¢(a17a27an7°")a3))"' 5 (A14)

hvor vi permuterer ao, ..., &, pa alle mulige mader og «y fixes. Det er klart, at
(A.14) er symmetrisk i g, ..., ay,. Dvs. ifglge seetning A.46, kan (A.14) skrives

som et polynomium i s;(aq),...,Sp—1(a1) med koefficienter i K. Lad ay,...,a,
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veere de elementaersymmetriske polynomier i o, ..., au,, sé gaelder, at

a = s1+o
ax = S22+ Q181
a3 = 83+ 182
an = Q15p—1
ved udregning fas
S1 = a1 — o1
_ 2
So = a2 —«ajal + o
_ 2 3
S3 = a3 — «qjag +oja; — o
Sp—1 = polynomium i oy og a’erne.

Ved at indszette disse udtryk for sq,...,s,-1 1 (A.14) fas et polynomium i V' og
a1 med koefficienter i K. Kald dette polynomium F(V, «1). Ved at indseette x i
stedet for o far vi et polynomium F'(V,z) med koefficienter i K. Vi har nu, at
ap er rod i F(V,x), idet den forste faktor i (A.14) bliver 0.

Der geelder, at F(V,a2), F(V,a3),..., F(V,a,) # 0, idet ¢ antager forskellige
veerdier for enhver permutation af aq, ..., oy, ifolge lemma A.45. Altsa er oy den
eneste feelles rod for FI(V, z) og f(z). Dvs., at den stgrste feelles divisor for F'(V, z)
og f(x) ma have formen k(x — ;1) = kx — kay, k € K(V). Nu fas, at kx — ka; er
et polynomium med koefficienter i K(V'), hvorfor a; € K (V). Tilsvarende fas,
at ag,...,an, € K(V). Vi har altsa vist, at M C K(V), og da det er klart, at
K(V)C M, er M =K(V).

O

Tilsvarende har vi fglgende seetning (Edwards, 1984, s. 104; Radloff, 2002, s.
123).

Saetning A.48. Lad ay, ..., vere rodderne til f(x) € K[X] og M vere spalt-
ningslegemet for f(x) over K. Betragt Irr(V, K), hvor V er en Galoisresolvent
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for f(x) over K. Lad V. = Vi, Vs, ..., Vy, vere alle rodderne til Irr(V, K). Hvis
a; =Pi(V),i=1,...,n (setning A.AT), sa er ;(Va),...,1i(Vyn), ogsa rodder til
f(x). Altsa er Vs, ..., Vi, primitive elementer for M /K

Bevis:

Hvis a; = ;(V), i = 1, ..., n, sa er ifglge seetning A.47 V' et primitivt element for
M /K. Vi kan gennemfgre beviset for ssetning A.47 med en hvilken som helst rod
V; til Irr(V, K), sa vi far, at Vj, j = 2,...,m ligeledes er et primitivt element for
M/K. Hvis f.eks. V = ¢(a1,0(a2), 0(3), ..., 0 (), sa vil Vj = p(oy, (1), ...),
hvor 0,7 € S,,_1 og o # T, hvilke er de andre rgdder til Irr(V, K).

Vi far nu brug for et lemma (Tignol, 1988, s. 317).

Lemma A.49. Lad g(x) € K(X) og betragt Irr(V, K). Huvis g(V) = 0 sa er
g(W) =0 for enhver rod W til Irr(V, K).

Bevis: Lad g(z) = % for p(x),q(z) € K[X], sadan at p(V) = 0 og q(V') # 0.
Seetning A.19 giver nu, at Irr(V, K) er divisor i p(z). Dvs. p(W) = 0 for enhver
rod W til Irr(V, K). Antag omvendt, at ¢(W) = 0 for en rod W til Irr(V, K).
Seetning A.19 giver nu tilsvarende, at Irr(V, K) er divisor i ¢(x). Dvs. ¢(V) =0,
hvilket er en modstrid. Nu er ¢(WW) # 0 for enhver rod W til Irr(V, K). Altsa er

g(W) = 0 for enhver rod W til Irr(V, K).

Vi kan nu vise fplgende saetning (Tignol, 1988, s. 325-326).

Saetning A.50. Lad o, ..., vere rodderne til f(x) € K[X] og M vere spalt-
ningslegemet for f(x) over K. Lad V wvere en Galoisresolvent for f(x) over K,
sadan at, fori =1,...,n, a; = P;(V), hvor ;(z) € K[X] (setning A.47). Lad
desuden V. = Vi,..,Vi, € M vere rodderne til Irr(V,K). For j = 1,....,m er
Y1(Vj), ooy (V) parvis forskellige rodder til f(x), dvs.

{1(V5)s s n(Vi)} = {e; oo o}
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Bevis:

Vi har ifglge seetning A.48, at ¢;(V;), i =1,...,n, j = 1,...,m, er rgdder til f(x).
Daer f(v;(V;)) =0, j =1,...,m. Vi antager nu, at der for nogle i,k € {1,...,n},
i # k, og nogle j € {1,...,m} geelder, at ¢;(V;) = ¢1(V;) og seger en modstrid.
Nu er Vj rod i 1; — . Ifglge seetning A.19 vil Irr(V;, K) =Irr(V, K) veere divisor i
Y; — k. Dvs. alle redderne V- = Vi, ..., Vj,, til Irr(V, K) er rgdder til ¢; — ;. Altsa
geelder specielt, at 1;(V) = (V). Dvs. oy = ay, hvilket er i modstrid med, at
f(z) har lutter simple rgdder. Altsa er {¢1(V}),...,¢¥n(Vj)} = {ou, ..., an}.

0

Vi vil nu definere Galoisgruppen, som Galois oprindeligt gjorde det (Tignol,
1988, s. 308-309).

Definition A.51. Lad aj,...,a, vere rgdderne til f(z) € K[X] og M vere
spaltningslegemet for f(x) over K. Lad V veere en Galoisresolvent for f(z)
over K, sadan at, for i = 1,...,n, oy = ¥;(V), hvor ¢;(z) € K(X) (set-
ning A.47). Lad desuden V = Vi, ..., V;;, € M veere rgdderne til Irr(V, K). Da er
1(Vj)s oo, ¥n(V}), j = 1,...,m rgdderne oy, ...,y til f(z) i en passende reekke-
folge (seetning A.50). For j =1,...,m og i = 1,...,n er afbildningerne

oj o — P (Vj)

permutationer af rogdderne oy, ..., ay, til f(z). Maengden {01, ...,0m} er Galois-
gruppen for f(x) over K og betegnes Gal(f/K). Permutationerne i Gal(f/K) er

altsa fglgende
(Li(Vi)  a(Vi) - n(Vh))
(01(Va)  a(Va) -+ u(V2))

(@Z)l(vm) Q/)2(‘/771) U T/)n(vm))
Det er klart, at |Gal(f/K)| =grad(Irr(V, K)). Desuden kan man vise, at Gal(f/K)
ikke athaenger af valget af Galoisresolvent V' (Tignol, 1988, s. 330), hvilket vi ikke
vil ggre her.

Vi viser nu en vigtig egenskab ved Galoisgruppen (Tignol, 1988, s. 327-328).
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Seetning A.52. Lad g(x1,...,x,) € K(X1,...,Xy) og lad aq, ..., a, vere rod-
derne til et polynomium f(x) € K[X]. Foreto € Gal(f/K) er g(o(ai1),...,0(ay)) €
K(ay, ..., o) veldefineret, nar g(aq, ..., o) er veldefineret. Endvidere gelder for
alle o € Gal(f/K), at

glag,...,an) € K <= g(o(a1),...,0(an)) = glai, ..., an).

Bevis:
Lad g(z1,...,xn) = PELsn) yop p(x1, ey Tn), q(21, oy ) € K[X1, ..., Xp]. Vi

q(x1,.5Tn)

viser fgrst, at hvis q(aq,...,an) # 0, sa er q(o(aq),...,0(ay)) # 0 for ethvert
o € Gal(f/K). Hvis vi erstatter ai,...ce, med deres rationale udtryk i en Ga-
loisresolvent V' for f(x) (seetning A.47), fas

Q(alv "'van) = Q(¢1(V)v ,¢n(V)) = h(V)’

for et passende h(z) € K(X). Lad o € Gal(f/K) og lad V' veere en passende
rod til Irr(V, K), sadan at

g(o(ar), ..., o(an)) = g1 (V') .o pn (V') = A(V).

Antag nu, at g(o(aq),...,0(a)) = 0. Sa er V' en rod til h(z) og ifplge lemma
A.49 fas nu, at h(V) = 0. Dvs. ¢(ai, ..., ap) = 0. Derfor geelder omvendt, at hvis
q(at,...,an) # 0, sa er g(o(ai),...,o(ayn)) # 0 for ethvert o € Gal(f/K). Dette

viser, at g(o(ai),...,0(ay)) veldefineret, nar g(ayq, ..., ay,) er veldefineret.

I resten af beviset erstatter vii g(aq, ..., ay) reédderne ay, ..., a;, med deres ratio-

nale udtryk i V. Vi far sa
g(a1, ) an) = g(¢1(V), 77!)71(‘/)) = d(V)v

hvor d(x) = g(v¥1(x), ..., ¥n(x)) € K(X).

“=": Antag
glag,....,a,) € K.

Sa vil
d(z) — glaq,...,an) € K(X) (A.15)
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og idet V er rod i (A.15) er ogsa de andre rgdder til Irr(V, K), V3, ..., V},,, redder
i (A.15) ifplge lemma A.49. Derfor ma for j = 1,...,m geelde

d(V) = g(@1(Vs), -y n(V5)) = gl ..., an).

Hvis vi benytter definitionen af o; € Gal(f/K) fas for j =1,...,m, at

g(oj(ar),...,o5(am)) = glaa, ..., o).

“«<=": Antag omvendt for j = 1,...,m, at

gloj(ar),...,o5(an)) = glaq, ..., an).

Saer g(a,...,an) = d(Vj) for j =1,...,m, og dvs.
1

Da d(z1) + - - - + d(zpm) er symmetrisk i x1, ..., 2y, kan vi benytte saetning A.46,
der giver, at d(z1) + --- + d(z;,) kan udtrykkes som en rational funktion i de
elementaer-symmetriske polynomier i x1, ..., Z;,. Dvs. at hgjresiden i (A.16) kan
udtrykkes som en rational funktion i de elementzer-symmetriske polynomier i
VA, ...y Vi, der jo er koefficienterne til Irr(V, K). Altsa L (d(V1)+- - -+d(Vin)) € K,
hvorfor

glag,....,a,) € K.

Nu kan vi vise folgende seetning (Tignol, 1988, s. 329-330).

Saetning A.53. De to definitioner A.31 og A.51 af Galoisgruppen for polynomiet

f(z) er @kvivalente.

Bevis:

Vi viser forst, at hvis o € Gal(M/K), hvor M er spaltningslegemet for f(z) over
K, savil 0 € Gal(f/K). Lad 0 € Gal(M/K) og « vere en rod til f(z). Seet-
ning A.41 giver, at ogsa o(a) er en rod til f(x). Endvidere giver setning A.42,
at alle rgdderne til f(z) er blandt {o(«)|oc € Gal(M/K)}. Altsa o € Gal(f/K).
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Vi viser nu, at enhver permutation i Gal(f/K) kan opfattes som en automorfi
for M = K(aq, ..., ), hvor ay, ..., ay, er rgdderne til f(x), der fixer elementerne
i K, idet vi for alle ¢ € Gal(f/K) og g(z1,...,xn) € K[X1, .., X, seetter

og(ag,...,an) = glo(ag),...,o(an)). (A.17)

Forst viser vi, at og(ayq, ..., ay,) er veldefineret ved (A.17) ved at vise, at den ikke
aftheenger af valget af g € K[X1, ..., X;,], men kun af g(a, ..., o, ). Derfor antager
vi nu, at der for g,h € K[X1, ..., X,,] geelder

glai,...,an) = h(aq, ..., ap).
Sa vil

(g —h)(a1,..,an) =0€ K.
Ifplge seetning A.52 geelder nu, at for o € Gal(f/K) vil

(g—h)(o(ar),...,o(an)) = (g —h)(aq, ..., an) = 0.

Dvs. for alle 0 € Gal(f/K) er g(o(ai1),....,0(an)) = h(o(ay),...,0(ay)). Altsa
kan vi se, at g(o(a1), ...,0(c,)) kun athenger af g(aq, ..., ap) € K(aq,...,ap) 0g

ikke af valget af den rationale funktion g(x1, ..., zp).

Da o € Gal(f/K) klart er bijektiv pa K(aq,...,a,) folger det at o er en au-
tomorfi, idet der for alle g(z1,...,z,), h(x1,...,zy,) € K(X1, ..., X;,) geelder

g(o(ar),...,o(an)) + h(o(ar),...,o(an)) = (g + h)(o(ar),...,o(a))

og
g(o(ar),...,o(an))h(c(ar),....,0(an)) = (gh)(o(a1), ...,0(ay)).

O

Idet seetning A.53 giver, at Gal(f/K) er skvivalent med Gal(M/K), nar M er

spaltningslegemet for f(x) over K, fas en anden udgave af seetning A.52.

Saetning A.54. Lad M vere spaltningslegemet for f(x) € K[X]. Da gelder, at
F(Gal(M/K)) = K.
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A.4 Oplgselighed ved rodtegn

Vi vil nu se naermere pa, hvornar et polynomium er oplgseligt ved rodtegn. Her
er det vigtige resultat setning A.68, der siger, at et polynomium er oplgseligt

ved rodtegn netop nar polynomiets Galoisgruppe er oplgselig.

Hvis vi kan finde en lgsningsformel for en rod « i et polynomium, sa vil der
i denne formel indga en j’te rod e idet lgsningsformlen ellers ville vaere ratio-
nal i polynomiets koefficienter og dermed kun antage én veerdi. Hvis j ikke er et

primtal, kan vi primfaktorisere og fa rodudtrykket til kun at besta af primtals-

rgdder pf/ pi*ﬁ/ ry/

Nar vi har et grundlegeme K, er det klart, at vi bliver inden for K, nar vi
benytter de fire klassiske regneoperationer pa elementer i K. Men idet vi tager
en pi’te rod af et element i K "/kq, vil denne ikke ngdvendigvis ligge i K. Hvis
Wk ¢ K, er vi altsd ngdt til at udvide legemet K med den p;’te rod. S& fas
et udvidelseslegeme K ( "/k1) = K1, hvor alle elementer kan udtrykkes rationalt
ved PV/k; og storrelser i K. Vi bemaerker, at K fas, hvis P! — k; er irreducibelt
over K. Hvis lgsningsformlen kreever endnu en rod, f.eks. "/ko, som ikke ligger
i K1, ma vi udvide K1 med %/ky og far K;(®%/ks) = Ks. Vi kan fortsztte pa
denne made, indtil vi far et legeme K}, der indeholder alle de stgrrelser, der

kraeves til at finde rgdderne i polynomiet.

Det ovenstaende beskriver en radikaludvidelse (Edwards, 1984, s. 57-59). Vi vil

nu give en mere formel definition af radikaludvidelser (Jensen, 2001, s. 5.5).

Definition A.55. En udvidelse L/K er en radikaludvidelse, hvis man kan ind-
skyde mellemlegemer
K=Ky Ki,Ks,..,.Ki =1L,
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sadan at

K, = Koy(aq), hvor of' € Ky for et passende n; € N
Ky = Ki(az), hvor aj? € K; for et passende ny € N
K; = K 1(at), hvor o € K;_; for et passende n; € N

Vi har altsa, at hvert legeme K; fas ved at udvide med en rod a; = %/a;, hvor
a; = o' € K;_1. Altsa er o rod i et egentligt polynomium med koefficienter
i K;_1. Det kan antages, at K; indeholder de n;’te enhedsrgdder, idet K; inde-
holder lgsningerne til 2™ = a;. Vi far dermed, at et tal i en radikaludvidelse kan
fas ved et endeligt antal gange at udfgre de fire klassiske regneoperationer pa tal
i grundlegemet, og lgsninger til ligninger af formen 2" = a. Man kan endvidere
pa grund af det ovenstaende forleenge enhver radikaludvidelse saledes, at der

udvides med primtalsrgdder, idet n’erne primfaktoriseres.

Vi kan nu give den egentlige definition af oplgselighed ved rodtegn (Jensen, 2001,
s. 5.7).

Definition A.56. Et irreducibelt polynomium f(x) med koefficienter i K er
oplgseligt ved rodtegn, hvis der findes en radikaludvidelse af K, hvori f(z) har

en rod.

Man kan vise, at spaltningslegemet for et polynomium med lutter simple rgdder
er en endelig normal udvidelse, hvilket vi ikke vil vise her (Jensen, 2001, s. 3.3).
Der gelder, at nar f(x) har én rod i en endelig normal radikaludvidelse, har
f(x) alle sine rgdder i radikaludvidelsen ifglge ssetning A.42. Nar et irreducibelt
polynomium f(x), dvs. f(z) har lutter simple rodder, er oplgseligt ved rodtegn,

findes der altsa en reekke af legemer

hvor K indeholder alle rgdderne til f(x).

Vi far nu brug for at se pa sideklasser, da vi flere gange skal bruge Lagranges
Indekssaetning (Thorup, 1998, s. 79-80; Tignol, 1988, s. 347-348).
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Definition A.57. Lad H vere en undergruppe af en gruppe G. For ethvert

element o € G er sideklassen med hensyn til H, defineret ved delmaengden
oH ={or|T € H}.

Antallet af sideklasser kaldes H’s indeks i G, og det betegnes |G : H|.

Saetning A.58 (Lagranges indeksssetning). For sideklasser i en gruppe G
med hensyn til undergruppen H gelder, at de udgor en klassedeling af G. Desuden
geelder for o,7 € G, at

oH=7H < o 1 € H.
Endelig har hver sideklasse det samme elementantal som H, og der gelder, at
G| =G : H|-|H|.

Bevis:

Vi viser fgrst, at sideklasserne udggr en klassedeling af GG, dvs. at sideklasserne
ikke er tomme, og at hvert element 1 G ligger i praesis én sideklasse. Det er klart,
at sideklasserne ikke er tomme, idet der for ethvert element g € G galder, at
g = ge € gH. Vi antager nu, at g € ¢’H. Dvs. at g = ¢'h/, for et passende
I € H. Da H er en undergruppe, galder for ethvert element h € H, at h’'h € H
og h'~'h € H, og dermed, at

gh=ghWhegH og g¢h=gh'hegH.

Dvs. at ¢/ H = gH. Altsa ligger g i praesis én sideklasse gH.

Vi viser nu, at cH = 7H <= o7 € H.

=" HvisoH =71H,savil7-1€ oH, dvs. 7 = oh, for et h € H. Hermed er
clr=hecH

"«=": Hvis 0~'7 € H, s& viser relationen ch = 7((c~!'7)"'h), h € H, at
oH C 7H. Endvidere viser relationen 7h = o((c='7)h), h € H, at TH C o H.
Dvs.cH =7H.

Vi vil nu vise, at hver sideklasse har samme elementantal som H. Sideklasserne
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har formen gH, for et ¢ € G. For h € H definerer h — gh en klart surjektiv
afbildning H — ¢gH. Endvidere er afbildningen injektiv, for hvis ghy = ghs,
hi,he € H, sa fas ved multiplikation med ¢~! fra venstre, at h; = hy. Dvs.
afbildningen H — gH er bijektiv, hvorfor |H| = |gH|.

Vi viser endeligt, at |G| = |G : H| - |H|. Antag forst, at G er endelig. Da
sideklasserne udggr en klassedeling af G, kan elementantallet i G fas ved at
addere elementantallene i sideklasserne. Da alle sideklasser har samme element-
antal, bliver elementantallet i G antallet af sideklasser, |G : H|, multipliceret
med det feaelles element antal, |[H|. Antag nu, at G er uendelig, sa ma enten H
vaere uendelig eller antallet af sideklasser vaere uendeligt eller begge dele. Dvs.
formlen |G| = |G : H| - |H| holder ogsa i dette tilfaelde.

Vi far endvidere brug for folgende saetning (Tignol, 1988, s. 348-350).

Saetning A.59. Lad H og N vere undergrupper of en gruppe G og definer HN

som en delmengde af G ved:
HN ={hv | he H, ve N}.

(1) Hvis N<G sa er HN en undergruppe af G og HNN er en normal undergruppe
i H.
(2) Hvis N har primindeks i G og G er endelig, sa er enten HN = N eller
HN =G.
(a) Hvis HN =N, sa er H C N, dvs. HNN = H.
(b) Hvis HN = G, sa er |H : HNN| = |G : N|. Desuden vil enhver sideklasse
af N i G vere pa formen hIN for et h € H.

Bevis:

ad (1): Vi viser, at HN er en undergruppe i G: Det er klart, at det neutrale
element ligger i HN, idet e € G ligger i HN, da det kan skrives som produktet
e - e, hvor e tilhgrer bade H og N. Vi har endvidere, at HN er stabil under
produkt, idet der for hy, ho € H og vi,v5 € N geelder, at

(hav1)(have) = (hih) ((hy 'viho)vs),
et eN
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idet hy Yhy € N , da N < G. Endelig har alle elementer i HN en invers, idet
der for h € H og v € N gelder, at

(hv) ™t =7t (A1),
N~ ——
€H N
Idet N < G sa vil et element k i den mindre undergruppe H N N (evt. lig N)
klart opfylde at gkg~—' = k for alle g € G og dermed klart for alle g € H.

ad (2): Vi har nu raekken af undergrupper
GDHNDN.

Hvis |G : N| er et primtal sa folger fra ssetning A.43, at enten er HN = N eller
HN =G.

ad (a): Hvis HN = N, savil H C N, idet H C HN.

ad (b): Hvis HN = G, sa kan vi for ethvert element o € G finde elementer h € H
og v € N, sadan at 0 = hv. Der fglger nu af ssetning A.58, at o N = AN, idet
h~lo = v € N. Dvs., at enhver sideklasse af N i G har formen AN for et h € H.
Vi definerer nu en afbildning ¢ ved

Y:h(HNN)— hN, heH.

Denne er bijektiv: Vi viser fgrst surjektiviteten. Da enhver sideklasse af N i G er
af formen AN, hvor h € H, vil alle de disjunkte sideklasser i G veere hi N, ..., h,N.
Vi vil vise, at der for to vilkarlige elementer h;, h; € H, i # j, i,j € {1, ..., p},
geelder hy(HNN) # h;(HNN). Vi antager derfor, at h;(HNN) = hj(HNN). Dvs.
h;'h;(HNN) = HNN, hvilket medfgrer, at h; 'h; € HNN. Nuer h; 'h; € N,
hvilket er i modstrid med, at de p sideklasser, h1 N, ..., h, N, er disjunkte. Altsa
er v surjektiv.

Den er injektiv, for hvis vi antager, at der for hy, ho € H geelder, at hiN = haN,
sa giver seetning A.58, at hflhg € N. Altsa vil

hi'he € HNN,
idet hy, ho € H. Vi bruger nu sztning A.58 igen og far, at
hi(HNN) = ha(HNN).
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Bijektionen v viser nu, at der er lige mange sideklasser af N i G som af H N N
i H. Altsa
|G:N|=|H:HNN|.

Vi kan nu vise dette korollar (Tignol, 1988, s. 351-352):

Korollar A.60. Lad N vere en normal undergruppe i en endelig gruppe G og
lad |G : N| = p, p primtal. Hvis 0 € G\N, sa vil o? € N.

Bevis:

Betragt de p + 1 sideklasser:
N,oN,o%N, ...,oPN.

Vi gnsker at vise, at N = oPN. Idet |G : N| = p er disse sideklasser ikke
indbyrdes forskellige, dvs. vi kan finde m,n € Z, hvor 0 < m < n < p, sadan
at ¢™N = ¢"™N. Ved hjxlp af ssetning A.58 fas, at o™ ™ € N. Vi kan altsa
betragte det mindste k > 0,k € Z, sadan at o* € N. Det er nu klart, at k < p,
da m,n < p. Vi mangler saledes at vise, at k > p. Vi vil altsa vise, at enhver

sideklasse af N i GG er en af de fglgende:
N,oN,...,c" IN. (A.18)

Lad H = {c¢'|i € Z}. Vi har at H er en undergruppe i G' (Thorup, 1998, s. 71).
Dette sammenholdt med at o ¢ N giver, at HN # N. Derfor giver seetning A.59,
at HN = G og at enhver sideklasse af N i G er pa formen ¢'N, for et i € Z.
Ved at dividere ¢ med k fas i = kq + r, hvor q,r € Z, med 0 < r < k. Sa er
o7 = (0%)9 € N, og dvs. ifplge seetning A.58 er
o'N = o"N.

Nu er det bevist, at enhver sideklasse 0'N,o* € G ligger blandt (A.18), idet
0<r<p-—1.Dvs. k>p,altsa k =p. Vi far nu at N = ¢PN.

O

Med hensyn til oplgselige grupper gelder fglgende setning, som vi vil give uden
bevis (Jensen, 2001, s. 1.29).
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Saetning A.61. For en endelig gruppe G geelder folgende:
G er oplgselig <
Der findes en normalrekke i G, G = Go> Gy > Gy > --- > Gy = {e}, hvor G;

har primindeks 1 G;_1.

Vi vil fremover for det meste benytte den nederste betingelse i seetning A.61 for

en oplgselig gruppe.

Vi vil nu vise en vigtig egenskab ved oplgselige gruppe (Tignol, 1988, s. 352-353).
Saetning A.62. En undergruppe H i en oplgselig gruppe G er selv oplgselig.

Bevis:
Lad G vere en oplgselig gruppe. Dvs. der findes en normalrackke, hvor hver

undergruppe har primindeks i den foregaende:
G=Gy>G >G> --> Gy ={e}.

Lad nu H vere en undergruppe i G. Vi gnsker nu at finde tilsvarende normal-

reekke 1 H. Betragt
H=HNGy2HNG; 2 -2 HNG, ={e}. (A.19)

Ved brug af ssetning A.59 (1) med (HNG;) istedet for H, G4 i stedet for N og
G; istedet for G, fas nu, da G;41 er normal i G;, at (HNG;)NGip1 = HNGiy
er normal i HNG;. Dvs. (A.19) er en normalraekke. Da G; 41 har primindeks i G;
og G; er endelig, giver ssetningen endvidere, at enten er H NG;4+1 = HNG; eller
er |[HNG; : HNGiy1| = |G; : Git1]|. Dvs. der kan findes gentagelser i (A.19)
som vi kan se bort fra, og for resten af grupperne vil der galde, at indekset

|HNG;: HNGiqq] er et primtal. Dvs. H er oplgselig.

Vi far brug for et lemma (Edwards, 1984, s. 60).

Lemma A.63. Lad h(x) vere et irreducibelt polynomium med koefficienter i K.
Lad L vere spaltningslegeme for h(x) over K. Lad u,v,w vere polynomier i to

variable og med koefficienter i K. Hvis der for en rod r til h(z) gelder, at
u(z,r) =v(x,r)w(x,r),
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sa il
u<$,?“i) = ’U(xa T'Z‘)'IU(IB, Ti),

for enhver rod r; til h(x).

Bevis:

Antag u(z,r) = v(z,r)w(z,r), hvor r er rod i h(x). Polynomiet

U((L‘, y) - U(x7 y)w('r7 y)

kan skrives som

a(y)z” + o1 (y)a” ™+ + eo(y),

hvor ¢, (y), ...,co(y) er polynomier i y. Ifplge antagelsen ma r veere rod i alle
polynomierne ¢, (y), ..., co(y) over K. Men da h(z) er irreducibelt er dets andre

rodder 7; ogsa rodder i ¢, (y), ..., co(y), hvorfor u(z,r;) = v(x, r)w(x,r;).

O

De fplgende to seaetninger (Tignol, 1988, s. 335-340) er vaesentlige i beviset for
seetning A.68.

Seetning A.64. Lad c(z) € K[X] vere et irreducibelt polynomium af grad t med
de simple rodder (1, ..., Bi. Lad desuden oy, ..., o, veere radderne til f(z) € K[X]
09 M vere spaltningslegemet for f(x) over K. Da er |Gal(f/K(p1)) : Gal(f/K)]

divisor i t.

Bevis:

Lad V vaere en Galoisresolvent for f(z) over K. For i = 1,....,n vil a; € K(V)
ifplge seetning A.47. Da K(V) C K(f1)(V) vil enhver rod «; til f(z) kunne
udtrykkes som en rational funktion af V' med koefficienter i K(8;). Dvs. at V
ogsa er en Galoisresolvent for f(x) over K (). Ifolge seetning A.58 er

. _[Gal(f/E)|
(Gal(/K) : Gal(f/K(3))| = gt e
Da
|Gal(f/K)| = grad(Irr(V, K))
og

|Gal(f/K(61))| = grad(Ire(V, K(51)),
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skal vi altsa vise, at

grad(Irr(V, K))
grad(Irr(V, K(51))

er divisor i t.

Seetning A.19 giver, at Irr(V, K(51)) er divisor i Irr(V, K). Lad derfor
Irr(V,K) = A -Irr(V, K(B1)) (A.20)
for et polynomium A € K(3;)[X], og lad
Irr(V, K(31)) = 2" + bp_12" L 4+ - + byz + bo. (A.21)

Da by, ...,b,—1 € K(1) kan de for i = 0, ..., 7 — 1, ifplge seetning A.18, skrives som
bi = 0;(p1) = ko+k151+-- -—i—kr_lﬂf_l, hvor ko, ..., ky,—1 € K. Betragt nu 0;(y) =
ko +kiy+---+k,_1y" ! som et polynomium i K[Y]. Ved at erstatte by, ..., b,_1
med 0y(y), ..., 0—1(y) pa hgjresiden af (A.21) fas folgende polynomium i K[X,Y]:

O(z,y) = 2" + O,_1(y)a" " + -+ 01 (y)x + O (y).

Det er klart, at O(z,51) =Irr(V, K(41)). Vi kan pa tilsvarende made fa poly-
nomiet A(z,y) € K[X,Y] sa

Az, B1) = AMz).
Sa bliver ligningen (A.20) folgende
Irr(V, K) = O(z, B1)A(z, ).
Lemma A.63 giver sa for i = 1,...,t, at
Irr(V, K) = O(x, B;)A(x, Bi).
Hvis vi multiplicerer disse t ligninger, far vi, at
(Irr(V, K))' = O(z, B1) - - - O(z, B) Az, B1) - - - Az, Br), (A.22)

hvor ©(x, 1) O(z, By)A(z, f1) - - Az, B) € K(fi, ..., 0)[X]. Faktisk vil vi
vise, at O(x, 1) - - O(z, B) € K[X]: Idet produktet O(x,y1) - - - O(z, y¢) er sym-
metrisk i y1, ...,y kan det udtrykkes som et polynomium i x og de elementaer-

symmetriske polynomier i yi, ..., y¢ (seetning A.46). Hvis vi nu erstatter yi, ..., y¢
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med S, ..., B, far vi et polynomium i z, hvis koefficienter kan findes ud fra ko-
efficienterne til polynomiet c(x) af grad ¢, der har (i, ..., f; som rgdder. Og da
c(x) € K[X] ma saledes

O(z, 1) O(x, B) € K[X].
Vi kan se af (A.22), at O(z, 1) - - - O(z, B¢) er divisor i (Irr(V, K))*. Derfor ma
G(xaﬁl) e @(xaﬁt) = (II‘I“(V, K))sa (A23)

for 1 <s <t dajo (Irr(V, K)) er irreducibelt. Hvis vi ser pa graderne i (A.23),
far vi, at

t-r=s-grad(Irr(V, K).

Og da r = grad(Irr(V, K (1)), vil

t-grad(Irr(V, K(51)) = s - grad(Irr(V, K).

D grad(Irr(V,K))

V8. crad(e(V.E(G)) divisor i ¢t som gnsket.

Saetning A.65. Lad forudsetningerne vere som i setning A.64. Da gelder, at

Gal(f /K (b1, -, ft)) < Gal(f/K).

Med andre ord: Hvis o € Gal(f/K) og 7 € Gal(f/K (01, ...,0t)), sa vil

oro~t € Gal(f/K(Bi, ..., Bt)).

Bevis:
Lad V veere en Galoisresolvent for f(z) over K, og lad v1, ..., ¢, € K(X), sadan

at der for ¢ = 1,...,n galder, at
Sa har ethvert 7 € Gal(f/K (b1, ..., 5)) for i = 1,...,n formen

7oy = i(V) = i (V'), (A.24)
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hvor V' er en rod til Irr(V, K (1, ..., Bt)). Hvis 0 € Gal(f/K), da giver beviset
for seetning A.53 at o kan opfattes som en automorfi for K (ayq, ..., ), der fixer
alle elementerne i K. Definer nu 7(z) =Irr(V, K). Hvis vi anvender o pa begge

sider af

fas

hvorfor o(V') er en rod til 7(z). Nu kan enhver rod ay, ..., oy, til f(x) skrives som
Yi(o(V)) € K(o(V)) i folge seetning A.47. Dvs. o(V') er en Galoisresolvent for
f(z) over K og dvs. over K(f1, ..., 8n). Da Gal(f/K (S, ..., 3,)) ikke atheenger
af valget af Galoisresolvent, kan vi veelge en hvilken som helst Galoisresolvent til
at beskrive elementerne i Gal(f/K(f1,...,3n)). Derfor veelger vi (V) som den

Galoisresolvent vi vil benytte til at beskrive 7ot Vi far af (A.24)
oro o = Yi(a(V)) — (o (V).

Derfor skal vi for at vise, at oo~ € Gal(f/K (B, ..., 3)) vise, at o(V') er en
rod i Irr(o(V), K(B1, ..., Bt)). Lad W vaere en Galoisresolvent for ¢(z) over K,
og lad W = Wy, Wa, ..., Wy veere alle rgdderne til Irr(W, K). Ifplge saetning A.48
geelder for j =1, ..., s, at

K(ﬁl, ey Bt) = K(Wj)

Som i beviset for seetning A.64 kan vi betragte polynomiet ®(z,y) € K[X,Y]

saledes at for j =1,...;s
Irr(V,K (B, ..., Bt)) = ®(z, W;) € K (B4, ..., Bt) [ X].
Igen som i beviset for saetning A.64 fas for et passende [, hvor 1 <[ < s, at
Oz, W) ® (2, Wa) - - ®(z, Wy) = Irr(V, K.

Da (V) er rod i Irr(V, K) ma o(V') veere rod i en af faktorerne ®(x, W) for et
passende k, hvor 1 < k < s. Vivil nu vise, at ®(x, W) = Irr(a(V), K(54, ..., Bt)),
for derefter at vise, at (V') er rod i ®(x, Wy). Da ®(x, Wy) er irreducibelt og har
o(V) som rod er det klart, at ®(x, Wy) = Irr(o(V), K (51, ..., Bt)). Vi har, at V'
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errod i Irr(V, K(B1, ..., Bt)) = ®(z,Wy) og da V' € K(ay,...,ap), er V' € K(V)
ifplge seetning A.47. Dvs. at der for g(z) € K(X) geelder

Vi=g(V). (A.25)
Vi kan ifplge seetning A.18 veaelge g(x) € K[X]. Da ®(V', W) = 0 fas, at

og dvs. V er en rod i ®(g(x), Wy) € K(fi,..., 5¢). Seetning A.19 giver nu, at
& (x, Wy,) er divisor i ®(g(x), Wy). Dvs.

Da o(V) er en rod i ®(z, Wy) er
®(g(a(V)), W) = 0. (A.26)

Vi tager nu o pa begge sider af (A.25) og far o(V’) = g(o(V)). Dvs. (A.26)
giver, at o(V’) er rod i ®(z, W) =Irr(a(V), K(B1, ..., 8t)). Vi har altsa vist, at
orot € Gal(f/K(B1, ..., Br)).

Vi kan nu benytte de ovenstaende saetninger til at vise (Tignol, 1988, s. 344)

Korollar A.66. Lad f(x) € K[X] og lad L/K wvere en radikaludvidelse, sadan
at L = K(«a), hvor o = a for et primtal p, a € K og a ¢ K. Hvis K indeholder

en primitiv pte enhedsrod, sa er Gal(f/L) en normal undergruppe af indeks p i

Gal(f/K).

Bevis:

Betragt polynomiet g(x) = zP — a, som har « som rod. Da a ¢ K vil g(x)
vaere irreducibelt inden for K. Da K indeholder en primitiv p’te enhedsrod w,
vil L = K(«) indeholde alle rgdderne til g(z), dvs.

L=K(a)=K(o,wa,w?a, ...,wP ta).

Det folger nu af ssetning A.64 og A.65, at Gal(f/L) er en normal undergruppe
i Gal(f/K) af indeks p.
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O

Vi far i det folgende brug for resultatet i denne ssetning, som vi ikke vil vise
(Tignol, 1988, s. 283).

Saetning A.67. For ethvert n € N og ethvert legeme K findes en radikalud-

videlse af K, der indeholder en primitiv n’te enhedsrod.

Nu kan vi endelig vise vores hovedresultat (Edwards, 1984 , s. 61-65; Jensen,
2001, s. 5.7; Tignol, 1988, s. 353-360).

Seetning A.68. Lad f(x) € K[X] vere et irreducibelt polynomium. Da gelder,
at

f(z) er oploseligt ved rodtegn <= G = Gal(f/K) er oploselig.

Bevis:
"—": Antag at f(x) er oplgseligt ved rodtegn. Beviset fores ved induktion efter
|Gal(f/K)|.

Antag forst at |Gal(f/K)| = 1, sa er Gal(f/K) = {e}, hvorfor den er triv-
ielt oplgselig.

Antag nu, at der for polynomier, der er oplgselige ved rodtegn, og hvis Galois-
gruppe har orden mindre end |Gal(f/K)|, geelder, at de har en oplgselig Galois-
gruppe. Vivil sa vise, at Gal(f/K) ogsa er oplgselig. Lad R/K veere en radikalud-
videlse som indeholder alle rgdderne til f(x). Ifplge setning A.52 vil alle ele-
menterne i R blive fixet af permutationerne i Galoisgruppen Gal(f/R). Dvs. en-
hver rod til f(z) fixes af permutationerne i Gal(f/R). Altsa er Gal(f/R) = {e}.
Dette viser, at der findes en radikaludvidelse R’/ K, sadan at

|Gal(f/R')| < |Gal(f/K)|.

Vi kan altsa betragte det mindste primtal p, for hvilket der eksisterer en radikalud-
videlse L/ K sadan at Gal(f/L) =Gal(f/K), og at der for et a € L, hvor ¥/a ¢ L,
geelder, at

|Gal(f/L(V/a))| < |Gal(f/K)|.
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Ifplge seetning A.67 findes en radikaludvidelse S/L, som indeholder en primitiv
p’'te enhedsrod. Man kan let vise, at en sadan radikaludvidelse kan fas ved at
udvide med ¢’te rgdder, hvor ¢ < p er et primtal (Tignol, 1988, s. 283-284).

Ifslge antagelsen omkring p fas nu, at
Gal(f/S) = Gal(f/L) = Gal(f/K).
Endvidere har vi, at

Gal(f/S(Y/a)) C Gal(f/L(¥/a)),

idet |Gal(f/S(¥/a))| < |Gal(f/K)|. Da S indeholder en primitiv p’te enhedsrod
giver korollar A.66 at Gal(f/S({/a)) er en normal undergruppe af indeks p i
Gal(f/S) = Gal(f/K). Da der findes en radikaludvidelse R/K, der indeholder
rgdderne til f(z), ma der specielt findes en radikaludvidelse af S, der indeholder
rgdderne til f(z) (Tignol, 1988, s. 294). Dvs. f(z) er oplgseligt ved rodtegn over

S. Vi kan derfor benytte induktionsantagelsen og fa normalrasckken:
Gy = Gal(f/S(Va)) <Gy < --- <Gy = {e},
hvor GG;_1 har primindeks i G;. Normalraekken
Gal(f/K) < Gal(f/S(Va)) <G <+ <Gy = {e}

viser nu at Gal(f/K) er oplgselig.

7«<=": Lad G vere oplgselig, og lad derfor N vaere en normal undergruppe i
G af primindeks p. Lad 0 € G\N.

Beviset fgres i seks trin.

Trin 1: Lad x € L sadan, at v(z) = x for alle v € N. Vi viser:

(a) Hvis o(z) =z, sa vil z € K.

(b) Hvis o(x) # x og 7 € G, hvor 7(x) = z, sa vil 7 € N.

Lad
X ={redr(z) ==z}

Denne mengde er klart en gruppe, der indeholder N, dvs. G 2 X O N. Da
|G : N| = p,p primtal fas af seetning A.43, at enten er X = N eller X = G. ad
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(a): Lad o(x) = z. Savil 0 € X, og dvs. X # N, idet o ¢ N. Altsa er X = G.
Ifplge seetning A.54 vil F(G) = K, dvs. z € K.

ad (b): Lad o(x) # x og 7 € G, hvor 7(z) = z. Dvs. 0 ¢ X. Dermed er X # G.
Dermed er X = N, hvilket betyder, at 7 € N.

Trin 2: Vi viser, at der eksisterer et element § € L\K, som fixes af enhver

permutation i V.

Lad V vere en Galoisresolvent for f(x) over K. Betragt polynomiet

Cly) =TTy —v(V).
vEN
Koefficienterne i C(y) er de elementeer-symmetriske funktioner af v(V')’erne og
derfor fixes de af permutationerne i N, idet disse blot bytter rundt pa v(V')’erne.
Hvis alle koefficienter i C(y) fixes af permutationerne i G, sa vil de ligge i K
ifplge saetning A.54. Dvs., V er en rod i polynomiet C(y) med koefficienter i K
og af grad |N|, idet v gennemlgber N, og dermed antager V' |N| veerdier i C(y).
Ifplge seetning A.58 har G orden p - |N|, dvs. Irr(V, K) har grad p - | V|, hvilket
klart er storre end |N|, altsa i modstrid med det foregaende. Dvs., at mindst
en koefficient i C(y) ikke fixes af permutationerne i G. Altsa vil der findes et

element 6 1 M som fixes af permutationerne i N, men som ikke ligger i K.

For enhver p’te enhedsrod w € K og et 6 som opfylder ovenstaende betingelser,

defineres funktionen

g(w) =0 +wo(0) + - +wP ta?1(0).

-1

Trin 3: Vi viser, at 0(g(w)) = w™ g(w), og at v(g(w)) = g(w) for alle v € N.

Da w € K ligger alle potenser af w ogsa i K, hvorfor de fixes af permutationerne

i G, ifglge setning A.54. Vi far

o(g(w)) = o(0) +wo(0) +---+wP ol (6)
= w Hwo(0) +W?o?(0) + - - + WP e?7H0) + 0P (6)),
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idet w™ = wP~!. Korollar A.60 giver, at o € N, og da 6 fixes af permutationer

i N vil oP(0) = 6. Vi far altsd o(g(w)) = w 'g(w) som gnsket.

Vi far endvidere, at
vigw)) = v(0)+wvo®) +---+wP vaP1(0),

for alle v € N. Da N <G, har vi 0 "vo’ € N for ethvert v € N ogi =0, ....p—1,
dvs. 0 ~twot () = 0, for ethvert v € N og i = 0,...,p — 1. Hvis vi tager 0! pa hver
side af o ~'voi(0) = 0, fas vo'(0) = o'(f) for ethvert v € N ogi = 0,...,p — 1.
Dvs. v(g(w)) = g(w) for ethvert v € N som gnsket.

Trin 4: Vi viser, at g(w)? € K for enhver p’te enhedsrod w, og der findes en
p’te enhedsrod w # 1, sadan at g(w) # 0.

Ifplge trin 3 fixes g(w)P af o og enhver permutation i N. Trin 1 giver sa, at
g(w)P € K som gnsket. Vi antager, at g(w) = 0 for enhver p’te enhedsrod w # 1
og sgger en modstrid. Lad g;(w) = 04w/ o (0) +w? 0?(0)+- - -+wP~DigP~1(9) for
j =1,...,p—1. Vivil benytte g;(w) i stedet for g(w), idet w’ blot er en p’te enheds-

rod og w’ # 1. Dvs., da g(w) = 0, ma alle g;(w) = g2(w) = -+ = gp—1(w) = 0.
Sa er
n(@)0g2(w) + -+ gp1(w) = -+ w+w’+ +wo(f)

Hw? +wh + w2 (0) + -
O i ()
= (=10~ 0(0) ~0*(0) — — 0" (0)
= pf—0—0(8) —a%(0) —--- —aP7L(h)
Dvs., at 6 = % g(1) og derfor fas, at 0 fixes af o ifplge trin 3. Idet 0 ogsa fixes af

alle permutationer i N giver trin 1, at § € K. Dette er i modstrid med antagelsen

itrin 2, at 6 ¢ K. Dvs., at der findes en p’te enhedsrod w # 1, sadan at g(w) # 0.

Lad altsa nu w # 1 og g(w) # 0. Lad R = K(g(w)). Trin 4 giver nu, at R
er en radikaludvidelse af K pa formen K({/a), hvor a € K.
Trin 5: Vi viser, at Gal(f/R) = N.
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Da g(w) # 0 og w # 1 giver trin 3, at g(w) ikke fixes af o. Ifplge beviset
for ssetning A.66 fas, at Gal(f/R) er en undergruppe i G af indeks p. Dvs.
|Gal(f/R)| = |N|. Idet o(g(w)) # g(w) giver trin 1, at for ethvert 7 € G, hvor
7(9(w)) = g(w), er 7 € N. Da g(w) € R giver saetning A.54, at g(w) fixes af
permutationer i Gal(f/R). Dvs., at Gal(f/R) C N. Nu er Gal(f/R) = N.

Trin 6: Vi viser, at f(z) er oplgseligt ved rodtegn.

Beviset fgres ved induktion efter w = |Gal(f/K)].
Lad forst w = 1. Den eneste permutation i Gal(f/K) er identiteten, som fixer
alle rgdderne ai,...,a, 1 f(z). Seetning A.54 giver, at alle rodderne ligger i K,
som er en radikaludvidelse af sig selv.
Vi antager nu, at for oplgselige Galoisgrupper, der har orden mindre end w, er
f(z) oplgseligt. Vi vil sa vise, at f(x) er oplgseligt, hvis Gal(f/K) har orden
w. Da Gal(f/K) er oplgselig, indeholder den en normal undergruppe N, hvor
|Gal(f/K) : N| = p, p primtal. Lad nu F' veaere en radikaludvidelse af K, der
indeholder de p’'te enhedsrgdder.
Hvis

|Gal(f/F)| <w,

kan vi benytte induktionsantagelsen, idet Gal(f/F') ifolge seetning A.62 er oplpse-
lig. Dvs. at der eksisterer en radikaludvidelse F’ af F' som indeholder alle rgd-
derne til f(x). Men F’ er jo ogsa en radikaludvidelse af K. Altsa er f(x) oplgseligt
ved rodtegn, nar |Gal(f/K)| = w.
Hvis

Gal(f/F) = Gal(f/K),

giver trin 5, at der findes en radikaludvidelse R af F saledes, at Gal(f/R) = N.
Da
Gal(f/R)| < w,

kan vi igen benytte induktionsantagelsen og far som for, at f(z) er oplgseligt
ved rodtegn, nar |Gal(f/K)| = w.
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Vi far nu brug for lidt flere definitioner og en ssetning, som vi giver uden bevis

(Thorup, 1998, s. 57, 59, 63-64 og 130-131).

Definition A.69. For permutationer ¢ benytter vi cykelnotationen
o= (ay ... ag).

En cykel 7 af leengde 2, 7 = (a1 a2), kaldes en transposition. Det kan vises, at
enhver permutation kan fremstilles som et produkt af transpositioner, hvilket vi

ikke vil ggre her.

Definition A.70. En permutation kaldes lige eller ulige, hvis den kan skrives
som et produkt af et lige hhv. ulige antal transpositioner. De lige permutationer
i .S, udggr en normal undergruppe, A, der kaldes den alternerende gruppe. A,

bestar af halvdelen af permutationerne i S, og har derfor orden %n!.

Definition A.71. En gruppe G kaldes simpel, hvis G # {e} og de eneste normale
undergrupper er G og {e}.

Saetning A.72. Den alternerende gruppe A, er simpel for n > 5.

Vi kan nu vise folgende seetning (Rotman, 1990, s. 80).
Saetning A.73. S, er oplgselig for n < 4 men ikke-oplgselig for n > 5.

Bevis:
Hvis m < n, sa er S, isomorf med en undergruppe i S,,. Da enhver undergruppe
i en oplgselig gruppe selv er oplgselig ifglge seetning A.62, vil det veere nok at

vise, at Sy er oplgselig og S5 er ikke-oplgselig. I Sy fas normalraekken
Sy> Ag >V > {e},

hvor V er Kleins Vier-gruppe. Da |Sy| = 24, |A4| = 12 og |V| = 4, har fak-
torgrupperne, Sy/A4, A4/V og V/{e}, orden hhv. 2, 3 og 4, dvs. de er abelske.
Altsa er Sy oplgselig.

Hvis S5 var oplgselig ville dens undergruppe As ogsa veere oplgselig, men da
As er simpel, ifplge seetning A.72, er dens eneste normalraeekke As > {e}, og her
er faktorgruppen As/{e} ~ Aj ikke abelsk.

146



Af seetningerne A.68 og A.73 fas nu

Korollar A.74. Der gealder, at et polynomium af grad n er oplgseligt ved
rodtegn, hvis n < 4 og ikke ngdvendiguvis oplgseligt ved rodtegn, hvis n > 5.

Vi vil nu vise fglgende lemma, som vi skal bruge til at vise seetning A.76 (Jensen,
2001, s. 5.11-5.12).

Lemma A.75. Lad p vere et primtal og H vere en transitiv undergruppe i Sp.

Hvis H indeholder en transposition, sa er H = S,.

Bevis:

Vi indfgrer en sekvivalensrelation pa meengden {1, ..., p} ved, at a ~ b, nar trans-
positionen (a b) € H. Hvis a ~ b og 7 € H, s vil (ra 7b) = 7(a b)77!, dvs.
Ta ~ 7b. For ethvert element x € [a] findes et element vz ~ va, v € H, dvs. vx
ligger i [va]. Da H er transitiv vil der for alle par (a,i), i € {1,...,p}, geelde, at
der findes et o € H sadan at o(a) = i. Altsa vil alle sekvivalensklasser indeholde

lige mange elementer. Dvs.
p = (antal ackvivalensklasser) - (elementantallet i en ackvivalensklasse).

Da H indeholder en transposition, og p er et primtal, vil der findes preecis én
xkvivalensklasse. Nu vil H indeholde samtlige transpositioner, og da enhver

permutation altid er et produkt af transpositioner, vil H = §,,.

O

I det fglgende vil vi anvende definition A.31, nar vi benytter Galoisgruppen for
et polynomium. Vi bemzerker dog, at setningerne i hele appendiks A geaelder for

begge definitioner (A.31 og A.77) pa grund af seetning A.53.

Seetning A.76. Lad f(z) vere et irreducibelt polynomium af primtalsgrad p
og lad f(x) have koefficienter i Q . Huvis f(x) har precist p — 2 reelle rodder,
geelder der for spaltningslegemet M, at Gal(M/Q) ~ S, og f(x) er derfor ikke
oplgseligt ved rodtegn for p > 5.
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Bevis:

Vi benytter seetning A.44 og far, at Gal(M/Q) er isomorf med en transitiv un-
dergruppe i Sp. Vi lader 7 : M — M veere kompleks konjugering. Sa er 7 en
automorfi, idet 7(x + y) = 7(x) + 7(y) og 7(ry) = 7(x)7(y). Desuden galder,
at 7(q) = q, for alle ¢ € Q, hvorfor 7 € Gal(M/Q). Det er klart, at 7 svarer til
en transposition i Sy, og derfor er Gal(M/Q) ~ S, ifplge lemma A.75. Altsa er
f(z) ikke oplgseligt ved rodtegn ifplge seetning A.68 og setning A.73.

A.5 Galoisteoriens hovedsatning

Vi vil nu se nzermere pa Galoisteoriens hovedsaetning , men fgrst vil vi give endnu
en definition af Galoisgruppen for et polynomium f(x). Her geelder definitionen
kun for polynomier med koefficienter i Q, men den er mindre abstrakt end de to

foregaende, da Galoisgruppen defineres direkte ud fra rédderne:

Definition A.77. Lad f(z) € Q[X] veere et n’tegradspolynomium med lutter
simple rgdder aq, ..., ay. En permutation o € S, af rgdderne ligger i Galoisgrup-
pen for f(z) over Q, hvis folgende gaclder:

For ethvert polynomium g(x1, ..., x,) € Q[X] i n variable, hvor g(aq, ..., ap) = 0,
vil g(o(a1),...,0(an)) = 0.

Vi viser nu, at ovenstaende definition af Galoisgruppen er skvivalent med de

andre definitioner.

Saetning A.78. Lad f(z) € Q[X] vere et polynomium af grad n med de ind-
byrdes forskellige rodder ay, ..., ay,. Lad M = Q(au, ..., ap) veere spaltningslegemet
for f(x) over Q. Da er Gal(M/Q) isomorf med den i definition A.77 definerede
Galoisgruppe.

Bevis:
"=": Ifplge setning A.44 kan vi betragte Gal(M/Q) som en undergruppe i .Sj,.
Dvs. ethvert o € Gal(M/Q) svarer til en permutation

<U(a1) o(ag) - U(an))
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i S,. Betragt altsa isomorfien ¢ der sender o € Gal(M/Q) overia € pGal(M/Q).
Vi vil nu vise, at & har egenskaben i definition A.77. Lad derfor g(x1,...,z,) €
Q[X1, ..., Xp,] veere et polynomium i n variable
g(x1, .. an, T gin,
Sa er
F(g(@1, s n)) = Y iy, 0(21)" 5 (22) - 5 (2n) ™.
Antag nu, at g(a, ..., a,) = 0. Sa vil
() im0}l 0F - -al) =0,

da automorfier sender 0 i 0. Dvs.

> i inolan)o(az)? - oay)™) = 0.

Nu er

qul’ LinO (1 Yo (o) - o(ay)™)) = 0.
Dvs.

> i....in(1)15(a2) -+ F(an)™) =0,
som gnsket.

7«<=":. Antag, at 7 € S, har egenskaben fra definition A.77. Vi vil nu vise,
at der findes et 0 € Gal(M/Q), sadan at & = 7. Ifplge setning A.18 kan ethvert
element € M skrives pa formen = > ¢, 0/110/22 --alr. Lad nu o veere
defineret ved, at o(8) = . qi,....i, T(c1) 17 ()2 - - - (0, )™). Vi vil vise, at o er
veldefineret. Antag derfor, at

B= Giin0l'ay o) =Y di, iafay-ap),

og vil sa vise, at

Z Gir, o inT (1) ()™ - T(0t)™) Z Gy 1) T(an)™).

Betragt hertil h(z1,...,xzn) = > (¢ir,...in — qzl-l,__’in)T($1)i17($2)i2 oo 1(2p)). Da
h(ai, ..., an) = 0 vil ifglge antagelsen h(7(aq), ..., 7(w,)) = 0. Dvs.

D birinm(1) T (a2) - T(an)™) = D dh nr(ag)® -7 (an)™),
som gnsket. Altsa er o veldefineret. Det er nu klart, at ¢ er en automorfi i
Gal(M/Q), og at & = 7.
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O

Til Galoisteoriens hovedszetning far vi brug for folgende (Tignol, 1988, s. 402,
406-408).

Lemma A.79. Lad L/K vere en legemsudvidelse og G en endelig gruppe af
automortfier for L. Hvis K = F(G), sa wvil

1) [L: K] =G| og

2) G = Gal(L/K).

Bevis:

Ad 1): Lad G = {01, ..., on }. Ifolge saetning A.36 fas, at [L : K| > n. Vi antager,
at [L : K] > n og sgger en modstrid. Vi kan for et passende m > n finde
elementer [i,...,l,, 1 L, der er lineart uafheengige over K, da det jo specielt

geelder for basiselementerne for L. Matricen

0'1(11) JQ(ll) s Un(ll)
o1(la)  oa(le) -+ on(le)
| o1lm) o2(lm) -+ onllnm) |

kan hgjst have n ledende 1’ere i sin reducerede rasekke-echelonform. Derfor vil
der som minimum veere m — n raekker indeholdende lutter 0’er nederst i den
reducerede rackke-echelonform. Dvs. hver sgjle vil indeholde mindst et 0, hvorfor
det er klart, at de n s@jler er linesert athaengige. Lad nu b4, ..., b, € L, hvor ikke

alle by, ..., by, er lig nul, sddan at der geelder

Ul(ll)bl + 01(l2)b2 + -+ Ul(lm)bm =0.
(A.27)
o (10)b1 + 0ulla)ba + - + (I )b = 0.

Vi antager pga. ovenstaende, at by # 0. Det folger af satning A.34, at hvis
a1 #0,...,a, #0safindeset z € Lsa ajo1(x)+---+anop(x) # 0. Dvs. specielt
findes et * € L sa o1(x) + -+ + op(x) # 0. Vi kan antage, at by er et sadant
x, idet vi i stedet for b; kan fa et passende element i L, der er forskelligt fra 0,

ved at multiplicere by, ..., b, med det samme element i L, der er forskelligt fra 0.
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Altsa har vi, at
ot (b)) 440, (b1) #0. (A.28)
Vi anvender nu o, ! pa den 4’te ligning i (A.27) og far de n ligninger

Lot by) + -+ Loy H(bm)
(A.29)
Lo Y(b) + - + Loy, L)

Ved at addere de n ligninger i (A.29) fas

Lo (b)) + -+ 0, (1) + -+ bn(o] (b)) + -+ - + 0, (b)) = 0.

Dvs.,da G ={0o1,...,0n} = {01_1, <.y 0 1}, med passende nummerering, fas

WO o)+ + (D o(bm)) =0. (A.30)
ceG ceG

Summerne Y 0 (b1),..., > cq (bm) 1 (A.30) fixes under G, og de er ikke alle
0, da specielt ) .~ o(b1) # 0 ifplge (A.28). Vi opnar nu en modstrid, da vi har
antaget, at [y, ..., [, er linesert uafheengige. Altsa ma [L : K] = |G|.

Ad 2): Der geelder, at G C Gal(L/K), idet K = F(G); sa geelder jo, at Gal(L/K)
bestar af de automorfier i Aut(L), der fixer alle de elementer i K, der fixes af

alle automorfier i G. Derfor er det nok at vise, at
G = |Gal(L/K)).

Da G C Gal(L/K) vil altsa ethvert element i L, der fixes af automorfierne i
Gal(L/K) ogsa fixes af automorfierne i G; med andre ord F(G) D F(Gal(L/K)).
Endvidere er det klart, at alle elementerne i K fixes af automorfierne i Gal(L/K).
Vi har altsa

K =F(G) 2 F(Gal(L/K)) 2O K,

dvs. F(Gal(L/K)) = K. Ifplge 1) med Gal(L/K) i stedet for G fas, at
[L: K] =|Gal(L/K)|.
Igen ifplge 1) er nu |G| = |Gal(L/K)|. Hermed er G =Gal(L/K).
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Endvidere far vi brug for et lemma (Tignol, 1988, s. 410).

Lemma A.80. Lad M/K vere en legemesudvidelse og L veere et dellegeme af
M indeholdende K. Lad endvidere o € Gal(M/K). Da gelder:

Gal(M/o(L)) = 0Gal(M/L)o .

Bevis:
Vi har

Gal(M/o(L)) = {7 € Auwt(M)|r(0(x)) = o(x) for alle x € L},

ocGal(M/L)o™ ! = {oyo~! € Aut(M)|y(x) = z for alle z € L},
o 'Gal(M/o(L))o = {o 70 € Aut(M)|y € Gal(M/o(L))}.
"C™ Denne inklusion vises ved at vise o~'Gal(M/o(L))o C Gal(M/L). Lad
o170 € 071Gal(M/o(L))o. For alle x € L geelder nu

o lr(o(z)) =0 to(z) = .

Altsé vil 070 € Gal(M/L).
"2™ Lad oyo~! € 0Gal(M/L)o~!. For alle z € L gzelder nu

o0 Y (o(2)) = ov() = o(x).
Altsa vil oyo~! € Gal(M/o(L)).

O

Vi vil nu vise Galoisteoriens hovedsatning (Jensen, 2001, s. 3.8-3.9; Tignol, 1988,
s. 402, 408-412).

Satning A.81 (Galoisteoriens hovedszetning). Lad M/K vere en endelig
normal udvidelse med Galoisgruppe G = Gal(M/K). Da findes en 1-1 forbindelse
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mellem undergrupperne i G og dellegemerne af M indeholdende K, som til
ethvert dellegme L af M indeholdende K tilordner undergruppen Gal(M/L) i
G; og som til enhver undergruppe H i G tilordner firpunktslegemet F(H), hvor
K C F(H) C M. Under denne 1-1 forbindelse gelder folgende:

1) For en undergruppe H i G gelder:

Gal(M/F(H))=H og |G: H|=[F(H): K].
2) For et dellegeme L i M indeholdende K gelder:
|Gal(M/L)| = [M : L] og F(Gal(M/L)) = L.

3)
a) For dellegemer Ly og Lo af M indeholdende K gelder:

Ly C Ly < Gal(M/Ly) 2 Gal(M/Ls).
b) For undergrupper Hy og Hy i G gelder:

H, C Hy & F(Hy) 2 F(Hy).

4) For et dellegeme L af M indeholdende K gelder:
L/K endelig normal < Gal(M/L) < G.
5) Hvis L/K er endelig normal, sa findes en isomorfi
¢:G/Gal(M/L) — Gal(L/K),

der fas ved at restringere automorfierne i G til L.

Bevis:
Ad 1): Vi far, ifglge lemma A.79 del 2) med H i stedet for G, at

Gal(M/F(H)) = H.
Endvidere fas, ifglge lemma A.79 del 1), at
(M 2 K] = |G] og [M : F(H)] = |H].
Ifplge seetning A.43,da M D F(H) O K, er
[M: K] = [M : F(H)|[F(H) : K].
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Vi far altsa al
[-F(H)5K]:W:’GZH’7

ifglge seetning A.58.

Ad 2): Vi viser forst, at [L : K] = |G : Gal(M/L)|. Ved at restringere auto-

morfierne o € G til L fas homomorfier
O(res,) - L — M.

Hvis, der for to sadanne homomorfier, o(.cs 1), T(res,z), 0, T € G, geelder, at
O(res,L) = T(res,L), Sa Vil o(l) = 7(l), for alle [ € L. Dvs. at 77 1o(l) = I, for alle
| € L, og derfor vil 770 € Gal(M/L). Ifglge szetning A.58 fis nu, at

oGal(M/L) = rGal(M/L).

Lad nu |G : Gal(M/L)| = r oglad o1, ..., 0, € G ligge i de r forskellige sideklasser
med hensyn til Gal(M/L). Sa vil homomorfierne o(,es,1), # = 1, ..., 7, veere parvis
forskellige. Seetning A.36 giver, da K = F(G), at

[L:K]>r.

Omvendt fas
[L:K]<r,

idet L C F(Gal(M/L)) og [F(Gal(M/L)) : K| = |G : Gal(M/L)| ifolge 1). Altsa
er
[L: K] =|G:Gal(M/L)|.
Vi viser nu, at [L: K] = |G : Gal(M/L)|. Vi har L C F(Gal(M/L)) og
[L: K] =|G:Gal(M/L)| = [F(Gal(M/L)) : K]
ifplge forste del af 2) og anden del af 1). Altsa er

L = F(Gal(M/L)).

Ad 3):

154



"="1 a): Klart.
"="1 b): Klart.
"<" a): Antag, at Gal(M /L) O Gal(M/L2). Vi anvender "="fra b) og far, at

F(Gal(M/Ly)) € F(Gal(M/Ls)),

hvilket ifglge 2) betyder, at Ly C L.
"<" b): Antag, at F(H;) 2 F(H>). Vi anvender "="fra a) og far, at

Gal(M/F(H,)) € Gal(M/F(Hy)),

hvilket ifplge 1) betyder at H; C Ho.

Ad 4):

"=": Antag, at L/K er endelig normal. Lad |G : Gal(M/L)| = r, og lad
01, ...,0, € G ligge i de r forskellige sideklasser med hensyn til Gal(M/L). Som
i beviset for 2) far vi, at restriktionerne o;(yes,) : L — M, i = 1,...,7, bliver

parvise parvis forskellige homomorfier, der fixer elementerne i K.

Ifplge 2) er [L : K] = r. Ifplge seetning A.47 er L = K(V), hvor V er en
Galoisresolvent 1 L. Dvs. grad(Irr(V, K)) = r. Da M /K er endelig normal vil de
r redder til Irr(V, K) ligge i M ifglge seetning A.42. En homomorfi fra L = K(V)
ind i M, der fikser elementerne i K, er entydigt bestemt ved veerdien pa V. Ifglge
seetning A.41 vil en sadan homomorfi, der fikser elementerne i K fgre en rod til
Irr(V, K) over i en rod til Irr(V, K). Men der er kun r rgdder til Irr(V, K); altsa
er der hgjst r homomorfier fra L ind i M, der fikser elementerne i K. Dvs. at
enhver sadan homomorfi vil veere pa formen o5 1) for nogle ¢ = 1,...,r, pga.

ovenstaende.

Da L/K er endelig normal, og [L : K] = r, er der r automorfier for L, der
fikser elementerne i K (nemlig automorfierne i Gal(L/K)). Disse automorfier
kan betragtes som homomorfier fra L ind i M, idet L C M. Disse homomorfier

vil altsa veere pa formen oy (res 1y, ¢ = 1, ..., 7. Altsa vil

Gal(L/K) = {Ul(res,L)v e Ur(res,L)}'
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Derfor vil g1, ..., 0, ligeledes sende elementer fra L ind i L; med andre ord geelder
fori=1,...,r, at

Ifglge lemma A.80 geelder nu for ¢ = 1,...,7, at
Gal(M/L) = ;Gal(M/L)a; .

Da o1, ...,0, ligger i hver sin sideklasse med hensyn til Gal(M/L), vil ethvert
element o € G vaere pa formen o;7, i = 1,...,7, 7 € Gal(M/L). Derfor gaelder

ogsa for alle o € G, at
Gal(M/L) = 0Gal(M/L)o .

Altsa er Gal(M/L) < G.

"<" Antag, at Gal(M/L) < G. Ifplge lemma A.80 er sa o(L) = L for alle
o € G. Dvs. vi kan restringere o til L og fa en automorfi o(,¢s 1) : L — L, der
fikser alle elementerne i K. Altsa er F(Gal(L/K)) = K, hvorfor L/K er endelig

normal.

Ad 5): Antag, at L/ K er endelig normal. Som i beviset for 4) fas af lemma A.80,
at o € G restringeret til L giver en automorfi o(,es ) : L — L, som fikser
elementerne i K. Lad nu afbildningen ¢ : G — Gal(L/K) veere defineret ved
©(0) = O(res,r)- Vi har ker(p) = {0 € G|p(0) = 0pes,. = €}. Vi viser nu, at

ker(¢) = Gal(M/L).

"C”: Lad o € ker(y), dvs. o(res, L) = e, hvorfor o(z) = x for alle z € L. Altsa
vil 0 € Gal(M/L).

"D” Lad o € Gal(M/L), dvs. o(x) = «x for alle z € L, hvorfor o(res, L) = e.
Altsa vil o € ker(p).

Vi har altsa, at ker(p) = Gal(M/L). Sa giver setning A.25, at der findes en
isomorfi ¢ : G/Gal(M/L) — Gal(L/K). Nu giver 2) og lemma A.79, at

G : Gal(M/L)| = [L : K] = |Gal(L/K)|.
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Dvs. grupperne G/Gal(M/L) og Gal(L/K) har samme orden. Altsa er

G/Gal(M/L) ~ Gal(L/K).
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B Undervisningsmanual

B.1 Modul 1, mandag d. 23/10-2006 kl. 12.10-13.50

12.10-12.18:

Praesentation af os selv. Kan I lgse alle andengradsligninger? Nej.

Hvorfor ikke? Vi kan ikke lgse de ligninger, hvor diskriminanten er negativ.

Vi vil nu se lidt nsermere pa, hvorfor ligningerne med negativ diskriminant ikke
kan lgses. Betragt derfor ligningen x? + 4x + 5 = 0, der har diskriminant —4,

hvorfor den ikke har nogen reelle lgsninger.

12.18-12.26:
Udlevering af arbejdsark C.1 (appendiks C)

Opgave B.1. Find p og ¢ i udtrykket 22 + 4z +5 = (z + p)? + q.
Lg@sning: p =2 og q = 1.

12.26-12.39:

En elev kommer til tavlen og skriver resultatet med forklaringer.

Se pa #2+4x+5 =0, dvs. (v +2)%2+1 = 0 ud fra opgaven og dvs. (z+2)% = —1.
Hvad er problemet her? Vi kan ikke inden for de reelle tal finde et tal, der i
anden potens giver —1. Dvs. ligningen ikke kan lgses inden for R.

Vi vil gerne lgse ligningen (z+2)? = —1 alligevel. Hvad ville I ggre, for at komme
videre, hvis der stod et positivt tal pa hgjresiden? Vi ma tage kvadratroden pa
begge sider af lighedstegnet. Dvs. vi far o + 2 = +/—1.

Vi saetter /—1 = i.

Hvad er sa i2? i? = —1.
12.39-12.42:
Udlevering af arbejdsark C.2 (appendiks C).

Opgave B.2. Udregn (3 + 8i)(—2+1).
Ld@sning: —14 — 133

12.42-12.46:

En elev kommer til tavlen og udregningen diskuteres.
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12.46-12.58:
Udlevering af arbejdsark C.3 (appendiks C).

Opgave B.3. (1): Lgs ligningen (x + 2)2 = —1 fra for. Er jeres resultater lgs-
ninger til den oprindelige ligning 2 4 4z + 5 = 07?

Lgsning:

(x+2)? = -1 «
z+2 = /-1 &
r+2 = 1 &

r = —2%1

Vi tjekker ved indszettelse (—2+14)2+4(—2+1i)+5 = (=2)%+(i)2 —4i—8+4i+5 =
4 —1—3=0. Tilsvarende for den anden lgsning.

(2): Los ligningen 2% + 2z + 17 = 0.

Lg@sning: x = —1 4 44.

12.58-13.04:

To elever til tavlen (skrive lgsningerne op) og diskussion af resultater.

Hvis eleverne, i den sidste opgave, ikke kan se, at /—64 = +8i eller \/—16 = 4i
(afheengig af fremgangsmade), kan vi hjaelpe ved /pg = \/p\/q, p > 0 eller ¢ > 0
Dette skulle gerne lede til eksempelvis /—16 = V16V —1 = 4.

13.04-13.12:

Pause.

13.12-13.22:

Institutionalisering B.4. Tallet ¢ kaldes et komplekst tal. Generelt er de kom-
plekse tal pa formen x + iy, z,y € R. Mangden af alle de komplekse tal er

C={z+iylz,y € R}.

Bemeerk at alle tal er komplekse.

Grafisk repraesentation af de komplekse tal:
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Man kan afbilde de komplekse tal som punkter i planen ved at lade tallet = + iy
svare til punktet (x,y):

w

EN NSRS S|

UL L L L L
3 2 1

o B T B S e L
1 2 3

x
I e S AE

Figur 8: Det komplekse tal 1 + 2¢ afbildet i planen

Vi peger pa forskellige punkter i planen, som eleverne skal genkende som kom-
plekse tal.
Udlevering af noter C.4.

13.22-13.36:
Udlevering af arbejdsark C.5 (appendiks C).
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Opgave B.5. Find rgdderne i fglgende polynomier og omskriv polynomierne
ved hjelp af deres rgdder.

f(z) = 2% — 162 + 68

g(z) = 23 4+ 222 — 32 — 10

h(z) = ot + 223 + 1622 — 22 — 17 = (22 — 1)(2® + 22 + 17)

Lgsning;:

Rgdderne til f(z) er 1y = 8 4+ 2i og 1o = 8 — 24, dvs.

f(z) = (z — 8 —2i)(z — 8+ 2i).
Rgdderne til g(x) er r1 =2, 1 = =2+, r3 = —2 — 4, dvs.
g(z) =(x - 2)(x+2—i)(x+2+1).
Rgdderne til h(z) er r1 =1, ro = =1, r3 = =1 +4i, r4 = —1 — 44, dvs.
h(z) =(z—1)(z+ 1)(z+ 1+ 4i)(x + 1 — 49).

13.36-13.46:

Tre elever fremlaegger resultater pa tavlen.

Hvor mange rgdder har et andengradspolynomium inden for C? 2.

Hvor mange rgdder tror I, at hhv. tredje- og fjerdegradspolynomier har? De har
hhv. 3 og 4 komplekse rodder (talt med multiplicitet).

Hvor mange rgdder tror I n’tegradspolynomiet f(z) = 2™ + 2"~ +--- + 1 har?
Polynomiet f(z) har n komplekse rodder.

Hvordan kan vi opskrive f(x) ved hjeelp af dets rodder? Vi kan skrive f(x) som
et produkt af n forstegradsfaktorer f(x) = (x — r1)(x — r2)--- (x — ry), hvor

T1,79, ..., Ty er rgdderne til f(x).
13.46-13.50:

Overhead med AFS.
Institutionalisering B.6.

Satning B.7 (Algebraens fundamentalsasetning). Et polynomium f(x) af
grad n med koefficienter it R (C) har n rodder ry, ...,r, i C talt med multiplicitet.
Dus. vi kan skrive f(x) = a(x —r)(x —rq) - (x — 1), hvor a er koefficienten

til n’tegradsleddet.
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Vi vil ikke vise stningen, da beviset er for langt.

Udlevering af note-/arbejdsark C.6.
Opsamling: Kan I nu lgse alle andengradsligninger? Ja, to komplekse lgsninger.

Hjemmeopgave B.8. Udregn (8 — 6¢)(—4 + 107).
Lgsning: 28 + 1044.

Udregn (V2 + v2i)(v2 — v/2).

Lgsning: 4.

Find samtlige rgdder til fglgende polynomier og omskriv polynomierne ved hjzelp
af deres rgdder.

f(x) = =322 + 24x — 195.

glx) =2+ 2>+ 2 +1

Lgsning:

Rodderne til f(z) er r1 =44 7i og 1o =4 — 71, dvs.

flz) = =3(x—4—"Ti)(x —4+ 7).
Rgdderne til g(x) er ry = =1, 9 =4, r3 = —i, dvs.
g(z) = (x4 1)(z —i)(z +1).

B.2 Modul 2, tirsdag d. 24/10-2006 kl. 8.00-9.40

8.00-8.05:

Opsamling af hjemmeopgaver.

Hvad var hovedresultatet i sidste modul? Szetning B.7.

I dette modul vil vi se pa nogle flere egenskaber ved forskellige polynomier. Inden

da vil vi se pa de n’te enhedsrgdder. Vi skriver en opgave pa tavlen:

Opgave B.9. Find samtlige lgsninger til z* = 1.

Lgsning: x =1, x = -1,z =1, x = —1.

Hvor ligger disse lgsninger i planen? Figur 9.

8.05-8.10:
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e

Figur 9: De fjerde enhedsrgdder.

Institutionalisering B.10. De n’te enhedsrgdder er samtlige lgsninger til ligning-
en =" = 1. De inddeler enhedscirklen i planen i n dele.

Hvor ligger de ottende enhedsrgdder pa enhedscirklen? Figur 10.

Ll
Nt

Figur 10: De ottende enhedsrgdder.

Lgsningerne til 2" = 1 er e? = cos(p2X) + isin(p2Z)), hvor p =0, ...,n — 1.

Se pa x3 = 1. Hvad er lgsningerne til denne ligning? Ved indsaettelse af n = 3

1 V3 1 V3
_5_‘_7 PR —

og p=0,1,2 i ovenstaende formel fas x =1, x = i, ¥ = —5 — *5°i.

Vi veelger for simpelheds skyld fremover at se pa n’tegradspolynomier, hvor
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koefficienten til n’tegradsleddet er 1, dvs. normerede polynomier.
8.10-8-16:
Udlevering af arbejdsark C.7 (appendiks C).

Opgave B.11. Skriv alle de mader man kan faktorisere fglgende polynomier ud

i polynomier af lavere grad?

flx)=22+1
gx) =23+ 22+ +1
Lgsning:

fx)=22+1=(x —i)(x+1).
g@)=23+22+r+1l=(z+Dx—-i(z+i) =22+ 1 —i)x—1d)(z+1i) =
(@2 + (1 + i)z +i)(z—i) = (x+1)(z2 +1).

8.16-8.21:

To elever fremleegger resultater pa tavlen.

Kan de to polynomier faktoriseres ud i polynomier af lavere grad, der har koef-
ficienter i Z? f(z) kan ikke, men g(z) = (z + 1)(z% + 1) kan.

8.21-8.27:

Institutionalisering B.12. Hvis et polynomium, hvor koefficienten til hgjeste-
gradsleddet er 1, ikke kan faktoriseres ud i polynomier af lavere grad, der har
koefficienter i Z, kaldes polynomiet irreducibelt inden for Z; hvis det kan, kaldes
det reducibelt inden for Z. Dog gaelder, at faktoriseringen 1 - f(z) ikke betyder,
at f(z) er reducibelt, samt at f(z) =1 ikke er irreducibelt.

Er f(z) = 22 4+ 1 hhv. g(x) = 23 + 22 + x + 1 fra opgave B.11 reducibelt eller
irreducibelt inden for Z? f(x) er irreducibelt inden for Z og g(z) er reducibelt

inden for Z.
8.27-8.39:

Udlevering af note-/arbejdsark C.8.

Opgave B.13. Afggr om fglgende polynomier er irreducible inden for Z
fle) = a*—4
g(x) =2® +4z +5
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Ld@sning:
f(z) = (x — 2)(x + 2). Reducibelt, idet 2 € Z.
g(x) = (x+2—1i)(x + 2 +1). Irreducibelt, idet —2 + i ¢ Z.

Resultaterne diskuteres.

8.39-8.46:

Institutionalisering B.14. Det kan veere sveert at afggre om et polynomium af
hgjere grad er irreducibelt, hvis man ikke umiddelbart kan bestemme rgdderne.
Fglgende kan veere til hjeelp.

Overhead med fglgende.

Seetning B.15 (Eisensteins irreducibilitetskriterium). Et polynomium af
grad n, f(z) = ax™ + bx" ' + --- + k, med heltalskoefficienter er irreducibelt
inden for Z, hvis man kan finde et primtal p, sa p gar op i b, ..., k, men p ikke
gdr op i a og p* ikke gar op i k.

8.46-8.53:
Udlevering af note-/arbejdsark C.9.

Opgave B.16. Er f(z) = 2° — 162 + 2 irreducibelt?
Losning: f(z) er irreducibelt ifplge seetning A.14 med p = 2.

Metode og resultat diskuteres.

8.53-8.58:

Pause.

8.58-9.06:
Udlevering af arbejdsark C.10 (appendiks C).
Eleverne forteeller, hvad de ved om polynomierne i kassen, som ogsa vises pa

overhead.
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ax? +br +c
2100 _ 99 3
at +52% + 2413
R R o |

x® — 162 + 2

4a3 — 322 — 42 + 20

Vi kan specifikt finde rgdderne til andengradspolynomiet ved en formel; kan

vi tilsvarende det til de andre polynomier i kassen?

9.06-9.19:

Institutionalisering B.17. Til tredjegrads- og fjerdegradspolynomier findes
generelle formler til bestemmelse af rgdderne. Disse svarer til den kendte formel
til bestemmelse af rgdderne til andengradspolynomiet, dog meget mere kom-
plicerede. Overhead med formlerne (appendiks C).

Betragt formlen til bestemmelse af rgdderne til tredjegradspolynomiet. Hvad
bestar den af? Formlen bestar af 4+, —, -, /, rodtegn, enhedsrgdder, polynomiets
koefficienter og tal, der ligger i den samme talmaengde som koefficienterne.
Dette er de generelle kriterier for, hvad formler til bestemmelse rgdderne til poly-
nomier ma indeholde. Vi vil gerne kunne finde sadanne formler til bestemmelse
af rgdderne til polynomier af vilkarlig grad.

Tror I, at der findes en generel formel til bestemmelse af redderne til polynomier

af grad stgrre end eller lig fem?

I begyndelsen af 1700-tallet var lgsningsformler til anden-, tredje- og fjerde-
gradsligningen kendt. Man kunne ikke finde en generel lgsningsformel til femte-
gradsligningen og man diskuterede, hvorvidt en sadan fandtes. I 1826 kom sa det
endelige bevis for, at femtegradsligningen ikke har en generel lgsningsformel som
ligningerne af lavere grad. Det blev hermed fastslaet, at ligninger af grad stgrre

end fem heller ikke kunne lgses ved hjalp af en generel lgsningsformel. Herefter
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arbejdede man pa at finde en metode til at afggre om et bestemt polynomium
har rgdder, der kan findes ved hjelp af en formel eller ej. Man har senere fundet

ud af, at folgende gaelder (overhead):

Seetning B.18. Huis et irreducibelt polynomium f(x) med koefficienter i Z af
grad p > 5, hvor p er et primtal, har precis p — 2 reelle rodder, sa kan man ikke

finde en formel til bestemmelse af rodderne til f(x).

9.19-9.36:
Udlevering af note-/arbejdsark C.11.

Opgave B.19. Kan I afggre om rgdderne til fglgende polynomium kan findes
ved en formel?

f(z) =25 — 162 + 2.

Lgsning;:

f(x) er irreducibelt fra for. Ved funktionsundersggelse ses, at f(x) har 3 reelle
rodder. Szetning B.18 giver nu, at rgddene til f(x) ikke kan findes ved en formel.

Eleverne fremlaegger resultater.

9.36-9.41:

Institutionalisering B.20. At afggre om et bestemt polynomium havde rgd-
der, der kunne findes ved en formel var et stort spgrgsmal i 1800-tallet. Det var
den franske matematiker, Evariste Galois (1811-1832), der lgste problemet ved
at ga en helt anden vej. Galois var et matematisk geni, der var meget revolu-
tioneer, hvorfor han tilbragte en del tid i faengsel for bla. at have truet kongen pa
livet. Galois kunne ikke blive optaget pa Ecole Polytechnique, da han dumpede
optagelsesprgverne, og samtidens matematikere ikke forstod hans ideer. Han blev
optaget pa Ecole Normale, men blev senere smidt ud, for at veere med i en rev-
olutionger gruppe. Galois’ liv endte desveerre tidligt, da han som blot 20-arig fik
rodet sig ud i en skudduel, som han tabte. Han var sandsynligvis klar over, at
han ville dg, da han natten inden duellen i hast skrev alle sine ideer ned i et brev
til en ven. Han bad vennen videregive ideerne til nogle af de store matematikere.
Selv om vennen fulgte hans gnske, var det forst 15 ar senere, at Galois’ arbejde

bliver udgivet. Herefter tog det igen lang tid, inden hans ideer rigtig blev forstaet.
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I naeste modul vil vi se pa et polynomiums Galoisgruppe og snuse til, hvad

man kan bruge den til.
Der udleveres hjemmeopgaver (arbejdsark C.12, appendiks C)

Hjemmeopgave B.21. Afggr om fglgende polynomier er irreducible.
flx)=a%—4

g(x) = 27 + 625 + 225 + 122* + 10823 + 18

L@sning:

f(z) =2 — 4= (22 — 2)(22 + 2) er reducibelt, idet 2 € Z.

g(z) er irreducibelt ifglge seetning A.14 med p = 2.

Kan man finde en formel til bestemmelse af rgdderne til polynomiet h(z) =
2° — 80z + 57
Lgsning: Nej, iflg. seetning B.18.

B.3 Modul 3, torsdag d. 26/10-2006 kl. 8.00-9.40

8.00-8.05:

Opsamling af hjemmeopgaver.

I sidste modul sa vi, at man ikke kan finde en formel til bestemmelse af redderne
til polynomiet f(z) = 2° — 16z + 2 ved hjeelp af seetning B.18. Vi vil i dette

modul se lidt nsermere pa, hvorfor ssetningen giver dette resultat.

8.05-8.17:
Udlevering af arbejdsark C.13 (appendiks C).

Opgave B.22. Skriv gruppen af alle permutationer af 3 elementer S3 op, og
skriv gruppen af alle permutationer af 2 elementer Sy op.

Lgsning;:
G 1 23 1 23 1 23 1 2 3
’ 123/ \213/)\321/)\132)
1 23 1 2 3
23 1) \3 1 2
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Eleverne praesenterer resultater ved tavlen.

8.17-8.22:

Hvad er en permutation? En funktion, der bytter om pa elementerne i en maengde

(en permutation af en meengde X er en funktion o : X — X, der er injektiv).

Hvis eleverne ikke kan huske, hvad S3 er: Gruppen S3 bestar af permutationer
o:{1,2,3} — {1,2,3}, f.eks. ligger

1 2 3
o= ,
21 3

som har veerdierne o(1) =2, 0(2) =1 og 0(3) = 3.

Hvad er 547 S4 er gruppen af permutationer af 4 elementer.

1 2 3 4 1 2 3 4
Sy = , L.
{(1234)(2134) }

Hvor mange permutationer ligger i S47 Sy har 4! = 24 permutationer.

Hvad er S,,7 Gruppen af permutationer af n elementer {1,2,...,n}.

1 2 ... n 1 2 ... n
Sp = , S e e
1 2 .. n 2 3 ... 1
Hvor mange permutationer ligger i S,,7 Der ligger n! permutationer.

8.22-8.37:
Vi spgrger, om nogen kan huske gruppebetingelserne.

Overhead med fglgende:

Institutionalisering B.23. En gruppe (G, %) er en maengde G med en kompo-
sition *, hvor fglgende er opfyldt

1) (a*b)xc=ax(bxc) for alle a,b,c € G (associativitet).

2) Der findes et neutralt element e € G sadan at exa = axe = a for alle a € G.
3) Til ethvert element ¢ € G findes et inverst element a~! € G sidan at

1 1

axa t=a "t*xa=ceforalleacd.
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Udlevering af noteark C.14.
Hvilke muligheder har vi for %7 Hvilken komposition har f.eks. S3?7 Muligheder
for x er -, + og sammensatning. S3 har sammensatning som komposition.

Hvorfor er S, en gruppe? Gruppebetingelserne er opfyldt.

Institutionalisering B.24. I stedet for at se pa permutationer af {1,...,n} kan
vi se pa permutationer af n vilkarlige elementer f.eks.
{Ib, Ea, Bo, ..., Kurt}, hvilket stadig er gruppen S,. Dvs. vi kan ogsa se pa

permutationer af rgdderne til et polynomium.

Ib FEa Bo

til 1 S3? Den
Fa Bo Ib

Hvilken ’talpermutation’ svarer permutationen (
. . 1 2 3
svarer til permutationen .
2 3 1

8.37-8.46:
Udlevering af arbejdsark C.15 (appendiks C):

Opgave B.25.
1) Betragt rgdderne r = i og s = —i til polynomiet f(z) = x? + 1.
Udregn r? — 2s* + 3rs.

r s

) pa ovenstaende udtryk og udregn.
s r

Benyt permutationen o = (

Losning: 72 — 2s* +3rs = 0 og s — 2r* 4+ 3sr = 0.

2) Betragt rodderne r = 2 og s = —2 til polynomiet g(x) = 22 — 4.
Udregn 10 + 3r + 2rs + s3.
Benyt igen permutationen o pa ovenstaende udtryk og udregn.

Lg@sning: 104+3r+2rs+s3=0 og 10 + 3s + 2sr + 13 = 4.

8.46-8.50:

Metoder og resultater diskuteres Hvilke rgdders udtryk gav stadig 0 efter per-
mutation? Rgdderne til f(x) bevarede nuludtryk, men ikke rgdderne til g(x).
Hvad er forskellen pa rgdderne til f(z) og g(z)? Rodderne i f(x) ligger uden for
Z og rodderne i g(x) ligger i Z.
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8.50-9.00:

Institutionalisering B.26. Et generelt udtryk i to rgdder r og s har formen
D kyort-(s)Y, hvor ky , er hele tal, og u og v er naturlige tal eller 0. Et udtryk i
rgdderne til et polynomium, hvis veerdi er 0, kalder vi et nuludtryk. For redderne
i og —i til f(x) bliver det generelle udtryk i rodderne altsa > ky, " - (—4)?, hvor

ku er hele tal, og u og v er naturlige tal eller 0.

Hvordan kan man skrive dette udtryk kun i ¢? Yderligere spgrgsmal til hjeelp:
Hvordan vil leddene se ud i det generelle udtryk i ¢ og —¢? Leddene vil veere
enten et helt tal eller et helt tal multipliceret med ¢. Derfor er et generelt nul-
udtryk pa formen ) ky, ,i% - (—2)” = 0, hvor k € Z og u, v € Ny, dvs. pa formen
a+bi =0, hvor a,b € Z. Hvad kan vi her sige om a og b? Her er a = b = 0. Hvad
sker der, hvis vi benytter o pa rgdderne i det generelle udtryk? Vi far a — bi = 0.
Dvs. ethvert nuludtryk i redderne bevares altid ved benyttelse af permutationen

0. Ved sporgsmal ma vi forklare yderligere (cf. afsnit 4.2.7).

9.00-9.06:
Betragt f(x). Hvad er nu den delmangde af permutationer i So, der bevarer alle

nuludtryk rgdderne ¢ og —¢7 Hele S.

Betragt g(x). Hvad er nu den delmaengde af Sz, der bevarer alle nuludtryk i
rgdderne 2 og —27 Identiteten, idet vi har set et modeksempel for det andet

element o i Ss.

9.06-9.11:

Pause.

9.11-9.14

Institutionalisering B.27. Den delmangde af permutationer i S, der bevarer
alle nuludtryk i rgdderne, kalder vi Galoisgruppen for andengradspolynomiet.

Altsa: Galoisgruppen for f(z) er Sy og Galoisgruppen for g(x) er {id}.
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Galoisgruppen for et n’tegradspolynomium er den delmaengde af S,,, der bevarer

alle nuludtryk i de n rgdder.

Udlevering af noteark C.16.

Hvorfor er Galoisgruppen en gruppe? Gruppebetingelserne er opfyldt:
Da alle permutationer i .S,, opfylder associativitet, vil en delmsengde af S,, ogsa
opfylde dette. Den neutrale permutation er identiteten, som altid vil bevare nul-

udtryk. Hvis en permutation bevarer et nuludtryk, vil den inverse ogsa ggre det.

9.26-9.40:

Institutionalisering B.28. Vi har mange gange sveert ved at finde rgdder til
n’tegradspolynomier, og finder derfor normalt ikke Galoisgruppen udfra disse.
Der findes til gengaeld mange saetninger, der let giver os Galoisgruppen for et
polynomium. Galoisgruppen er god at have, fordi den kan vise os noget om, hvor
grimme/paene rgdderne til polynomiet er. Hvis Galoisgruppen er identiteten, sa
har polynomiet pasne heltalsrgdder, og hvis Galoisgruppen er S, sa ligger alle

rodderne uden for Z.

Der kan for polynomier af grad stgrre end 2 veere tilfselde, hvor Galoisgrup-

pen er en undergruppe G; af S,,, der hverken er 5, eller identiteten.

{ ld} Gi Sn

Figur 11: Illustration af Galoisgruppens stgrrelse.

Det kan veere sveert at sige noget om rodderne i disse tilfselde, men det kan veere,
at nogle af rgdderne ligger i Z, og nogle ikke ggr. Galoisgruppen kan hjzelpe os
med at afggre, om rgdderne til et polynomium kan findes ved en formel eller ej.

Det viser sig, at hvis Galoisgruppen for et polynomium af grad n, n > 5, er hele

173



Shn, da kan man ikke finde en formel til bestemmelse af rgdderne. Seetning B.18
fra for, giver os faktisk Galoisgruppen:
Overhead med felgende:

Saetning B.29. Et irreducibelt polynomium f(x) med koefficienter i Z af grad
p > 5, hvor p er et primtal, der har precis p — 2 reelle rogdder, har S, som

Galoisgruppe og man kan derfor ikke finde en formel til bestemmelse af rodderne

til f(x).

Vi udleverer til sidst noteark C.17.

174



C Noter og overheads

De fglgende sider er de note- og arbejdsark, der udleveres til eleverne undervejs

i undervisningsforlgbet.

Arbejdsark C.1.
Find p og ¢ i udtrykket

v* 4+ 4x+5= (v +p)?+q.
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Arbejdsark C.2.

Udregn
(3+8i)(—2+1)
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Arbejdsark C.3.

Opgave 1: Lgs ligningen (x + 2)? = —1 fra for. Er jeres resul-
tater lgsninger til den oprindelige ligning 2% 4 4z 4+ 5 = 07

Opgave 2: Lgs ligningen 22 + 2x + 17 = 0.
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Noteark C.4.

Komplekse tal

Det komplekse tal ¢ defineres ved

i =+/—1, dvs. i2 = —1

Meangden af alle de komplekse tal er

C={zx+iylz,y € R}

Man kan afbilde de komplekse tal som punkter i planen ved at
lade det komplekse tal x + iy svare til punktet (z,y):

e N SRS ST |

LS UL U L
3 2 1

TRl b U = Il e [ s U e ]
1 2 3

x
S e

Figur 12: Det komplekse tal 1 4 2i afbildet i planen.

178



Arbejdsark C.5.

Find rgdderne i fglgende polynomier og omskriv polynomierne
ved hjeelp af deres rgdder.

f(z) = 2% — 162 + 68

g(z) = 23 + 22* — 3z — 10

h(z) = 2t 4 223 + 162% — 20 — 17 = (2% — 1)(2? + 22 + 17).
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Note-/arbejdsark C.6.

Algebraens fundamentalseetning

Et polynomium f(z) af grad n med koefficienter i Z har
n rgdder rq, ..., 7, i C talt med multiplicitet. Dvs. vi kan

skrive f(x) = a(x — r)(x —r9) -+ (x — ry), hvor a er

koefficienten til n’tegradsleddet.

Hjemmeopgaver

Udregn (8 — 67)(—4 + 1047).
Udregn (V3 + v2i) (V2 - V3.

Find samtlige rgdder til fglgende polynomier og omskriv poly-
nomierne ved hjeelp af deres rgdder.

f(x) = —32% + 242 — 195.

glz) =23+ 2>+ x+ 1.
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Arbejdsark C.7.

Skriv alle de mader man kan faktorisere fglgende polynomier
ud i polynomier af lavere grad:

flz)=a*+1
g@) =2+ 2+ +1
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Note-/arbejdsark C.8.

Irreducible polynomier

Hvis et polynomium kan faktoriseres ud i polynomier af
lavere grad, der har koefficienter i Z kaldes polynomiet

reducibelt inden for Z, hvis ikke kaldes det irreducibelt

inden for Z.

Afggr om fglgende polynomier er irreducible inden for Z:
flw) = a? — 4
g(z) =2 +42+5
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Note-/arbejdsark C.9.

Eisensteins irreducibilitetskriterium

Et n’tegradspolynomium f(z) = az” + bzt 4+ .-+ + k
med heltalskoefficienter er irreducibelt inden for 7Z, hvis

man kan finde et primtal p, sa p gar op i b, ..., k, men p

ikke gar op i a og p? ikke gar op i k.

Er folgende polynomium irreducibelt?
f(x) =2° — 162 + 2.
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Arbejdsark C.10.

ax® + bx + ¢
2100 _ .99 _ g
ot + 5%+ + 13
e R |

x° — 16z + 2

A3 — 322 — 4x + 20
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Note-/arbejdsark C.11.

Kan man finde en formel til
bestemmelse af regdderne til et

polynomium?

Hvis et irreducibelt polynomium f(z) med koefficien-
ter i Z af grad p > 5, hvor p er et primtal, har preecis

p — 2 reelle rgdder, sa kan man ikke finde en formel til

bestemmelse af rgdderne til f(x).

Kan I afggre om rgdderne til fglgende polynomium kan findes

ved en formel?
f(x) =2° — 162 + 2.
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Arbejdsark C.12.

Hjemmeopgaver

Afgor om folgende polynomier er irreducible.
flr) =t —4
g(x) = 2" + 625 + 22° + 122* + 10823 + 18.

Kan man finde en formel til bestemmelse af redderne til fel-
gende polynomium?
h(z) = 2° — 80z + 5.
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Arbejdsark C.13.

Skriv gruppen af alle permutationer af 3 elementer Sj.

Skriv gruppen af alle permutationer af 2 elementer S5.
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Noteark C.14.

Grupper

En gruppe (G, *) er en meengde G med en komposition ,

hvor fglgende er opfyldt

1) (axb)*xc=ax*(bxc) for alle a,b,c € G (associativitet).

2) Der findes et neutralt element e € G sadan at
exa=axe=aqa foralle a € G.

3) Til ethvert element a € G findes et inverst element

aleGsddanataxa ! =a txa=e foralle a € G.

S, er gruppen af permutationer af n elementer:

s-{ (G
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Arbejdsark C.15.

Opgave 1: Betragt rgdderne » = ¢ og s = —i til polynomiet
flx) =2®+ 1.
Udregn r% — 2s* + 3rs.

ros
Benyt permutationen o = ( ) pa ovenstaende udtryk
s r

og udregn.

Opgave 2: Betragt rédderne r = 2 og s = —2 til polynomiet
flx) =2* — 4.
Udregn 10 + 3r + 2rs + s5.

Benyt igen permutationen o pa ovenstaende udtryk og udregn.
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Noteark C.16.

Galoisgruppe

Galoisgruppen for et polynomium f(x) er den delmaengde
af permutationer i S,,, for hvilke der gealder, at alle de
nuludtryk i de n rgdder til f(z), stadig er nuludtryk efter

benyttelse af disse permutationer.
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Noteark C.17.

Seetning

Et irreducibelt polynomium f(z) med koefficienter i Z af
grad p > 5, hvor p er et primtal, der har preaecis p — 2 reelle

rgdder, har S, som Galoisgruppe og man kan derfor ikke

finde en formel til bestemmelse af rgdderne til f(x).
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Overhead C.18.

De tre rgdder 71, rg, 3 til den generelle tredjegradsligning 23 + az? + bz +c =0

er givet ved:

1/3
a, (—2a3 +9ab — 27c + /(24 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a? + 3b)3> /
rn =
54

1/3
N <—2a3 + 9ab — 27c — \/(2a® — 9ab + 27¢)% + 4(—a? + 3b)3> /
54

1/3

. a 1+iV3 (—2a3 + 9ab — 27c + \/(2a® — 9ab + 27c)? + 4(—a? + 3b)3> /

2 = T35
3 2 54

1/3
N —1+iV3 <—2a3 + 9ab — 27c — \/(2a3 — 9ab + 27c)? + 4(—a2 + 3b)3> /
2 54

rg = —

1/3
a. ~1+4v3 (—2a3 + 9ab — 27c + /(2a3 — 9ab + 27¢)? + 4(—a? + 3b)3> /
3 2 54

1/3
14+40V3 <—2a3 + 9ab — 27c — \/(2a3 — 9ab + 27¢)? + 4(—a2 + 3b)3> /
2 54
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Overhead C.19.

Den ene rod 7 til den generelle fjerdegradsligning = + az® + bz?> + cx +d =0

er givet ved:

|

—a 1 [a2 2b 23 (b2 — 3ac + 12d)

1 2\ 7 T 3 Y 3208 Z9abe + 272 + 27a2d — T2bd+

\/_4 (b2 — 3ac + 12d)* + (263 — 9abe + 27¢2 + 27a%d — 725(1)2)%
2b% — 9abe + 27¢? + 27a?d — T2bd+

( 54

\/—4 (b2 — 3ac + 12d)> + (263 — 9abe + 27¢2 + 27a2d — 72bd)?)s

1 fa> 4b 23 (b2 — 3ac + 12d)

2V 2 3 3(2b3 — 9abe + 27¢% + 27ad — T2bd+

\/ —4(b2 — 3ac + 12d)* + (263 — 9abe + 27¢2 + 27a2d — T2bd)?)5

(2b3 — 9abe + 27¢% + 27a%d — 72bd+
54
V4 (1% — 3ac + 12d)° + (2% — 9abe + 27¢2 + 27a>d — 72bd)’

ol

—a3 + 4ab — 8¢

ol

I
4 |@> _2b + 23 (b2—3ac+12d)
4 3
3263 ~9abe+27c2+27a2d—T2bd-+\/~A(2—3ac+12d) +(20°—9abe+27c2+27a2d—T2bd)?)

=

< 203 —9abe+27c2+27a2d—T2bd+\/— (% —3act 12d)°+ (263 —9abet 27c2 4 27a%d—T2bd) ) 3
54
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D Transskription
I henhold til transskriptionen er elevernes navne zndrede, sa eleverne kan forblive
anonyme. Derudover er tegnforklaringerne fglgende

[ ] Vores kommentarer og uddybning for at lette forstaelsen af, hvad der tales

om.
[...] Nar vi har udeladt noget af samtalen, som f.eks. "Har du noget kridt?”

... Pause i talen.

/.../ Nar vi ikke kan hgre, hvad der bliver sagt.

Vi har valgt at nummerere udsagnene, sa de bliver lettere at referere til. Desuden
har vi skrevet klokkeslettene i parantes, for at man f.eks. kan se, hvor lang tid

eleverne bruger i handlingssituationer.

D.1 Modul 1

1. (12.12) L: "[...] [Introduktion].”
[Ved tavlen:|

2. (12.15) L: "Vi starter med lidt velkendt. I kender jo som sagt andengrad-
sligninger - sikkert til bevidstlgshed. Sa jeg vil sige: Kan I lgse alle anden-

gradsligninger?”

3. (12.15) Maria: "Man kan i hvert fald sige om de andengradsligninger, der
ikke har en lgsning, at de ikke har en lgsning, ellers sa kan man se, at der

er to eller en lgsning.”
4. (12.15) L: "Ja, men I kan altsa ikke sadan generelt lgse dem, vel - nej?”
5. (12.15) Maria: "Nej.”

6. (12.16) L: "Okay, men vi har i hvert fald lige et eksempel pa en... Denne
her ligning [22 + 42 + 5 = 0] er et eksempel pa én, som jeg vil ga ud fra, I
ikke kan lgse, eller som vi kan sige ikke har nogen lgsninger. Sa vil vi gerne

se lidt neermere pa, hvorfor det faktisk er, at vi ikke kan lgse den.”

[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.1.)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(12.16) L: T kan bare skrive pa det her papir, for vi har lavet totalt papir-
spild, sa I far lige sddan nogle ark her som I bare kan skrive pa. ... Og nar
der er en, der er feerdig, sa ville det vaere meget rart, hvis I lige kom op og

skrev jeres lgsning.”

[Elev skriver pa tavlen:)
(12.17) Peter: "Bare skrive p og q op.”

(12.17) L: ”Ja, det ma du gerne, [...] det er sadan set ligegyldigt. Ja, det var
meget hurtigt. ... Har I alle styr pa hvordan, maske du lige kan fortelle,

hvordan du er kommet frem til det, Peter?”

(12.17) Peter: "Ja, jeg gangede parentesen [(x + p)?] ud, sd der star x2 +
2px + p? + q og 2px skal sa veere 4z, s& p ma veere 2, og sa skal p® + ¢ veere

5, sa da p® er 4 ma g veere 1.”

(12.18) L: "Kunne I fglge med, eller skal vi skrive noget op her. Ok, sa vi
har altsé, at det her udtryk [(z+p)2+¢], ... altsd at de her to er akvivalente
[22 +42+5=0 og (x +2)%>+1 = 0]. ... Ok, hvis vi nu lige f.eks. ... Ok,
hvad er det lige, der gar galt her [(x 4 2)? = —1]? Ja Maria?”

(12.18) Maria: "Du kan ikke saette noget i anden og fa et negativt tal.”

(12.18) L: "Nej, sa derfor har vi virkelig et oplagt eksempel pa, hvor det
er, det gar galt, nar vi skal lgse de her ligninger, hvor diskriminanten
bliver negativ. Jeg vil sa lige naevne faktisk, at alle andengradsligninger
kan skrives pa den her form [(x + p)2 +¢], ... hvor p og q det er relle tal, alt
efter hvad koefficienterne er selviglgelig. Sa vi kan altid fa sadan, og det er
virkelig tydeligt at se, hvad det er, der gar galt. Ok, hvis vi nu faktisk nu
vil vi faktisk gerne lgse denne her ligning [(x + 2)? = —1] alligevel, og hvis
det nu var et positivt og ikke et negativt tal, der star her [—1 ¢ ligningen

(z +2)? = —1], hvad ville T sa ggre for at komme videre? Ja, Peter?”
(12.19) Peter: "Tage kvadratroden pa begge sider.”

(12.19) L: "Ja, sa hvis vi nu gor det alligevel. ... Hvad far vi sa herovre
[hajresiden af (x + 2)? = —1)]?”
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(12.19) Peter: "Kvadratroden af —1 eller .”
(12.19) O: "Der er en, der kender det.”
(12.19) L: "Der mangler lige?”

(12.19) Peter: "4/—1.7

(12.20) L: "Ja. ... Ok, det her [/—1] det giver selvfglgelig ikke mening inden
for de reelle tal, sa for at lgse den her slags ligninger sa bliver vi ngdt til at
udvide vores talbegreb, altsa udvide de reelle tal. Sa vi tager lige det her
[v/—1], og det definerer vi til, som du sagde, du har vist set det for, tror
jeg, det kalder vi i. S& vi har altsd, at - [...] ja, sd vi definerer altsa ... /=1

til at veere i - hvad er sa i2? Ja, Maria?”
(12.21) Maria: "—1.”

(12.21) L: "Ja. ... Ok, sa nu har vi altsa faktisk lige pludselig fundet et tal,
der i anden giver —1 og det her tal det kan vi faktisk regne med, ligesom

vi kan regne med alle mulige andre tal.”
[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.2, som eleverne regner.
[Ved tavlen:)

(12.24) L: "Er I ved at veere naet til et resultalt? Ja, er der nogen, der vil
sige, hvad de har faet?”

(12.24) Mikael: "—14 — 13;.”

(12.24) L: 7Ja. ... Det var bare lige en lille regnegvelse. Er der nogen, der
ikke har faet det? ... Hvis der er nogen, der ikke har faet det, s& ma du
gerne regne det pa tavlen, ellers sa gar vi bare videre. ... Ja, ok. ... S& har

vi en opgave til.”

[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.5.)

(12.25) L: ”Ok, nu har I det her [i = v/—1] ... tallet ¢, som er v/—1 til hjeelp.

... Og sa kan I se, om I nu kan lgse de der ligninger, der er i opgaven.”

[Eleverne regner.]
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(12.26) L: "Og igen nar der er to, der bliver feerdige, sa ma I godt ga op

og skrive lgsninger pa hhv. den fgrste og den anden opgave op pa tavlen.”
(12.28) Mikael: "Skulle vi ga op og skrive, hvis vi har et resultat?”

(12.28) L: "Ja.”

(12.28) Mikael: "Hvilken en af dem skal jeg sa veelge?”

(12.28) L: "Bare den forste.”

(12.28) O: "Du ma gerne skrive ligningen op ogsa, den oprindelige, sa vi

kan huske, hvad det er for en.”

[Mikael skriver pa tavlen:]

(12.29) Mikael: "Ja, det er bare den samme som for [z 4+ 2 = i]. Skal jeg

tage den anden ogsa.”
(12.29) O: "Hvad er z?”

(12.29) Mikael: "Nah, ja men sa - /.../ sa skal jeg regne videre og alt muligt
/]

(12.29) O: "Prgv at regne den [(x + 2)?> = —1] fra starten af, sa vi far
mellemregningerne med. ... Hvordan er det, nar man tager kvadratroden

pa begge sider?”

(12.30) L: "Ok, nar du heever en potens, sa plejer du altid at ggre noget,
nar du tager kvadratroden pa begge sider ik’? Hvis du regner tilbage, sa

kan der ogsa sta...?”
(12.30) Mikael: "Nah ja, sa er det selvfglgelig +.”
(12.30) L: "Ja.”

(12.30) Mikael: ”Ahh smart, og sa kan jeg bare flytte 2 over igen [i z +2 =

+i] ik’? ... Men det er vel, —2 det ma veere det samme som 2i.”
(12.31) L: "—2 er bare —2.”

(12.31) Mikael: "Nah, sadan her [z = —2 £ ], ok, skal jeg tage den naeste

ogsa? Eller er nogen andre der har lyst? Peter?”
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

93.

54.

55.

(12.31) Peter: "Nej, jeg indsatte lige forst resultatet [i ligningen|, som der

star [i opgaven)].”

(12.31) L: "Ja, men det ma du faktisk ogsa gerne ggre, hvis du vil. ... Jeg
ved ikke, om du har svaret pa det ogsa - om det her resultat rent faktisk

er lgsning.”
(12.31) Mikael: "Ahh nej, det har jeg ikke lige faet gjort.”

(12.31) L: 7Ok, na men det kan du [Peter]| jo sa gore, og sa er der en af jer

andre, der kan tage toeren maske.”

[Peter skriver pa tavlen.]

(12.32) L: "Er der en, der har mod pa den anden opgave?”
(12.32) Peter: "Skal jeg ogsa tage den anden?”

(12.32) L: "Nej, det behgver du maske ikke.”

(12.34) O: "Ellers kan de maske ogsa bare skrive, hvor langt de er kommet,

for det kan godt veere, vi muligvis far lidt besveer med at blive helt faerdige.”
(12.34) L: "Ok. ... Mikael vil du tage den anden ogsa?”
(12.34) Mikael: "Nej, jeg tror, jeg holder her.”

(12.34) L: "Ok, men du kan i hvert fald godt lige forteelle, hvad du har
gjort her [(z +2)2 = —1].”

(12.34) Mikael: "Ja, men nar man tager kvadratroden af —1, sa bliver det

1, og sa skal man huske =+, og sa flytter man jo sadan set bare 2 over.”

(12.34) L: "Ja, sa vi har - ... sa  [= —2=£1] her bliver faktisk en lgsning til
ligningen [2% 4 4z + 5 = 0], som vi har set passer. Ok. ... Og sa har vi bare
nummer to, jeg kan maske give et lille hint, vi har jo at \/pq = \/p-/q, det
kan I maske bruge som hjelp til den anden, nar I nu ved det her [lereren

skriver hintet pa tavlen].”
[Eleverne regner.]

[Ved Marias plads:]
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56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

(12.36) Maria: "Kan man forkorte det og bruge den samme metode pa den

her [z + 1 = £/—16]?”

(12.36) L: ”Jo, du kan godt bruge den metode der, hvor du splitter p og ¢,

det ma du gerne. Du ma gerne komme op og skrive det pa tavlen.”

[Maria skriver pa tavlen:|

(12.36) Maria: ”Skal jeg lave udregninger, eller skal jeg kun skrive resul-
tatet.”

(12.36) L: "Du ma gerne lave udregninger ... og sige, hvad du gor.”

(12.36) Maria: "Jeg laver den her [2% + 2z + 17] om til formlen, der hedder
(x + p)?2 + ¢, og den kan vi lave om, s& den hedder (z + 1)2 416 = 0
ikk? Sa dvs., at hvis jeg sa tager 16 og satter over pa den anden side og
tager kvadratroden, sa star der, at  + 1 = +v/—16. Og v/—16 det er det
samme som \/—1 - v/16, sa den her kan vi skrive om igen, sa den hedder
r+1=+/—1-16, \/—1 er defineret til 3, v/16 er 4. Sa star der 4i, og sa

star der =& ik’ foran kvadratroden, og sa er x = 47 — 1 eller —4¢ — 1.”

(12.38) L: "Ja. ... Sa igen sa har I faktisk to lgsninger til en ligning, hvor
diskriminanten er mindre end 0. I kan ogsa lgse den, hvis der er nogen, der
har gjort det, ved jeres normale formel ved hjzlp af diskriminanten. Er der
nogen, der har gjort det pa den made? Ved hjalp af diskriminanten? ... Nej,
men det er ogsa fuldsteendig ligegyldigt, fordi I far, at en diskriminant, der
er mindre end 0, minus diskriminanten [—d] det hedder det jo ikke, men det
er bare lige et tegn for, at diskriminanten er negativ. Og sa igen som Maria
gjorde, sa har vi, at det her [—d] er —1 - d. Dvs. /=1 - V/d og sa kan man
bare szette det [y/—1 -+/d] ind i formlen, I kender, i stedet for. Men det er
en meget smart made at gore det pa den her [omskrive til (x4 p)? +q], for
man kan virkelig se normalt, hvad det er, der gar galt. Det hedder faktisk,
hvad er det, det hedder - kvadratets fuldendelsesmetode.”

(12.39) O: "Na, men vi er jo meget foran i tidsplanen, sa lad os vente med

at holde pausen.”

(12.39) L: "Ja ja. ... Ok, det her tal i, det hedder det komplekse tal 4. [...]

1 det er altsa et komplekst tal. Generelt sa er alle de komplese tal - ...
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

generelt sa er de komplekse tal - ... de er pa formen x + iy [...]. Kan I se,
det er komplekse tal, I har fundet som lgsninger, hvor x og y det er reelle
tal, og meengden af de komplekse tal det plejer man at skrive som sadan
et stort C, det er sa bare meengden af alle de her [x + iy|, hvor = og y de
er reelle tal. ... Ok, som I kan se, sa er alle tal faktisk komplekse tal, for
hvis vi har, det her er maengden af alle de komplekse tal [tegner cirkel som
repreesentant for mangden af de komplekse tal], sa hvis vi har de reelle tal
- de vil jo sa ligge her inde i [tegner cirkel som reprasentant for R inden
i cirklen for C], hvor der geelder at y = 0, sa har vi sa bare z er alle de
reelle tal; de ligger her, og igen sa har vi sa - ja osv. sa ligger de rationale

tal og de hele tal og de naturlige tal jo som sagt her inde i [tegner cirkler
for Q, Z og NJ.”

(12.42) L: "De her komplekse tal, det kan man faktisk godt sige, at det er
punkter i planen, for man kan faktisk repraesentere alle de her komplekse
tal som punkter i en todimensional plan [...]. Her har vi et velkendt todi-
mensionalt plan, sa geelder der faktisk, at det komplekse tal x + iy det
svarer til punktet (x,y) i planen. ... Ok, sa alle de tal der ligger pa denne

her akse [z-aksen|, hvad er det for nogen tal? Peter ja?”
(12.43) Peter: "De reelle tal.”

(12.43) L: "Ja, det er alle de reelle tal, de vil sa ligge her, det er alle de tal,
hvor y = 0, det star her [peger pa definitionen af mangden C], hvis y = 0,
sa er det bare z, det er alle de reelle tal. Hvad er det sa for nogen tal, der

ligger pa denne her [y-aksen|? Maria?”
(12.44) Maria: "De komplekse tal.”

(12.44) L: ”Ja, men der geelder - det er lige nogle bestemte af de der kom-
plekse tal. ... Ja, Peter?”

(12.44) Peter: "Det er alle dem, hvor x er 0.”

(12.44) L: 7Ja, sa alle dem der ligger her, det er dem, der bare hedder noget
med iy. Sa det komplekse tal, der ligger her, hvad hedder det? Ja, Peter?”

(12.44) Peter: "3 + 0i.”
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72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

(12.44) L: "Ja, og hvad er det sa for et, vi har liggende her? Maria?”
(12.45) Maria: "Bare 3.”

(12.45) L: "Ja, i ligger her, og hvad hvis vi sa tager det tal, der ligger her?

Josefine?”
(12.45) Josefine: "—i.”

(12.45) L: "Ja, sa faktisk sa er alle komplekse tal, det er bare punkter i

planen. Sa det er jo meget sjovt.”

(12.45) O: "Maske vi ogsa skulle have et punkt, der ikke ligger pa nogen af

akserne. Vil I ikke gerne se sadan et ogsa?”
(12.45) L: "Ja ok, vi kan lige... Hvad er sa det, der ligger her? Ja, Borge?”
(12.45) Bgrge: "—2 —i.”

(12.46) L: "Ja. ... Sa jeg har lige en lille side til jer her. ... Sa det er altsa
den grafiske repraesentation af de komplekse tal.”

[Uddeling af noteark med komplekse tal.]

[Pause.]

[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.5.]

[Eleverne regner.]

(13.04) L: 7/.../ Hvis I har problemer med kvadratets fuldendelsesmetode,

sa kan I jo ogsa bruge den, som I kender med diskriminanten.”
(13.04) Peter: "Skal jeg skrive op?”

(13.04) L: "Ja, du ma gerne komme op og skrive lgsningerne op, hvis der

er nogen, du er feerdig med. ... Du kan tage etteren”

(13.05) Peter: "Etteren - jeg ma ikke tage h, sa tager jeg ikke h.”

[Peter skriver pa tavlen.]

(13.06) L: "I ma gerne regne videre pa de andre, sa kan vi snakke om den

bagefter.”
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

(13.06) Peter: ”Skal jeg bare skrive den neeste?”
(13.06) L: "Nej, maske vi skal have...”

(13.07) L: "Er der ikke en af jer, der har mod pa at skrive h op, selvom I
ikke er helt faerdige?”

(13.08) L: "Er der nogen, der har kigget pa de to sidste?”
(13.08) Elever: "Ja.”

(13.08) L: "Ok, sa kan vi ggre det lidt sammen maske. Ok, har I allesammen

faet det, som Peter har faet i den fgrste?”

(13.08) Elever: "Nej.”

(13.08) L: "Sa ma du hellere lige komme op og regne den ud for o0s.”
(13.08) Peter: "Det forste.”

(13.08) Mikael: "Regn den ud, regn den ud paedagoisk og langsomt.”

(13.08) Peter: "Ja, det fgrste - ja vi kan jo prove at gange det ud, x?+ 6444
det er 68 —2-8-x, det er —16x ok. Sa seetter vi for at finde rgdderne, sa kan
vi i stedet for szette det her [(z—8)2+4] lig 0. Det betyder, at (z—8)2 = —4.
Sa tager vi kvadratroden pa begge sider x — 8 = +1/—4, dvs. v/—4 det er
2i, og det betyder at z = 8 £ 2i. [...] Dvs. f(x) kan skrives som x minus

den ene rod —8 — 2¢ gange x minus den anden rod 8 + 2i ok.”
(13.10) L: "Fik I det? Er der nogen, der har protester?”
(13.10) Elever: "Nej.”

(13.10) L: "Er der ikke en, der har lyst til at prgve at skrive g op - ogsa

selvom I ikke er helt feerdige? ... Ja ok, Maria?”

[Maria skriver pa tavlen:]

(13.10) Maria: "Forst sa geettede jeg pa, at 2 var en lgsning, og det kan
jeg regne ud for sa... Og hvis sa man prgver at saette 2 ind. [...] Sa vi har

allerede en rod, og sa vil vi prgve at finde et udtryk, hvor at vi siger, vi skal

finde ud af, hvad resten er, nar vi ved, at vi kan skrive den op som x — 2
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

gange et eller andet. Sa vi bruger polynomiers division. [...] Sa konklusionen
er, at man kan sette den op som det her led [(z — 2)] gange det her led
[(x2+42+5)] - eller den her faktor gange den her faktor. Den her har vi lgst
for [22 4+ 4z + 5], hvor vi fandt ud af, at lgsningerne var hhv., lgsningerne
til denne her [22 + 4x + 5] lig 0, det var hhv. x = —2 — i eller x = —2 + 1,
og sa kender vi de tre rgdder, og sa kan man bare saette dem ind. [...] Og
sa kan vi bare skrive den op, sa den hedder (z — 2)(z + 2 +i)(x + 2 — 9)

sadan.”
(13.14) L: "Ja.”

(13.14) Mikael: "Hvorfor kan man skrive den op pa den sidste formel, altsa

hvorfor kan man skrive den op som de der tre parenteser?”
(13.15) Maria: "Sa prgv at gange dem sammen.”

(13.15) L: "Som de her tre?”

(13.15) Mikael: "Ja.”

(13.15) L: "Altsa du ved - har I ikke leert at, jo det tror jeg - at et anden-
gradspolynomium hvis det har to rgdder, sa kan det skrives som x minus
den ene rod gange x minus den anden rod, i hvert fald hvis der star 1
her. Hvis der star et eller andet foran [foran hgjestegradsleddet], sa skal
man lige gange med det ogsa - kan I huske det - det ma I naesten have
set for. Og sa viste Maria lige, at man kunne skrive det [tredjegradspoly-
nomiet] som denne her [z — 2] gange et andengradspolynomium. [...] Og
det her [2? + 42 + 5] er et andengradspolynomium, som ogsé kan skrives i

to faktorer.”

(13.15) O: ”Altsa det er alle polynomier, ogsa et tredjegradspolynomium

kan ogsa skrives ved hjelp af sine tre rgdder, hvis det har tre rgdder.”

(13.16) L: "Hvad med den sidste, hvem har lige mod pa at skrive den op?
Er der ikke en af jer andre ud over Peter som lige kunne teenke sig det ogsa

selvom I ikke er helt faerdige? ... Nej, slet ikke, bare lidt af den?”

(13.16) L: Ok, hvis vi sa deler den op, det har vi endda veeret sa sgde

at ggre. ... Denne her faktor Bgrge det ma du kunne svare pa, hvad er
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122.

123.

rodderne i det her polynomium [z? — 1]? ... Hvis vi kalder den her [z% — 1]
for f(z). ... Hvis vi seetter den lig 0 [Borge ser fortvivlet ud]. Ja [til Katja]?”

(13.17) Katja: "Det ma sa veere (z + 1)(z — 1).”

(13.17) L: ”Ja, rodderne i den her er +1, hvordan vil I sa skrive f(z) op,

hvis I skulle faktorisere den? Ja, Mikael?”
(13.17) Mikael: "Det ma sa veere (z + 1)(z —1).”

(13.18) L: "Ja, h(x) som vi havde... Den ma sa kunne skrives som det her
[(z +1)(z — 1)(2? + 22 + 17)]. Er der nogen, der har fundet rgdder i det
her polynomium [z +2x + 17]? Det far I lige to minutter til - bare at finde
rgdder i det her polynomium. Enten ved hjzlp af metoden der oppe eller

bare ved hjelp af jeres helt almindelige diskriminantformel.”
[Eleverne regner.]

[Ved tavlen:]

(13.21) L: "Ja, Josefine?”

(13.21) Josefine: "Jeg har faet v = —4i — 1, og o = 41 — 1.7

(13.21) L: "Ja, og hvordan vil du sa skrive den op sadan faktoriseret?”
(13.21) Josefine: ”Sa vil jeg skrive x + 4i + 1 og x — 4i + 1.7

(13.22) L: ”Altsa med de her komplekse tal, hvor mange lgsninger har en

andengradsligning sa altid? Ja?”
(13.22) Mikael: "To.”

(13.22) L: "Ja, en andengradsligning vil altid have to lgsninger, nar vi ma
regne inden for de komplekse tal. Hvor mange Igsninger tror I sa altid, en

tredjegradsligning har? Josefine?”
(13.22) Josefine: ”Sa har den vel tre.”

(13.23) L: "Ja, og hvor mange lgsninger ser det ud til, at en fjerdegrad-
sligning har? Ja, Peter?”

(13.23) Peter: "Fire.”
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(13.23) L: ”Ja, sadan ser det i hvert fald ud umiddelbart, men det er faktisk
rigtigt, at det geelder. Hvor mange tror I, at sadan en som den her [f(x) =
2" +2" 1. . 42+1] har? Hvor mange rgdder tror I, at det her polynomium
[f(z)] har? Hvad siger du Siv?”

(13.23) Siv: "n antal, det ved jeg ikke.”

(13.23) L: ”n det er rigtigt, den har n rgdder, dem kalder vi lige r1, 79, ..., 7
- og hvordan vil I sa skrive den ved hjelp af, nu er det maske ikke lige den
her, ... for ellers kan det godt veere, at det bliver forkert. Men hvis det
her det nu er rgdderne, hvordan vil I sa faktorisere det her polynomium?

Josefine?”
(13.24) Josefine: "Jeg ville skrive (z —r1)(x —r2) -+ (x —1p).”

(13.24) L: "Ja, det er helt rigtigt, og der er faktisk en satning, der siger, at
det er rigtigt. Nu vil vi godt nok ikke bevise den, for det her bevis det er
virkelig langt. Men I har leert, at en n’tegradsligning, hvis der star et eller
andet med koefficienter pa her [f(z) = az™ + bz 1 +- - -+ jz + k], at sidan
en n’tegradsligning den har hgjst n redder inden for de reelle tal, men nar vi
snakker inden for de komplekse tal, sa har den faktisk preesis n rgdder; det
er sa talt med multiplicitet, dvs. at det kan godt veere, at der er nogen af de
her [rq, 79, ..., 7], der er dobbelt rgdder, ligesom et andengradspolynomium

7

kan have en dobbelt rod, men den har faktisk praesis n rgdder |...]
[Overhead med AF'S.]

(13.26) L: Ok, altsa det her det er en szetning som... [...] Algebraens Fun-
damentalsaetning hedder den, som siger at et polynomium f(z) af grad n
med heltalskoefficienter, det geelder faktisk ogsd med de andre koefficien-
ter, med koefficienter i, med reelle koefficienter, det geelder faktisk ogsa
med komplekse koefficienter, men det har vi ikke rigtig set pa, hvis den

b

har n rgdder rq,..., 7.
(13.27) O: "Nej, den har n rgdder.”
(13.27) L: "Ja, som har selvfglgelig har n rgdder.”

(13.27) O: "Det er det seetningen siger.”
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(13.27) L: "Hvad var det egentlig, jeg sagde?”

(13.27) O: "Det var fordi, du sagde, hvis den har n, sa siger jeg, ssetningen

siger, den har n rgdder.”

(13.27) L: "Na ok, ssetningen siger, at et polynomium af grad n har netop
n rgdder i de komplekse tal, hvis man teaeller med multiplicitet, og det vil
sa sige, at vi kan skrive den op pa den her made [peger pa faktoriseringen],
hvis vi faktoriserer den, hvor a det sa er koefficienten til n’tegradsleddet

til hgjstegradsleddet.”

[Uddeling af noteark med AFS.]

(13.28) L: ”Ok, sa faktisk nu sa har vi, at et polynomium har det antal
rgdder, som hgjestegradsleddet angiver ved hjzlp af de her komplekse tal.
Og nu har vi jo alt for god tid, s& ma vi jo lige se, om vi kan finde pa

noget andet. Ok, med det for gje sa vil vi gerne snakke lidt om nogle

enhedsrgdder, tror jeg, er det det, vi vil ggre?”
(13.29) O: "Ja, det er det, vi vil.”

(13.29) L: "Ja, men for det forste vil jeg gerne have jer til at kigge pa den
her ligning [z* +1 = 0] og prgve at finde rgdder til den eller finde lgsninger
til den, hedder det jo, nar det er en ligning |[...].”

[Eleverne regner.]

(13.32) L: "Hvad er det, jeg har skrevet? [...] Prgv begge to [z* +1 =0 og
rt—1=0]"

[Ved tavlen:)

(13.34) L: "Ja, maske hvis I kigger pa denne her [z* — 1 = 0], det var i
hvert fald ogsa min intention, at det var den, jeg skulle have skrevet, den
anden er maske saddan lidt. Men hvad ved I ifslge AFS, som I lige har set
og faet udleveret? Hvad skal sa i hvert fald geelde? Maria?”

(13.35) Maria: "Den har fire rgdder.”

(13.35) L: "Ja, er der nogen bud pa, hvad de rgdder de er?”
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(13.35) Mikael: "Er det den nederste [z* — 1 = 0], vi er ved nu?”
(13.35) L: "Ja. ... Josefine, hvad siger du?”

(13.35) Josefine: "Vi og —\1i.”

(13.35) L: "Prgv lige at sige det igen.”

(13.35) Josefine: "v/i.”

(13.35) L: "Det er den nederste.”

(13.35) Josefine: "Nah, men sa er jeg ikke med.”

(13.36) L: "Hvad siger Peter?”

(13.36) Peter: 71 og —1 og sa ville jeg mene, at de var dobbeltrgdder.”
(13.36) L: "Det er de faktisk ikke.”

(13.36) Peter: "Nah aha.”

(13.36) L: "Ja?”

(13.36) Peter: "+i ogsa.”

(13.36) O: "Det kan veere, at den skal regnes pa tavlen maske, eller i hvert

fald du maske lige kunne sige, hvordan man ggr?”

(13.36) Peter: "Ja, det kan jeg godt. Laeg 1 til forst pa begge sider, sa tager

du kvadratroden i forste omgang, sa z? = £1.”
(13.37) L: "S& 2? = +1.”

(13.37) Peter: "Og sa kvadratroden pa begge sider igen, sa 2 = /1, eller
22 =+, eller £1/1.”

(13.37) L: "Jeg kan ikke rigtig folge med. [...] Ja, videre.”
(13.37) Peter: "Og s4 tage kvadratroden pa begge sider igen [af 2% = +1].”

(13.37) L: "Kvadratroden pa begge sider her [z? = +1]?”
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172.

(13.37) Peter: "Ja. ... Sa far du ++/+£1, og det vil sa veere i det ene tilfeelde
++/1 og i det andet tilfeelde ++/—1.”

(13.37) L: "Ja, og faktisk sa hedder... Altsa lgsninger til ligninger, der er
af denne her form [z — 1 = 0]... Lgsninger til ligninger der er af denne her
form, det hedder de n’te enhedsrgdder, og dem kan man tegne, hvis man

ser pa - hvis vi har vores lille enhedscirkel her.”
(13.38) O: "Det var de fjerde enhedsrgdder, vi fandt for.”

(13.38) L: "Ja, se de her [£1 og £i] de er de fjerde enhedsrgdder, og generelt
sa hedder de lgsninger til ligninger af denne her form [z = 1], de hedder
de n’te enhedsrgdder. Godt, hvis vi har enhedscirklen her [tegner enhed-
scirklen], sa kan vi sige, at de n’te enhedsrgdder de vil ligge rundt pa den
her cirkel, dvs., de fjerde enhedsrgdder de indeler den her cirkel i fire, det
er faktisk lige preesis de fjerde enhedsrgdder, vi tegner her. Sa hvis vi nu

har de, ja?”

(13.39) Maria: "Hvad var det, du sagde, at definitionen pa en enhedsrod

var?”

(13.39) L: ”Altsa ja, den har jeg sadan set ikke skrevet op endnu, men
det er Igsninger til ligninger af denne her form, lige praesis denne her form
™ —1 = 0. Hvis vi nu havde f.eks. 28 — 1, hvor tror I sa, de ville ligge
henne pa enhedscirklen? Vi vil gerne fa en op at tegne? ... Ok, jeg kan ogsa

tegne, Peter hvor tror du, de vil veere henne?”

(13.39) Peter: "Selvfplgelig den i otte [enhedscirklen inddelt i otte dele], sa
45 grader.”

(13.40) L: "Ja, sa de ottende enhedsrgdder de ligger her.”

(13.40) O: ”Sa de fire de er ogsa med, de fire andre vi fandt for, sa der er

otte af dem, det skulle der i hvert fald meget gerne vaere.”

(13.40) L: "Ja, sa sadan vil det generelt vaere for enhedsrgdder, at de ligger
- inddeler den her enhedscirkel i alt efter, hvad n selviglgelig er.”
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(13.40) Maria: "Er det ogsa ligesom radianer man regner med, eller er det

bare sadan nogle afssetninger ind i et kordinatsystem?”

(13.41) L: ”Altsa det geelder faktisk... Det geelder, at de n’te enhedsrgdder
er de her: e? = cos(pZ) + isin(p2X)), hvor p lgber fra 0 til n — 1. Der er
altsa n styk [...]. 1 vil altid veere en lgsning til denne her [z" — 1 = 0]. Sa
1 er altid en enhedsrod. [...] Vi plejer at kalde de n’te enhedsrgdder for &P
[...]. Vi kunne jo prove at sette n = 4, og sa se hvad vi far i formlen. [...].
Man far altsa alle de fjerde enhedsrgdder ved at - altsa i nulte, det var 1,
det blev vi enige om, at det var altid en enhedsrod, s& har vi sa €', den er

her - 4, og s& €2, hvad er det? Ja?”
(13.44) Peter: "—1.”

(13.44) L: "Ja, s fik vi den [peger pd enhedscirklen], og s& €3, og 3 det er

jon — 1. Hvad er €3? Maria?”

(13.45) Maria: "—i.”

(13.45) L: "Ja, sa fik vi dem alle fire. Og hvad er sa *?”
(13.45) Maria: "Det ma veere 1.”

(13.45) L: "Ja, sa ryger vi heldigvis tilbage igen, og sadan kan vi sadan set

5

blive ved, sa €> sa ryger vi der op og €% osv. [peger pd enhedscirklen). Det

er derfor, vi kun behgver at tage dem fra 0 til 3 [...].”

(13.46) O: "Der er nogle hjemmeopgaver pa det der, vi har udleveret, som

”

I meget gerne ma lave til i morgen |...]

D.2 Modul 2

[Ved tavlen:]

(8.02) L: "Har I kigget pa de der hjemmeopgaver? Der var lige nogle stykker.

Er der nogen, der har nogen problemer med nogen af dem?”
(8.02) Mikael: "Ja, de to sidste.”

(8.02) L: "De to sidste?”
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198.

(8.02) Mikael: "Ja.”

(8.02) L: "Ok, maske vi skulle have en op at regne dem sa. Hvad med dig

Katja har du lyst til at tage en af dem - bare en af dem?”
(8.02) Katja: "Det kan jeg godt, det var den naestsidste ikke ogsa?”

(8.02) L: "Jo.”
[Katja skriver pa tavlen:]
(8.03) L: "Det er —3z? ik’ ?”

(8.03) Katja: "Jo, og sa satter jeg —3 uden for en parentes. ... Og sa kan
man si faktorisere den her [x? — 8z + 65]. ... Og sa siger man, at 0 det er
lig med det her [(x —4)% +49]. ... Og s& kan man sa dividere med +3, og
sa gar den ud - og sa treekke 49 fra. ... Og sa nar man tager kvadratroden
af det, sa bliver det altsa /—49. ... Og sa har jeg sa faet, at x=4 £ 47, og

nar man sa skriver det op... [skriver resultatet med fortegnsfejl].”

(8.05) O: "Hvad er det nu man siger - man siger x, og hvad siger man sa -

plus eller minus roden?”
(8.05) Katja: "Det ma veere sa vaere minus her.”

(8.05) O: "Ja, det er minus roden z minus roden og det samme for den an-

den ogsa, der er ikke nogen fortegnsforskel foran 4, der er det bare minus.”

(8.05) L: 7Ja, er I med? Ma jeg spgrge dig, der havde problemer, var det

faktoriseringen eller var det...?”

(8.05) Mikael: Jeg ved ikke, jeg har bare sveert ved at se det der for mig
og ggre det.”

(8.05) L: "Se hvad?”

(8.05) Mikael: "Bare sadan at komme i gang, jeg ved ikke, hvad det er, jeg

ma abenbart bare veere virkelig darlig til at faktorisere.”

(8.06) O: "Men hvad nu hvis du bare skulle lgse en andengradsligning?”
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(8.06) Mikael: ”Ja, men det ville jo ikke vaere noget specielt stort problem,

men jeg ved ikke hvorfor.”

(8.06) L: "Det du har, det er, at hvis du har et andengradspolynomium
f(z) = ax? + bz + ¢, det har to redder. Vi siger, at det har en rod, der
hedder r1, og en rod, der hedder ro, det er de to rgdder til det her anden-
gradspolynomium. Hvordan er det sa, vi skriver faktoriseringen op - sa kan

vi skrive f(z) som?”
(8.06) Mikael: "Det er a(x — r1)(x + r1), eller r9 bliver det sa.”
(8.06) O: "Det er altid minus.”

(8.06) Mikael: "Nah, det er altid minus - ok.”

(8.06) L: ”Ja, man kan altid faktorisere ved at skrive x minus den ene
rod gange x minus den anden rod, hvis det er et andengradspolynomium.
Hvis det er et tredjegradspolynomium, sa kommer der selvfglgelig en faktor
mere pa. Det er sddan set bare det, det vil sige at faktorisere, sa ser det
selvfglgelig lidt meerkeligt ud, nar du har de komplekse rgdder, for sa er
det ligesom om, der kommer et led mere pa, eller hvad skal man sige, sa
ser det selviglgeligt lidt grimmere ud, men du skal tenke pa, at det her
[4 + 7i] det er stadigveek et tal, det er de her komplekse tal, det er bare
et generelt komplekst tal. Sa selvom det ser lidt mere forvirrende ud, sa er

det her [4 + 7i], det er stadig et tal, som stadigvaek er en rod.”
(8.07) Mikael: "Ja.”

(8.07) O: ?0Og man behgver jo bestemt ikke at finde roden med den metode,
som vi viste jer i gar, det er rigtig fint, at I benytter den sa meget, men I

kan jo sagtens finde rgdderne pa den helt almindelige made, som I plejer.”
(8.07) Mikael: "Ja, men det giver meget god mening nu.”
(8.07) L: "Ja.”

(8.08) O: "Men det er en rigtig fin made at gore det pa [Katjas metode ved
tavlen], for sa ser man jo netop, hvorfor det er, at man faktoriserer ud pa

den made med, at man seetter a udenfor.”
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(8.08) L: "Ja, det er sikkert ogsa fordi, at man lige skal vende sig til at se
pa de der tal [henvendt til Mikael], ja.”

(8.08) O: 7Jeg ved ikke, I havde ikke nogen problemer med udregning af
de der komplekse tal, jeg ved ikke om vi lige skal have resultaterne op, sa
vi kan se om alle har faet det samme eller om vi bare, det er maske ikke

sa vigtigt?”

(8.08) L: "Ja, jeg ved ikke, om vi skal kigge pa den anden ogsa - skal vi
kigge pa g(x) ogsa? Hvad siger 17"

(8.08) Mikael: "Nej, jeg tror - jeg tror, at jeg godt kan finde ud af det nu.”
(8.09) L: "Vi kan godt prove at regne den pa tavlen.”
(8.09) Mikael: "Jeg synes - I skal ikke ggre det for min skyld.”

(8.09) L: "Hvis der er nogen, der synes, det er svaert, sa synes jeg, vi skal
gore det - regne den pa tavlen. ... Ok, men sa siger vi, at det var det. Ja,

sidste time - modul hedder det jo. Hvad var det, vi sa der?”

(8.09) Maria: "At man kan udregne samtlige polynomier ved hjelp af de
komplekse tal, hvis man har et polynomium af grad n, sa kan man finde

de n rgdder.”

(8.10) L: "Ja. ... Det er helt korrekt. Jeg synes faktisk lige - vi sa pa de her
enhedsrgdder sidste gang [...]. Jeg tror lige, at vi bruger fem minutter pa
at samle det op. ... Og som sagt nar vi har en n’tegradsligning, s& har den
n rodder, sa hvis vi har ligningen, der hedder =™ = 1, sa har den de her [1,

2 n—1
€, €%,..,€" ],

... den har n rgdder, som vi kalder de n’te enhedsrgdder, som
jo er, jeg ved ikke, hvorfor de hedder €, men det kalder de dem, de hedder
€, og alle de n’te enhedsrgdder, de har formen € = cos(p%”) +isin(pir),
hvor p = 0,1,2,...,n — 1. Der er altsa n stk. af de her ... Og de her de
er altsd rodder til den der [z" = 1]. Hvis vi har 23 = 1 f.eks., s& har vi
selviglgelig altid 1, og hvor mange stykker er det sa, vi skal inddele den

her i [enhedsciklen]? Siv, nej Josefine?”

(8.12) Josefine: "Tre stykker.”
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(8.12) L: ”Ja, hvis vi inddeler den i tre, sa er det sa sadan cirka her og
cirka her, sa hvis vi prover og sige - ok den her, hvor ligger den [e] henne,

sa skal vi seette ind i den her formel, sa hvad far vi sa, hvis vi siger - vi har

den her, den her det er €, s kan vi finde den her €', €2, €3, som er lig det

samme som €, altsa sa €' den bliver sa hvad? ... Hvis vi bruger formlen

og siger, vi har p =1, og vi ved, hvad er n? Ja, Maria?”
(8.13) Maria: ”3.”

(8.13) L: "Ja, er der sa en, der kan satte ind i formlen? ... per 1. /.../ Er

der nogen, der kan huske, hvad cos(2F) er? Peter?”

1w

(8.14) Peter: "—3.

(8.14) L: "Ja, og sinus til det samme?”
V3

(8.14) Peter: "5,

(8.14) L: ”Ja, sa den forste enhedsrod den ligger her i det komplekse plan, sa
det her punkt det er det komplekse tal —% + §2 [peger pa enhedscirklen].
Det var lige en lille opsamling. [...] Ja, i dag sa skal vi sa se pa nogle

egenskaber ved polynomier. ... Og der var lige en opgave her.”
[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.9.)
[Eleverne regner.]

[Ved Sivs plads:]

(8.17) L: Ok, hvis du ser pa f, hvis du skal faktorisere den, hvad vil du

sa starte med at gore?”

(8.17) Siv: "Fordele i nogen parenteser.”
(8.17) L: ”Ja, og det ggr man ved hjelp af?”
(8.17) Siv: "Rgdderne.”

(8.17) L: "Ja, sa hvis du starter med /.../.”

(8.17) Siv: "Ja, ok.”
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(8.17) L: "Det vil vaere en rigtig god ide, sa kigger du pa de to og prover

at finde ud af, hvis du finder... 1 og ry.”
(8.17) Siv: "Jeg skal bare lige sidde lidt med det.”

(8.17) L: ”Ja ja, men det kan du jo lige prove at kigge pa.”
[Ved Katjas plads:]

(8.18) L: ”[...] Det ser meget rigtigt ud, prev at se hvis du kigger pa [op-
gaveformuleringen], hvor der star alle mulige mader, ... den der [(z+1)(z—

i)(z + )] hvis du kigger pa den, kan du ikke ggre mere ved den?”
(8.19) Katja: "Tkke sadan rigtigt.”

(8.19) L: "Men hvis du ganger de to sammen, er det sa ikke en faktorisering
ogsa, den er maske ikke fuldstsendig, men den er der. ... Og sadan kan du

faktisk ogsa ggre med de andre.”
[Ved Mikaels plads:]

(8.22) Mikael: "Hvad skal jeg ggre her?”

(8.22) L: "Hvad vil du starte med at gore med g(z)?”

(8.22) Mikael: "Sa vil jeg umiddelbart gaette en rod.”

(8.22) L: "Ja.”

(8.22) Mikael: "Og det er —1.”

(8.22) L: "Ja, og hvad vil du sa ggre?”

(8.22) Mikael: "Sa kan man seette = uden for en parentes /.../.”

(8.22) L: "Hvad plejer du at gore, efter du har geettet en rod? Hvordan kan

du sa skrive polynomiet?”
(8.22) Mikael: "I hvert fald = + 1 der ik’?”
(8.22) L: "Ja, og hvad er der sa tilbage? Hvordan vil du finde det?”

(8.22) Mikael: "Nah, sa kan man seette det der [x + 1] udenfor en parentes

maske.”
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(8.22) L: ”Jahh. ... Ellers sa er der noget, der hedder polynomiers division.”
(8.23) Mikael: "Ja /.../.”

(8.23) L: "Ja, men det er rigtig nok, det kan skrives som (z + 1) gange et

andengradspolynomium /.../.”
(8.23) Mikael: "Sa er det sadan, det er ik’ ?”

(8.23) L: 7/...].7
[Ved tavlen:)

(8.24) L: "Er der et par stykker, der vil skrive resultaterne pa tavlen?

Josefine?”

(8.24) Josefine: "Hvad for en skal jeg tage?”
(8.24) L: "Du ma veelge.”

(8.24) L: ”Og hvad med dig [til Kim]?”

(8.24) Kim: "Helst ikke.”

(8.24) L: "Du har da lavet etteren.”

(8.25) Kim: ”"Jah, men det - jeg kigger bare pa.”
(8.25) L: "Ok.”

(8.25) Josefine: "Jeg kan godt tage den anden?”

(8.25) L: "Nej, bare [tag etteren].”

[Josefine skriver pa tavlen.]
(8.25) L: "Mikael vil du sa ikke skrive den anden op?”

(8.25) Mikael: "Jo, toeren - skal det bare vaere resultatet, eller skal der

udregninger med?”

[Mikael skriver pa tavlen:]

(8.25) L: 7[...].7
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(8.25) L: "Du kan maske bare fortelle, hvad du har gjort og sa skrive
resultatet [til Mikael].”

(8.25) Mikael: ”Ja, altsa jeg startede med at forsgge at geette en rod, og
det var ikke sa forfeerdeligt sveert, for det var —1, og hvis du sa lige rykker
1 over, sa kan du godt geette det. Og sa laver man polynomiers division
bagefter, det kan veere, at jeg lige skal skrive resultatet. ... Fordi nar man
har geettet den forste rod, sa kan man skrive den forste parentes op [z + 1],
og sa ved man, at sa ma det der [det der er tilbage] veere andengradspoly-
nomiet, og det kan man sa finde ved at dividere det der [z + 1] op i den der
[23 + 22+ 24 1], og s& far man x2 — 1 [skriver den fuldstendige faktorisering

pa tavlen].”
(8.26) Josefine: "Mangler du ikke nogle lgsninger?”

(8.26) L: "Jo, det gor du, men det var ogsa fordi, du ikke fik lov at regne
opgaven helt feerdig, men fordi - er der flere mader, du kan faktorisere den

her pa.”

(8.26) Mikael: ”Altsa, du kan jo godt veelge at gange nogle af parenteserne

sammen - skal jeg ggre det?”

(8.27) L: "Ja, det kan du godt.”

(8.27) Mikael: 7/.../.”

(8.27) L: "Det er fint.”

(8.27) Mikael: "Er det ikke sadan, det er?”
(8.27) L: "Jo.”

(8.27) O: "Maske der er nogen - hvis der var nogen, der havde ganget

sammen pa andre mader, kunne maske ga op og skrive resultatet.”
(8.28) L: "Er der nogen, der har flere forslag? Peter?”
(8.28) Peter: "Der er lige en fortegnsfejl.”

(8.28) L: "Er der en fortegnsfejl. I den her? [...] I den der?”

217



282.

283.

284.

285.

286.

2817.

288.

289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

(8.28) Peter: 7/.../.7

(8.28) L: "Ja, det er rigtigt. Er der nogen, der har flere forslag til, hvordan

man kan gange de her sammen? Ja, Peter?”
(8.28) Peter: "Skrive eller sige det?”

(8.28) L: "Bare sig det.”

(8.28) Peter: "(x + i)(z? — iz +x —1).”

(8.28) L: "Ja, sé er der vist en til tilsvarende med minus her [(z — 4)(2? +
iz + 2 + 1)]. ... Kan I se, hvad der star - ja, det kan man vist godt. Ok,
er der nogen af de her f og g - f eller g, som man kan faktorisere ud i
mindre polynomier, der har heltalskoefficienter? ... Er der nogen af de her
polynomier - hvis man faktoriserer dem ud péa en eller anden made, at de
mindre polynomier far koefficienter, der ligger i Z, altsa som er hele tal?
Mikael?”

(8.29) Mikael: "T g der kunne du vel seette = uden for en parentes, kunne
du ikke det?”

(8.29) L: "Hvad siger du?”

(8.29) Mikael: "Kan du ikke bare satte x uden for en parentes?”
(8.29) L: "Seette x hvor henne?”

(8.29) Mikael: "Altsa nah, nu teenker jeg bare helt fra starten af.”

(8.29) L: "Hvis du kigger pa faktoriseringerne - du har en faktorisering her
[peger pa en af de fire faktoriseringer af g(x)], du har en faktorisering her,
sa har du de her to ogsa den her og den her. Og herovre [peger pd f(z)]
der er der jo kun den her ene [faktorisering]. Er der nogen af de her, som

hvor de enkelte faktorer er polynomier, der har heltalskoefficienter?”
(8.30) Maria: "Jeg tror ikke, vi forstar spgrgsmalet.”
(8.30) L: "Ok, maske lige - sa skal jeg lige se om - altsa nar et polynomium

har heltalskoefficienter, dvs., at hvis vi har et eller andet f.eks. az?+bz+c,
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sa betyder det, at a og b og ¢ de er hele tal. Er der nogen af de her [f(z)
og g()], hvor de enkelte faktorer ser sadan her ud [az? + bz +¢, a,b, c € 7]

eller et eller andet hvilken som helst potens. Ja, Maria?”

(8.30) Maria: "Er det ikke bare den midterste der?”

(8.30) L: "Den her? Ja, den der er god nok, hvad med nogen af de andre?”
(8.31) Maria: "i er jo ikke et helt tal.”

(8.31) L: "Nej, sa det er den eneste. ... Der gaelder, at et polynomium, hvis
vi kalder det f(x), det er irreducibelt ... irreducibelt i Z, hvis man ikke kan
faktorisere det ud i mindre polynomier med heltalskoefficienter, sa det er
irreducibelt i Z, hvis man ikke kan faktorisere f(z) ud i - altsa nu skriver
jeg mindre polynomier, det betyder af lavere grad ik’ - i mindre polynomier
med heltalskoefficienter, sa er det irreducibelt. Hvis man kan faktorisere
det ud ligesom den her [g(z)], sa hedder det, at det er reducibelt ... 1 Z, og
det er det selviglgelig, hvis det ikke er irreducibelt.”

(8.33) O: "Hvad er det nu, der skal geelde for, at den definition den er helt

korrekt?”

(8.33) L: "Na ja, vi kigger - det har jeg selviplgelig glemt at sige - at vi
kigger fra nu af kun pa polynomier, hvor hgjestegradsleddet er 1, ellers
sa er det sadan lidt mere seerligt, og det kan vi snakke om, hvis vi har
tid til sidst. Men den her definition er faktisk kun helt rigtig, hvis vi har
et polynomium, hvor hgjestegradsleddet har koefficient 1. Sa der hvor der
bare star 1 her foran, det hedder faktisk ogsa, at polynomiet er normeret,
men det er lige meget, men ellers sa er der sadan lidt finurligheder, og ja,

som sagt det kan vi snakke om, hvis vi har tid til sidst.”

[Uddeling af note/arbejdsark med definition af irreducibilitet og opgave
1.11)]

[Eleverne regner.]

(8.35) L: 7/...).”
[Ved Marias plads:]
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(8.37) Maria: "Ma jeg spgrge om noget?”
(8.37) L: "Ja.”

(8.37) Maria: "Nar der star siddan et ekstra led [+1], er den [(z + 2)? + 1]

sa reducibel?”
(8.37) L: "Et ekstra led?”
(8.37) Maria: "Hvis man kan omskrive den til (z + 2)? + 1?”

(8.37) L: "Den der [+1] det er jo ikke - nar der star plus, sa er det jo ikke
en rigtig faktor, kan man sige. Hvis du faktoriserer, s& ma du kun skrive
ud i ting, der er ganget sammen. Sa hvis det her [peger pa det sidste led i

(x4 2)2 + 1] skal vaere med, si skal det veaere inden i [en parentes].”

(8.37) Maria: "Ja, ok.”
[Ved Mikaels plads:]

(8.38) Mikael: "Altsa... /.../ Sa er rgdderne —2 £, sa star der jo sadan her
[(z4+2—14)(x+2+1)]. Hvis man sa ganger dem ind, sa kan jeg fa det der.”

(8.38) L: "Hvis du hvad?”

(8.38) Mikael: "Hvis du ganger de der parenteser ud ik’?”

(8.38) L: "Hvis du ganger de der parenteser ud.”

(8.38) Mikael: "Det ma veere 22, og det ma veere (—i)? og +i.”
(8.38) L: "Hvordan er det lige, du ganger to parenteser sammen?”
(8.38) Mikael: "Arh for fanden, ... jeg prover lige igen.”

(8.38) O: "Men inden du gor det, hvad er det, du har faet der [(x + 2 —
i)(x+2+1)]?”

(8.38) Mikael: "Hvad det er lig med?”
(8.39) O: "Ja, hvad er det, du har fundet her.”

(8.39) Mikael: "Det er bare g(x) er det ik’?”
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(8.39) O: "Jo, sa hvad skulle du gerne fa, nar du ganger det ud?”
(8.39) Mikael: "Sa skulle jeg gerne fa g(z) ik’?”
(8.39) O: "Jo.”

(8.39) Mikael: "Nah, sa kan det ikke svare sig at gange det ud. Det er en

meget god pointe.”

[Ved Kims plads:]

(8.39) L: "Det ser meget rigtigt ud.”

(8.39) Kim: "Er der ikke et eller andet galt her?”

(8.39) L: "Nej, hvad skulle der veere galt?”

(8.39) Kim: "Det ved jeg ikke?”

(8.39) L: "Hvordan er det, du har gjort her? Du har fundet [2 og —2].”
(8.39) Kim: "Ja, og sa satte jeg det bare ind [i (x — r1)(z — r2)].”

(8.39) L: "Ja. [...].”
[Ved tavien:]

(8.40) L: "Har du ikke lyst til at lave den forste pa tavlen [til Kim]?”
(8.40) Kim: "Helst ikke.”

(8.40) L: "Helst ikke. Du har jo ellers lavet den helt rigtigt.”

(8.40) Kim: "Ja.”

(8.40) L: "Men stadigveek ikke?”

(8.40) Kim: "Nej.”

(8.40) L: "Nej, ok. [...] Hvad med Katja?”

(8.40) Katja: "Ja, det kan jeg godt [...].”

[Katja skriver pa tavlen.

(8.40) L: "Er der en, der har lyst til at lave toeren?”
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(8.40) Josefine: "Ja, jeg kan godt.”
(8.40) L: "Ja. [..].”

[Josefine skriver pa tavlen.]

(8.42) L: "Her [peger pd tavlen, hvor der stdr: (x + 2)% + 1 irreducibelt] ma

du lige komme med en lille forklaring [til Josefine].”

(8.42) Josefine: "Ja, jeg omskriver det bare, og sa kan jeg se, at jeg ikke

kan reducere det, uden jeg bruger i, som ikke er med i Z.”

(8.42) L: "Dvs., hvis du skulle skrive det ud i faktorer, nu er det jo sadan,
at nar man faktoriserer - det ved jeg ikke, hvor meget I har snakket om -
men nar man faktoriserer - det ggr man kun ved at skrive sddan nogle ting
her [ ()-()-()], der er ganget sammen. ... Sadan en her - det er ikke en

faktor [peger pd det sidste led i (x + 2)? + 1].”
(8.42) O: "Faktor betyder gange.”

(8.42) L: 7Ja, at faktorisere det er at skrive ting, man ganger sammen. Men
du har helt ret, altsa hvis du regner det her ud og finder x, hvad ville det

sa blive?”

(8.43) Josefine: "Sa ville det blive noget med ¢ i hvert fald.”
(8.43) L: "Ja.”

(8.43) Josefine: 7i — 2 ville det ikke?”

(8.43) L: 7Jo. [...] Ok, sa hvis vi skal skrive den her ud i faktorer, sidan

rigtige faktorer, hvordan kommer den sa til at se ud? Maria?”
(8.43) Maria: "(x — i+ 2)(x + i + 2).”

(8.43) L: "Sadan der? [...] Ok, har vi andre muligheder for at skrive den

her op som parenteser ganget sammen?”
(8.44) Maria: "Nej.”

(8.44) L: "Nej, du ma gerne sige det, fordi sa far vi hvad? - Hvis man skulle

gange det yderligere sammen, Maria?”
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(8.44) Maria: "Sa far vi g.”

(8.44) L: ”Ja, sa den her er, som du helt rigtigt sagde, irreducibel.”
[Pause.]

[Overhead med Eisensteins irreducibilitetskriterium.]

(9.00) L: "Det her er Eisensteins irreducibilitetskriterium, som siger, at
hvis vi har et n’tegradspolynomium, som ser sadan der ud [f(z) = az™ +
b1 4 ... + k], det gzelder sa - selvom det ikke er normeret, selvom det
er det, vi kigger pa i vores tilfeelde - som har heltalskoefficienter, det er
irreducibelt inden for Z, hvis man kan finde et primtal, sadan at primtallet
gar op i alle koefficienter undtagen den fgrste, men p ikke gar op i den
forste - ja det var sa lige det, jeg sagde for - og der skal geelde, at p® ikke

gar op i den sidste altsa i konstantleddet.”

[Uddeling af note/arbejdsark med Eisensteins irreducibilitetskriterium og

opgave 1.14.]

(9.01) L: "Og vi ville faktisk meget gerne have lavet et bevis for den her
eller haft jer til at bevise det, men vi har haft sadan lidt tidspres, sa det
far I heller ikke lov til.”

[Ved Kims plads:]

(9.02) L: "Kan du forsta ssetningen?”

(9.02) Kim: "Ja.”

(9.02) L: "Hvad er et primtal?”

(9.02) Kim: "Det er, nar 1 og tallet selv er de eneste, der deler det.”

(9.02) L: "Ja, kan du finde et primtal, der gar op i /.../.”

[Ved tavlen:]

(9.03) L: "Det ved jeg selviplgelig ikke lige, om det er helt klart, at nar et
tal gar op i et andet tal, det betyder altsa, at den deler den fuldsteendigt,
altsa sa I far et helt tal ud.”

(9.03) Mikael: "Ma det godt vaere et negativt tal?”
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(9.03) L: ”Ja, det ma det gerne, det ma bare ikke vaere en brgk, det skal
bare veere et helt tal. Altsa, sa hvis a gar op i b, sa skal det give et helt tal
c f.eks., hvor ¢ det er helt. Det ma gerne give et negativt tal, men det skal

veere et helt tal.”

[Ved Kims plads:]

(9.03) L: "Ja, sa p skal ga op i de her, de der star der, men ikke?”
(9.03) Kim: "Den forste.”

(9.03) L: "Ja, og sa skal der ogsa geelde at?”

(9.03) Kim: At p? ikke ma ga op i 2.”

(9.03) L: ”Ja, kan du finde sadan et p? Du kan jo starte fra en ende af,
hvad er det forste p?”

(9.04) Kim: "1 er ikke et primtal?”

(9.04) L: "Nej.”

(9.04) Kim: "Hvad med 377

(9.04) L: "Prev midt i mellem.”

(9.04) Kim: ™2 /.../.”

(9.04) L: "Hvis vi nu siger, at p er 2.”

(9.04) Kim: ”Sa gar p op i —16 og 2 men ikke i 1.”
(9.04) L: "Ja. det er helt rigtigt. Hvad med p??”
(9.05) Kim: "Den gar ikke op i 2.”

(9.05) L: "Ja.”
[Ved Josefines plads:]

(9.05) Josefine: "Er det ikke ligemeget, om det er —2 eller +27”

(9.05) L: "Altsa primtal det er altid de positive tal.”

224



385.

386.

387.

388.

389.

390.

391.

392.

393.

394.

395.

396.

397.

398.

399.

(9.05) Josefine: "Ok.”

(9.05) L: "Primtal er per definition defineret som naturlige tal, hvor der

geelder, at det kun er 1 og tallet selv, der gar op i det.”
[Ved tavlen:)

(9.05) L: "Er der nogen der vil svare pa sporgsmalet? ... Borge?”
(9.05) Borge: "Det er irreducibelt, man kan bruge primtallet 2.”
(9.06) L: "Ja, og det er jo en meget smart seetning ik’? [...].”

[Overhead og uddeling af arbejdsark med polynomiumskasse.|

(9.06) L: "Ok, nu skal vi snakke lidt om polynomier, sa I kan lige fa et minut
til at taenke over, hvad I egentlig kan sige om de forskellige polynomier, der
er i denne her kasse - efter hvad vi sadan har faet at vide om polynomier

indtil videre.”

[Eleverne tenker og snakker lidt sammen.]

(9.07) L: Vi kan vist godt tage det sadan lidt hen af vejen - hvis I nu

kigger pa den forste [ax? + bx + ¢], hvad kan vi sige om den? Josefine?”
(9.08) Josefine: "Vi kan sige, at den har to rgdder.”

(9.08) L: "Det er rigtigt. Hvad kan vi ellers sige? To rodder ja det er rigtigt,

hvor er de rgdder henne?”

(9.08) Josefine: "Hvor de er henne?”

(9.08) L: ”Ja, hvordan vil de se ud? ... I hvilken talmgngde er de?”
(9.08) Josefine: "Nah, de er irrationale - naeh, det er ikke sikkert.”
(9.08) L: "Mikael?”

(9.08) Mikael: "De er vel i de komplekse tal.”

(9.08) L: "Ja, vi er sikre pa, den har to komplekse tal. Hvad kan vi ellers sige
om den? ... Kan vi sige noget om, om det er reducibelt eller irreducibelt?

... Kan vi ikke sige noget om det? Hvad siger Peter?”
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(9.09) Peter: "Det kommer an pa - altsa det kommer an pa, om den har

nogle rgdder i de reelle tal /.../.”

(9.09) L: "Ja, vi faktoriserede andengradspolynomier lige for, og vi kunne
se, at det afhang af, hvor rgdderne var. Hvis rgdderne er komplekse, sa er
den irreducibel, og hvis de er heltal, s& vil den veere reducibel. Kan vi finde
de her rgdder? Maria?”

(9.09) Maria: "Hvis vi kender koefficienterne, ellers sa har vi et udtryk eller

en formel for, hvordan man finder rgdderne.”

(9.09) L: ”Ja, sa det er jo ret meget, vi ved om den her i virkeligheden,
selvom der bare er bogstaver. Hvad med den nzeste - den her [20° — 2% —3],

hvad kan I sige om den? ... Mikael?”

(9.10) Mikael: "Vi ved i hvert fald, at den ma have 100 rgdder, der ligger
i de komplekse tal.”

(9.10) L: ”Ja, kan vi sige andet om den? Josefine?”
(9.10) Josefine: "Den er reducibel.”

(9.10) L: "Hvordan kan du se det?”

(9.10) Josefine: "Fordi den ikke opfylder reglen /.../.”
(9.10) L: ”Og hvordan kan du afggre det?”

(9.10) Josefine: "Fordi koefficienten foran 2% kan ikke have et tal - nah
nej, at et af de tal, nah nej, det er nok ude foran, sa er der ikke noget p,

der opfylder kravene.”

(9.10) L: "Nej, det er rigtigt. Man kan sige, at vi kan i hvert fald ikke bruge

seetningen pa den. Det er lidt sveert at sige andet om den maske.”

(9.10) O: "Ja, for der er jo det med ssetningen, at den kan kun forteeller
os, om noget er irreducibelt, men det er ikke sadan, at hvis man ikke kan

bruge den, at den sa ngdvendigvis er reducibel.”
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(9.11) L: "Ja, det er rigtigt nok, det er ikke omvendt, den forteeller kun,
om det er irreducibelt, den kan ikke fortalle, om noget er reducibelt, den
kan bare sige, at den er i hvert fald ikke irreducibel, fordi at der kan ikke

findes et primtal, hvor det gzelder. Ja?”

(9.11) Mikael: "Kan man godt have et polynomium, der hverken er irre-

ducibelt eller reducibelt?”

(9.11) O: "Nej, det er noget vrgvl ik’? Altsa, vi kan sige, at vi kan ikke
sige med sikkerhed, om den er irreducibel, det er det, vi ikke kan - den kan

godt veere irreducibel, men vi kan ikke udtale os om den.”
(9.11) Mikael: "Ok.”
(9.11) O: "Den er enten det ene eller det andet.”

(9.11) L: "Ja, det vil den altid veere. Ok, hvad med den her [z* + 523 4+ 2 +
13]7 [...] Siv hvor mange rodder har den?”

(9.11) Siv: "Fire.”
(9.11) L: ”Ja, kan vi sige noget om, om den er irreducibel?”

(9.12) Siv: "Umiddelbart vil jeg sige, at det er den ikke. Vi skal finde et

primtal, der gar op i b ik’?”

(9.12) L: "Hvis du kan bruge den saetning, vi havde lige for, sa skal du finde
et primtal, der gar op i den [5] og den [1], der star her, og den her [13], kan
du finde det?”

(9.12) Siv: "Umiddelbart ikke nej.”

(9.12) L: "Nej, sa det er ogsa sveert at bruge sztningen pa den. Sa vi kan
ikke rigtig sige, om den er irreducibel eller reducibel, men vi ved i hvert
fald, at den har fire rgdder. Hvad med den her [z" + 2"~ ! + .- 4+ 2 4 1]?

... Peter?”
(9.12) Peter: "Den har n rgdder.”

(9.12) L: "Kan du finde en rod, hvis n er et eller andet bestemt?”
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(9.13) Peter: "—1 er rod, hvis n er ulige.”

(9.13) L: "Ja, det er i hvert fald rigtigt, men kan du ellers sige noget om

den?”
(9.13) Peter: 7/.../.7

(9.13) L: "Ja. ... Hvad med den her % — 16z + 2, hvad kan vi sige om den?

Maria?”

(9.13) Maria: "Den ma vaere irreducibel, fordi primtallet 2 gar op i b og c,

men gar ikke op i a, og 22 gar ikke op i ¢, s& den m4 veere irreducibel.”
(9.14) L: ”Ja, hvad med rgdderne?”
(9.14) Maria: "Der er fem rgdder inden for de komplekse tal.”

(9.14) L: "Ja, si kan vi lige kigge pa den sidste [4z3 — 322 — 42 +20] hurtigt.

... Hvor mange rgdder har den f.eks.?”

(9.14) Mikael: "Den har tre rgdder, og vi kan ikke sige noget om, om den

er irreducibel.”

(9.14) L: "Nej, det kan vi ikke. Kan vi f.eks. sige noget om - kan vi ind-
skraenke det lidt? Ok, vi kan sige, at den har tre komplekse rgdder, men
har den ogsa nogen, der ligger inden for et lidt mindre omrade? ... Hvis vi

nu f.eks. ser pa grafen for sddan et polynomium? Peter?”
(9.14) Peter: "Den har mindst en reel rod.”

(9.15) L: "Ja, I ved godt, hvordan grafen til sadan et tredjegradspoly-
nomium ser ud? Jeg kan ikke tegne den helt rigtigt, den er sadan en her ik’
[tegner skitse i luften]. Sa den har mindst en reel rod. Ja, rgdderne til den
her [az? + bz + ], dem kunne vi jo eksplicit finde ved hjeelp af en formel,
som vi har. Tror I man kan det for nogen af de andre altsa for 100-grads,
fjerdegrads, n’tegrads, tror I, man kan finde tilsvarende? ... I kan jo maske

kun gaette pa det, hvad tror I?7”

(9.15) Elever: "Ja/nej.”
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(9.15) L: 7Ok, det kan jeg godt se, at det kan veere ret sveert at sige noget
om - men faktisk sa geelder der, at man for tredjegradspolynomier ogsa

kan finde rgdderne ved en formel. De ser faktisk sadan her ud.”

[Overhead med fomler for rodderne til tredjegradspolynomiet.]

(9.16) L: "De er rimelig store ik’? Det er sa de tre rgdder, der er givet der.
Vi kan sige - for fjerdegradspolynomier geelder det faktisk ogsa, det her er
sa én rod [overhead med en rod til fjerdegradspolynomiet], og den tager jeg
rimelig hurtigt af igen, for den er helt vanvittig - og den altsa - I kan godt
se, at den er rimelig ubrugelig, ogsa selv om man havde en computer - den
er helt hablgs, men de findes generelt. Ligesom for andengradspolynomier
kan man finde rgdderne for tredje- og fjerdegradspolynomier vha. de her
formler. Altsa som sagt sa er de jo helt fucked up, de er jo vanvittige, det
ville heller ikke engang rigtigt hjeelpe, hvis man havde en computer, men
de er der - man ville selvfglgelig i praksis skulle bruge nogle algoritmer
for at finde dem. Tror I sa ogsa, at man ville kunne finde sadan nogen for

femtegradspolynomier og hgjere? Hvad siger Josefine?”

(9.17) Josefine: "Kan man ikke godt det, for vi skrev den der formel - nah

nej, det var enhedscirklen [formlen for enhedsrodder].”
(9.17) L: "Hvad siger Peter?”
(9.17) Peter: "Nej.”

(9.17) L: "Godt geet. Det kan man faktisk ikke generelt - der findes ikke
generelt nogen formler saddan tilsvarende. Altsa for de der store formler -
det var sadan, hvis du havde et hvilket som helst fjerdegradspolynomium,
sa ville du kunne bruge den formel, sadan en findes der ikke til femtegrad-
spolynomier og hgjeregrads - og det er jo meget maerkeligt, men man kan
godt sige sig selv, at de kan komme til at veere ret grimme. Og faktisk sa
troede man i 1800-tallet - der var en mand, der hed Abel, en nordmand,
der troede, at han havde fundet sadan en formel helt generelt, men han
fandt sa lidt efter ud af, at det kunne han ikke, og modbeviste det hele,
og viste sa, at man faktisk ikke kunne finde en generel formel. Efter det

sa blev man interesseret i at kunne sige - hvis man havde et konkret poly-
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nomium - et eller andet konkret femtegradspolynomium f.eks. - om man
sa for lige praesis det her polynomium - om man kunne finde en formel,
sadan at rgdderne til lige praesis det kunne puttes ind i en formel, sa man
kunne finde alle de fem rgdder vha. den. Altsa sa [man wville finde ud af]
om der var nogle bestemte klasser af femtegradspolynomier - om der galt
noget bestemt - sadan at lige preesis den, man kiggede pa, havde en eller
anden formel, som rgdderne kunne udtrykkes ved. Og nar vi siger, at vi
finder rodderne ved hjalp af en formel, sa betyder det, at man har [...].
Néar vi skal finde sddan en formel her - hvis vi kigger pa tredjegradstil-
feeldet - tredjegradspolynomiet. Nu er det selviglgelig skrevet op som en
ligning, men hvis det var et polynomium, sa skulle der bare sta f(z). Hvad
bestar sadan en her af [peger pa formlen til bestemmelse af rodderne til
tredjegradspolynomiet]? ... Det er ligesom ogsa med andengradspolynomi-
ets rodformel, hvad bestar sadan en her af? ... Der er f.eks. et minus her,
sa det bestar den i hvert fald af, hvad ellers? Hvad kan I ellers se for jer?

Maria?”

9.20) Maria: ”At der er, hvad hedder det, oplgftet i & potens, sa det er
3

kubikroden af, men jeg ved ikke, om det er det, du vil have, vi skal sige.”
(9.20) L: ”Jo, det er da i hvert fald med.”
(9.20) Maria: "plus.”

(9.21) L: "Plus, ja. ... Det er - her kan vi jo se, at der er minus, der er plus,
der er gange, hvis vi siger, at der star 5%1 her foran, sa er det gange. Vi kan
ogsa sige, der er dividere med - hvis vi bare dividerer med 54. [Formlen]
som bestar af division - divisionsting ogsa - og den bestar, som vi sagde, af
kubikrod, der er ogsa hele tal med - 27, 54 - og de her [peger pa de tredje
enhedsrgdder]. Den der [_1%‘/3] hvad er det for en, og hvad er den her for
=57

en ... Hvis I taenker lige sadan cirka en time tilbage? [Leareren

lofter lerredet og peger pa de tidligere definerede enhedsrodder| Maria?”
(9.22) Maria: ”Var det ikke en enhedsrod til 23 + 1 = 0?”
(9.22) L: "Jo, dvs. det er en?”

(9.22) Maria: "Det er et komplekst tal.”
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. (9.22) L: "Ja, det er den tredje enhedsrod.”
. (9.22) Maria: "Den tredje enhedsrod - ja ok.”

. (9.22) L: "Og det var jo den, som var en lgsning til 22 = 1 - s sddan en
er der altsd ogsa med i formlen til bestemmelse af rgdderne til en tredje-

gradsligning. Sa generelt sa bestar formler til...”

(9.22) Maria: "Var det ikke 23 = —17”

(9.22) L: 723 = 1.7

(9.22) O: "Ja, det er jo sa det samme som 3 — 1 = 0.”
(9.22) L: "Ja ja.”

(9.22) O: "Nah, men jeg tror bare, at det var det hun...”

(9.23) L: "Nah, ok ja. Sa formler til polynomier af grad n, de bestar altsa af
n’te rgdder, ligesom du sagde; kubikroden, der er det samme som oplgftet
i % De bestar af n’te rgdder; de bestar af plus, minus, gange, division og
tal, der ligger i den maengde, hvor koefficienterne til polynomiet ligger, og
n’te enhedsrgdder. Det er det, vi kan bruge, for at vi kan have en formel
til bestemmelse af rgdderne. Og det kan jo veere ret sveert at afggre, om
man sadan lige kan finde sadan en formel for et polynomium. Men det
ville man virkelig gerne engang, og det var faktisk en franskmand, der hed
Galois, der ligesom var banebrydende, og det skal vi lige snakke om. Men
fgrst skal I lige have den her, fordi man har fundet ud af, at der geelder -

vi hiver altsa en kanin op af hatten her.”

[Overhead med setning B.18.]

(9.24) L: "Det er jeg lidt ked af, og den er lidt uden sammenhaeng, men
I far lidt mere sammenhaeng i naeste modul, det er virkelig - vi hiver den
bare op og siger, at man har fundet ud af, at det her det geelder: At hvis
vi har et irreducibelt polynomium f(z), som har koefficcienter, der er hele
tal, og den har grad primtalsgrad, hvor p > 5, og den har praesis p — 2
reelle rgdder, sa kan man ikke finde en formel til bestemmelse af rodderne

til f(x), vha. de ting vi lige har sagt.”
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[Uddeling af note/arbejdsark med setning B.18 og opgave 1.17.]

[Eleverne regner.]

(9.25) L: ”Og vi har ikke sadan vildt meget tid, sa I ma gerne kigge pa

jeres graflommeregnere, hvis det kan vaere til nogen hjelp /.../.”

[Ved Mikaels plads:]

(9.26) Mikael: "Det der gaelder jo i hvert fald ikke [s@tningen].”
(9.26) L: "Det geelder ikke?”

(9.26) Mikael: "Ggr det det?”

(9.26) L: "Ok, prov lige at ga betingelserne igennem.”

(9.26) Mikael: "Jo, fordi koefficienterne skal vaere stgrre end 5 /.../. Nah,

graden for sgren.”
(9.27) L: ”Ja, graden /.../.”

(9.27) Mikael: "Nah, men sa kan den vel godt. Sa ma den have tre rgdder
ik? ?77

(9.27) L: ”Jo, hvordan kan du afggre det?”

(9.27) Mikael: "Jo, for p den er 5, sa er p — 2 = 3, sa ma den have tre
rgdder.”

(9.27) L: "Hvordan vil du afggre, om den der har tre reelle rgdder?”
(9.27) Mikael: "Jeg kunne tegne den eller /.../.”

(9.27) L: "Ja, jeg synes bare lige, at du maske skal holde fast i, at det maske
var en meget god ide at tegne den, og jeg er ogsa - jeg er rimelig sikker pa,

at I har lsert sddan noget som funktionsundersggelse.”

(9.28) Mikael: "Ja.”
[Ved Kims plads:]

(9.28) L: "Hvis vi kigger pa ssetningen - irreducibelt opfylder den det?”
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(9.28) Kim: "Ja /.../.”

(9.28) L: "Den naeste, koefficienter i Z.”
(9.28) Kim: "Af grad p.”

(9.28) L: "Ja, fordi hvilken grad har den?”
(9.28) Kim: "Den har 5.”

(9.28) L: "Ja, og p er et primtal, geelder det?”
(9.28) Kim: "Ja.”

(9.29) L: "Den skal have praesis p — 2 reelle rodder, dvs. den skal have
hvad?”

(9.29) Kim: 73.”

(9.29) L: "Ja, hvordan vil du afggre, om den der har tre reelle rgdder?
... Hvordan kan du se - hvis du nu har en tegning af den, hvordan ville
du sa se om den har tre reelle rgdder? Du kan jo prgve at tegne den pa

lommeregneren [...].”
(9.29) Kim: "Det ved jeg ikke, hvad mener du?”

(9.29) L: "Du ved, nar du finder nulpunkter, hvis du finder lgsninger til en
ligning. Lgsning det er, nar det giver nul ik’, hvis du indseetter, s giver

det nul. Hvis du finder en rod - hvis = er en rod, hvad skal f(x) sa give?”
(9.30) Kim: "Den skal sa give 0.”

(9.30) L: Ja, hvordan kan du sa se, om den har 3 reelle rgdder? ... Det er

nar den skeerer z-aksen, kan du sa se hvor mange?”
(9.30) Kim: ”3.”

(9.30) L: ”?Ja, man kan godt ggre sadan lidt mere - hvis du har funktion-
sundersggelse, almindelig funktionsundersggelse, sa finder du f’ og saetter
den lig 0 og finder vendetangenter, men nu er det ok, at I bare kigger pa

grafen. Sa det ser ud som om, den har 3 rgdder.”

[Ved tavlen:)
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(9.31) L: "Ok, er der nogen, der lige vil prgve at svare pa det her spgrgsmal?
... Hvad med Bgrge, du sad da og skrev noget.”

(9.31) Borge: "Nej.”

(9.31) L: "Det sa da - det var da ellers meget rigtigt. Sa det ikke meget

godt ud? ... Nej, ok. ... Er der andre end Maria, der vil svare? ... Mikael?”

(9.32) Mikael: "Ja, men den har jo - den hgjeste grad det er jo 5, og sa kan
vi se, at sa geelder ssetningen, fordi at graden p skulle vaere stgrre end eller
lig med 5, og det er den. Det er jo dejligt, og sa& ma den have 3 rgdder,
fordi den skulle have 5 — 2, og det er 3, og sa kan vi jo prgve at tegne den,
hvis vi vil se, om det maske passer, og det ggr det ser det ud til. Ja, og sa

vi er gaet igang med monotoniforhold, men vi er ikke naet sa langt.”

(9.32) L: ”Ja, men I far mulighed for at regne sadan en her der hjemme,

sa vi siger at lige nu.”

(9.32) O: "Det kunne godt vaere, hvis der var en, der havde lavet funktion-

sundersggelse, for vi kunne godt na det, hvis det var.”

(9.33) L: "Ja, men det tror jeg ikke, der er. Er der nogen, der har lavet

sadan en rigtig, er der?”
(9.33) Maria: "Ja.”
(9.33) L: "Du kan maske bare fortalle, hvad du har gjort.”

(9.33) Maria: "Vi har bare provet at vise, at grafen er stigende, nar z er
stgrre end 2 og mindre end —2, fordi s& vender den ikke og gar op og rorer
x-aksen igen. Og det kan man finde ud af ved at se pa f/(z). Og hvis man
seetter © = 2, sa er den positiv, og hvis man sstter z = —2, sa er den
positiv, og det geelder sa ogsa, hvis man altsa seetter x lig stgrre end eller
lig 2 ik’, sa4 man kan se at, ud fra f’, at den er positiv. Der kan man se,
at grafen er stigende, sa den gar ikke ned og vender pa noget tidspunkt og

rgrer z-aksen igen. Og det samme med nar den er mindre end —2.”

(9.34) L: "Ja [...]. Ok, hvis vi har, at f(x) = 2° — 162 + 2, s& vil vi finde,
hvis det skulle vaere helt rigtigt - nu har vi sagt, at det er ok, at I kigger
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pa lommeregneren - men hvis vi nu skulle veere helt rigtige, s& som Maria
siger, seetter vi f/(z) = 0, finder ud af den vender to gange ik’, var det ikke

det, du sagde?”

(9.34) Peter: "Vi har bare set, at den havde tre rgdder, og ud fra de tre

rgdder, vi kunne se pa grafen, kunne vi se, at den fortseetter mod uendelig,

og /...]."

(9.34) L: ”Ja, men hvis det er helt rigigt, sa kunne du faktisk ikke vide, om

den sa sadan her ud [tegning af graf, der har mange vendetangenter].”

(9.35) Maria: "Nej, men sa kan man ggre det med at finde, hvor f' = 0

ik? ‘777

(9.35) L: "Ja, sa hvis det er helt rigtigt, sa finder vi vendetangenter; finder
ud af hvor mange gange grafen vender, og ved at ggre det sa undersgge,
selvfglgelig, om den skaerer z-aksen, som man ggr ved almindelig funktion-
sundersggelse; finder ud af om den gar mod uendelig eller minus uendelig
og sa finder vi ud af - men det er helt ok, som I har gjort det. ... Faktisk
sa var det en franskmand, som hed Evariste Galois. Det kan veere, I kan
huske navnet fra den allerfgrste time, hvor vi sagde, at vores projekt det
omhandler Galoisteori - det kommer sa fra ham her Evariste Galois. Han
lever kun fra 1811-1832, han blev 21 ar gammel. Men det var ham, der
var helt banebrydende inden for det her med, om man kunne finde de her
formler til bestemmelse af rgdderne til polynomier af grad stgrre end eller
lig med fem. Og han gjorde det faktisk pa en helt anden made: I stedet
for at kigge pa polynomiet - det kan nogen gange vaere ret sveert at sige
noget om de her polynomier, f.eks. sa kunne vi se, at der var nogen, som
vi ikke engang sadan lige umiddelbart kunne afggre, om de var irreducible.
Det kan bare veere ret sveert at se pa dem, hvis de er meget grimme og
store osv. Men han fandt sa ud af, at ethvert polynomium har sadan en
gruppe tilknyttet, som vi s& skal se pa neeste gang. Ham her Galois han
var jo et geni, som I nok kan se. Han var 21 ar, og han fandt ud af hele den
her teori, inden han dgde. Det startede sa som sagt med, at han ville finde
formler for de her rgdder, og finde ud af hvad for nogle man kunne finde

formler for, og hvad for nogen man ikke kunne, og hvad der skulle geelde
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osv. Det synes man er sadan et ret snsevret omrade - hvorfor skal man vide
noget om det? Men i dag sa er der - Galoisteori det er jo keempe stort, vi
har flere kurser, hele semestre, der bare omhandler det, sa det var virkelig
noget stort, han fandt ud af. Men han var ret uheldig. Det var lige oven pa
den franske revolution, som jo var i 1789, som I sikkert har lzert i historie,
sa han var rigtig ballademager. Han var revolutionser ad Pommern til, og
han tilbragte faktisk meget af sit liv i feengslet, fordi s4 havde han truet
kongen pa livet, og han havde gaet rundt i en eller anden uniform, man

ikke méatte ga i.”
(9.38) Maria: "Og inden han blev 21 ar?”

(9.38) L: ”Ja, han dgde som 21 arig, og det gjorde han faktisk, fordi han
fik sig rodet ud i en skudduel; og der er ikke rigtigt nogen, der ved hvorfor,
men der er selvfglgelig nogen, der tror, det er noget, der handler om en
pige osv. Men han var i hvert fald godt klar over, at han nok ikke skgd
sa godt, for natten inden han dgde, har han siddet og skrevet alle sine
ideer ned, og han har skrevet ude i siden: Jeg har ikke tid, jeg har ikke
tid, jeg har ikke tid. Han har skrevet det i et brev til sin ven, som han
bad: Giv det her brev til nogen af de store matematikere - pa den tid -
vil du ikke give det her brev til den her matematiker, sa han kan se mine
fantastiske ideer. Men pa hans samtid, der var der ikke rigtig nogen, der
syntes, at de her ideer de var sa fantastiske. Der var faktisk ikke rigtigt
nogen, der forstod noget af det. Og han kunne heller ikke komme ind pa
nogen af de fine skoler i Frankrig; der er en rigtig fin skole, der hedder Ecole
Polytechnique, som alle de store matematikere har gaet pa, men der kunne
han ikke komme ind pa, fordi han dumpede, og han kunne ikke finde ud
af sadan det helt basale matematik, og nar han prgvede at praesentere den
her teori, s& rystede de bare pa hovedet og teenkte, at det var da vanvittigt.
Men han kom sa ind pa en knap sa fin skole, hvor han sa ogsa blev smidt
ud igen, fordi han havde veaeret med i et eller andet oprer i en eller anden
revolution pa skolen, sa det var heller ikke sa godt. Og sa dgde han jo som
sagt rigtig ung, fordi han sa ogsa skulle i skudduel; og det var faktisk forst
15 ar efter, han dgde, at hans arbejde overhovedet blev udgivet, fordi der

var simpelthen ikke nogen, der kunne forsta det. Og sa gik der - ja, sa
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udgav man det godt nok, men der var stadig ikke rigtig nogen, der havde
helt styr pa, hvad det handlede om. Sa det var fgrst rigtig mange ar senere
igen, helt op i 1850’erne, at der var nogen, der sadan begyndte og rigtig
at forsta det. Men det vi skal se pa naeste gang, det er, hvad sadan en

Galoisgruppe det er, og hvordan det kan heenge sammen med det her med

rgdderne til et polynomium [...].”

D.3 Modul 3

[Ved tavlen:)

(8.00) L: ”[...] Jeg synes, vi skal starte med at kigge pa de hjemmeopgaver,
I havde fra sidst. Hvis vi starter med de to forste. Er der et par stykker,
der har lyst til at skrive pa tavlen? f og g7 ... f(x) her. ... To stk.”

(8.01) Peter: "Hvad skal der skrives?”

(8.01) L: "Bare skriv hvad du har fundet ud af. ... Peter, du kan tage den

ene [...].”

[Peter skriver pa tavlen:]

(8.01) Peter: "z* — 4 og jeg kunne ikke finde et primtal, eller det primtal
der gar op i 4 er 2, og 22 gar ogsa op i 4, sa irreducibilitetskriteriet er ikke

opfyldt, sa jeg kan ikke bestemme, om det er irreducibelt.”
(8.02) L: ”Sa du synes ikke, du kan bestemme det?”

(8.02) Peter: "Var det ikke det, I naevnte sidst, at hvis det ikke var opfyldt,

sa kunne vi ikke sige, om det var irreducibelt?”

(8.02) L: "I hvert fald ikke ved hjeelp af den [Eisensteins irreducibilitetskri-
terium| - det har du ret I. Men kan du skrive om pa det polynomium pa

en anden made?”
(8.02) Peter: "Ja, det kan man ogsa godt, skal jeg gore det?”

(8.02) L: ”Ja, det ma du gerne.”
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(8.02) Peter: "Find en rod i det her tilfelde z* — 4 = 0 reducerer vi til
x? = £2, s4 x - ja, kan man skrive rgdderne, ... si kan man skrive det
som (22 + 2)(z% — 2), og den her kan vi ogsa fa, sa det bliver lig med
(22 +2)(x — V2)(z + V2), s& det kan man altsa ikke.”

(8.03) L: "Kan du huske, hvad definitionen var pa reducibilitet og irre-
ducibilitet?”

(8.03) Peter: "Hvis den var reducibel, sa kunne den skrives som polynomier
med koefficienter i Z, og den der [(#? + 2)(x — V2)(z + v/2)] har ikke

koefficienter i Z.”

(8.03) L: "Nej, men hvad med den anden [(2? + 2)(z% — 2)]?”
(8.03) Peter: "Den har.”

(8.03) L: "Ja, kan du sa ikke sige noget om den?”

(8.03) Peter: "Nah, men sa er den reducibel /.../.”

(8.04) L: "Ok, ja /.../.”

(8.04) L: ”Sa den der den er altsa reducibel inden for Z, fordi vi kan finde
en faktorisering af polynomiet, der har heltalskoefficienter, sa den er altsa

reducibel. Hvad med g7 ... Josefine?”
(8.04) Josefine: "Kan jeg bare sige det, er det ikke det nemmeste?”
(8.04) L: "Det ma du gerne.”

(8.05) Josefine: "Den er irreducibel, fordi man kan finde et p, der gar op i

alle koefficienterne foran pa neer den ved hgjeste grad.”
(8.05) L: "Jeg kan lige skrive den op her.”

(8.05) Josefine: "Fordi 2 gar op i alle koefficienterne foran pa neer den med

hojeste grad 27, og 22 gar ikke op i 18.”

(8.05) L: ”Altsa sa du siger p = 2 gar op i alle koefficienter undtagen
den fgrste, og p? gar ikke op i 18. Altsa kan vi bruge Eisensteins irre-

ducibiliteskriterium, og dermed er den ikke irreducibel.”
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(8.05) O: "Den er irreducibel.”

(8.05) L: "Ja, den er irreducibel. Hvad med den sidste opgave? ... Ja [til
Katja]?”

(8.06) Katja: "Der kan man ikke finde en formel, fordi for det forste sa er

den irreducibel, og sa er p > 5.”
(8.06) L: "Hvordan afggr du, om den er irreducibel?”

(8.06) Katja: "Ved at finde et primtal der gar op i 80 5, og det er sa 5, men
52 gar ikke op i 5.”

(8.06) L: ”Ja, sa vi har - vi bruger p = 5.”

(8.06) Katja: "Ja, sa kan man ikke finde en formel, fordi den er irreducibel,

og den stgrste koefficient er et primtal, der er stgrre end eller lig med 5.”
(8.06) L: "Den er irreducibel og?”

(8.07) Katja: "Ja, og sa er der heller ikke nogen formel for den, fordi at
den gverste koefficient, altsa 5, det er et primtal, der er stgrre end eller lig

med 5.”

(8.07) L: ”Ja, der er lige noget mere, der skal vaere opfyldt.”

(8.07) Katja: ”Sa har jeg ikke lige fundet ud af, hvad det sidste er.”

(8.07) L: "Du har maske sagt det, jeg kan ikke huske, om du har sagt det.”
(8.07) O: "Nej, jeg tror faktisk...”

(8.07) L: "Maria?”

(8.07) Maria: "Den skal have praecist tre rgdder.”

(8.07) L: ”Ja, seetningen siger ogsa, at den skal have praesis p — 3, nej p— 2,
dvs. 3 reelle rgdder, har den det?”

(8.07) Katja: "Det kan jeg ikke lige se.”

(8.07) L: "Nej - Josefine?”
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(8.07) Josefine: ”Ja.”
(8.07) L: ”Og hvorfor har den det?”

(8.07) Josefine: "Forst sa kiggede jeg pa grafregneren og sa, at den skar tre
steder. Sa fandt jeg f’ og fandt ud af, at den havde to vendetangenter, og
sa fandt jeg monotoniforhold, sa den ikke vendte pa den anden side af mit

window péa grafen.”

(8.08) L: "Ja, det gider jeg ikke lige at skrive pa tavlen men kig pa lom-
meregneren - fint og find monotoniforhold og tre skaeringspunkter. Ja vi
har sa set, at f.eks. h der ikke har - eller har rgdder, som ikke kan findes
vha. en formel, altsa sadan en formel som vi snakkede om sidste gang. Kan
I forresten huske - det skal vi méaske lige - hvis vi nu har en femtegradslign-
ing eller et femtegradspolynomium. Hvis man kunne finde en formel for de
her rgdder, hvad skulle den sa besta af? ... Vi kiggede pa tredjegradspoly-
nomiet sidste gang, nu har vi et femtegrads. Peter, hvad skulle den besta

af?”

(8.09) Peter: "Noget med de femte enhedsrgdder og den femte rod af et

eller andet stort.”

(8.09) L: "Ja, dvs., den bestar af i hvert fald nogle rodtegn, og det var

femte rod, ja, og femte enhedsrgdder.”

(8.09) Peter: "Ja, og sa tal fra samme mengde som koefficienterne ligger

i‘”

(8.09) L: ”Ja, dvs., den vil besta af hele tal.”

(8.09) Peter: "Ja, og sa en masse regneoperationer plus, minus, gange og

dividere.”

(8.09) L: ”Ja, plus, minus, gange, division og rodtegn har vi allerede. Ja,
i dag skal vi sa se lidt - vi kan ikke komme sadan helt i detaljer med det,
men vi skal se, hvordan det hsenger sammen med en Galoisgruppe, der er
tilknyttet det her polynomium. Og vi skal se i dag, hvordan Galoisgruppen
f.eks. er defineret ud fra rgdderne til det her polynomium, ikke lige til det
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her polynomium [z — 80z + 5], men til polynomier generelt. Og er det ikke

rigtigt, at I har set noget om permutationsgruppen af tre elementer?”
(8.10) Elever: ”Jo.”

(8.10) L: ”[...].”
[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.20.]

[Eleverne regner.]

(8.11) L: "[...] Jeg ved ikke, om I har kaldt den S35, men gruppen af alle

”

permutationer af tre elementer den hedder Ss |...].

[Ved Katja og Josefines plads:]
(8.12) Katja: "Jeg kan ikke huske noget om permutationer.”

(8.12) L: "Ok, gruppen af permutationer af tre elementer, sa du har altsa

tre elementer...”

(8.12) Josefine: "Nah, det er det der med, nar man sendrer de der to par-

enteser - 1 og 2... er det ikke det?”
(8.12) Katja: "Nah.”
(8.12) L: "Ja.”

(8.13) L: "[...].7
[Ved tavlen:]

(8.16) L: "Er der en, der kan skrive S3, og en der vil skrive Ss? ... Josefine,
hvad med dig?”

(8.16) Josefine: "Skal jeg skrive - hvad for en af dem?”

(8.16) L: "Du ma selv veelge.”

[Josefine skriver pa tavlen.]

(8.17) L: "Tak, hvad er det, du har gjort her?”
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(8.17) Josefine: "Jeg har skrevet de mulige mader, som 1, 2 og 3 kan
forbindes, hvis du seetter dem op over for hinanden, sa det er alle sam-

men kombinationer, hvis du f.eks. har en pose og sa treekker et tal op.”

(8.18) L: "Ja. ... Ok, og den her [peger pa alle permutationerne] som gruppe
den kalder vi for Ss, fordi at det er ombytninger af tre elementer, den
hedder S3. Sa saetter vi lige sadan nogle klammer [mengdeklammer| her

om. Hvad med 57 er der ikke en, der vil skrive den op? Hvad siger Maria?
[...].”

(8.18) Maria: "Jeg har bare gjort det der med to elementer.”

[Maria skriver pa tavlen.]

(8.19) L: "Ja, jeg saetter lige sadan nogle her imellem [kommaer imellem
permutationerne]. ... Ok, det her - det er sa gruppen af tre af permutationer
- det hedder - det kalder vi permutationer; det kommer jeg maske til at
sige. Men permutationer det betyder bare ombytninger faktisk, sa hvis jeg
kommer til at sige permutationer, sa mener jeg bare ombytninger af de her
tre elementer. Sa det er gruppen af ombytninger, af permutationer, af tre

elementer, og den her er jo sadan faktisk lettere - mindre; det er gruppen

af ombytninger af to elementer. Hvordan tror I f.eks. Sy ser ud? ... Maria?”
(8.20) Maria: "Der er 24, er der ik’ - bytninger?”
(8.20) L: "Jo.”

(8.20) Maria: "Sa hvis du tager de 24 forskellige mader man kan kombinere

eller permutere, hvad hedder det, de fire elementer.”

(8.20) L: "Ja, sa f.eks. har vi sadan en her [skriver identiteten for S|, og

vi har en anden. Hvad f.eks.?”
(8.20) Maria: "1 4 3 2 [under 1234].”

(8.20) L: "Og hvor mange elementer - eller hvor mange permutationer vil

den besta af?”

(8.20) Maria: 724.”
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(8.20) L: ”Og hvordan er du kommet frem til det?”
(8.20) Maria: "Jeg sagde bare 4 fakultet.”

(8.21) L: ”Sa Sy har altsa 24 4 fakultet permutationer. Hvad sa hvis vi
kigger pa S,? ... Hvordan vil et element i S,, se ud - eller en permutation
iS,7 ... Peter?”

(8.21) Peter: "Det vil sa veere n [muligheder for permutation af 1] og sa
n — 1 [muligheder for permutation af 2], n — 2 [muligheder for permutation

af 3] og sa 1 [mulighed for permutation af n].”

(8.22) L: "Den bestar altsa af permutationer af n elementer. /.../ Og hvor
mange permutationer vil der ligge i S,,7 ... Hvis I ser pa, hvor mange der

var i S3 og Sy f.eks.? ... Maria?”
(8.22) Maria: "nl.”
(8.23) L: ”Og det har du fundet ud af hvordan?”

(8.23) Maria: "Fordi det er pa samme made som med fire elementer; der er

det 4! og i treeren, der er det 3!.”

(8.23) L: "Hvis vi har 1 her - hvor mange muligheder har du sa for [peger

pa pladsen under 1]7”

(8.23) Maria: ”"Sa er der n muligheder.”

(8.23) L: "Og pa den her [peger pa pladsen under 2]?”
(8.23) Maria: "n — 1.7

(8.23) L: "Og for naeste?”

(8.23) Maria: "Gange n — 2 gange n — 3.”

(8.23) L: "Sa det er derfor, vi far - det er lige lidt kombinatorik her - sa
vi far altsa n! permutationer inde i S,,. Ok, sa skal vi... Jeg tror ogsa, at I

har set [...].”

[Overhead med gruppedefinition, der vises lidt efter lidt.]
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(8.25) L: "Ok, nu skal vi se pa, hvad en gruppe er. Nu har vi jo bare - I har
set, hvad en gruppe er for ik’? Det har jeres leerer i hvert fald sagt [...]. S3
var en gruppe, og nu sagde jeg selviglgelig bare, at Se ogsa var en gruppe,
og Sy var en gruppe. Men er der nogen, der kan huske, hvad betingelserne

er, for at en maengde er en gruppe. Maria?”

(8.25) Maria: "Er det ikke noget med en regneoperation og en talmaengde

eller sadan et eller andet? Er det ikke det, du snakker om?”

(8.25) L: "Jo, nu har vi kaldt regneoperationen for en komposition, men
det er rigtig nok. Det er en regneoperation [x] og G er en maengde [peger
pa overhead]. Hvad skal der veere opfyldt for denne her meengde med en

regneoperation? Er der nogen, der kan huske bare lidt af det? ... Ja?”

(8.26) Maria: "At hvis a er et element i G, og b er et element i G, sa skal

a komposition b veere et element i G.”
(8.26) L: "Har I lavet ’snydebetingelsen’ ?”
(8.26) O: "Det er undergruppebetingelsen.”

(8.26) L: ”[...] Det er det samme, det er fordi, at man kan ogsa definere...
Ok, men der skal geelde, som man ogsa kan sige, at hvis at a*b - ... at hvis
a og b ligger i G, sa skal a b ligge i G [skriver betingelsen for at en gruppe
er stabil under %|. ... Den bruger man tit for at vise, at noget er en gruppe i
stedet for det her [associativitet], men det her er bare associativitetsreglen,
der siger, at man kan flytte parentesen - at det er lige meget, om man farst
tager de her to og sa tager ¢ pa den, eller om man tager a pa de her to

sammen. ... Hvad ellers skal der geelde? Peter?”

(8.27) Peter: "Det er noget med, der skal veere et enhedselement, vi kaldte

det e, sa a x e er lig a.”

(8.27) L: "Ja, et enhedselement. Nu har vi kaldt det et neutralt element -
men det er det samme - hvor der geaelder, at e x a = a * e som er a, sa at
der findes et eller andet element, som man kan gange pa hvad som helst,
sa det bare bliver sig selv, nar e er ganget pa - det hedder det ikke - x pa.

... Og hvad mere? ... Du ma gerne sige det, Peter?”
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(8.28) Peter: "Sa vidt jeg husker, sa skulle alle elementer have et omvendt

1 1

element, som vi kaldte a™", sa a * a~* = e det neutrale element.”

(8.28) L: "Ja, det har vi kaldt et inverst element - det omvendte element.

1 1

Sa hvis a sadan at a x =" = a~ " * @ som er det neutrale element. Sa det

her det er betingelserne for, at en meengde er en gruppe.”
(8.29) Maria: "Far vi sadan et stykke papir?”

(8.29) L: "Ja, det ma I fa nu. Og vi har at S,,...”

[Uddeling af noteark med gruppebetingelserne.]

(8.29) L: "Og vi har S, som star der [overhead], og som der ogsa stod
noget af pa tavlen. Hvorfor er S,, en gruppe? ... Fgrst sa skal vi lige finde
- hvad er mulighederne for det her * - hvad kan vi forestille os, vi kunne

bruge som %7 ... %, hvad kan det veere? Josefine?”
(8.30) Josefine: "Plus, minus, gange, dividere.”

(8.30) L: "Plus. Minus det er... Ja, gange er ogsa rigtigt, er der flere mu-
ligheder?”

(8.30) Katja: "Det er vel ogsa dividere, er det ikke?”
(8.30) L: "Nej.”

(8.31) O: "Det er jo sadan med minus og division, at det hgrer ind under

plus og gange, fordi det bare er den omvendte operation.”

(8.31) L: "Ja, sa det er jo sadan set. Ja, det er rigtigt, det er maske sadan,
man skal sige, det er de omvendte operationer til de her [+ og -], man kan

sige, man kunne maske lige sa godt tage minus og division her i stedet for

men...”

(8.31) Peter: "Man kan da ikke bruge negative elementer /.../?”
(8.31) L: "Negative elementer?”

(8.31) Peter: "Ja, hvis vi havde minus, kunne man sa ikke, hvad hedder det,

bruge operationer og sa fa et tal, der ikke var med i vores grundmaengde.
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Er det ikke alle tallene fra - altsa alle naturlige tal, der er med i [det eleven

kalder grundmeaengden]?”

(8.31) L: "Hvad sa hvis vi ser pa maengden Z med + [Peter taler stadig om

Sn, men lereren taler om en generel gruppe.]?”

(8.31) Peter: ”Sa kan vi godt, men den jeg ville kigge pa nu, det var ikke...”
(8.32) L: "Nah, det er rigtigt nok. Ja det kan jeg ikke lige...”

(8.32) O: "Nej, jeg er ikke helt med?”

(8.32) L: "Nej, jeg tror heller ikke helt, jeg er med.”

(8.32) Peter: Ok, hvad er grundmaengden for den gruppe, vi kigger pa nu?
Altsa hvilke?”

(8.32) O: ”Altsa det kan jo i princippet veere en hvilken som helst maengde
ik’.”

(8.32) Peter: "Ok.”

(8.32) O: "Det er bare betingelserne, der skal geelde.”

(8.32) L: "Det tager vi maske.”

(8.32) Peter: "Ja, ok jeg troede vi kiggede pa en bestemt.”

(8.32) L: ”Ja, men vi er ogsa i gang med S,, faktisk.”

(8.32) O: "Nah ja, ok. Sa man kan sige, ja hvad er det for en maengde, vi
kigger pa, nar vi kigger pa S,”

(8.32) L: "Vi mangler - hvis vi skal se preecist pa S, - sa mangler vi faktisk
lige praecist % for .5, og det er hverken plus eller gange, det er en helt
tredje. Hvis vi teenker pa at de permutationer, der er inden i S;, - der var
jo rigtig mange af jer, der skrev det som sadan nogle meengder her og 1, 2
og 3, sa jeg 1, 2 og 3 sadan her, og hvad kalder man tit sadan nogle pile
[funktionspile’]? Det er jo faktisk funktioner, der sender en maengde over
i en anden meengde, og hvad kan der ogsa galde for funktioner andet end
plus og gange. Hvordan kan man ellers lave * pa funktioner? ... Hvis vi

f.eks. har f(z) og g(x), hvad kan vi ggre med [...]? Maria?”

246



639.

640.

641.

642.

643.

644.

645.

646.

647.

648.

649.

650.

651.

652.

653.

(8.34) Maria: "Er det sammensaetning, du tenker pa?”

(8.34) L: ”Ja, sammensaetning. Og kompositionen for S, det er faktisk
sammensatning, fordi - at hvis vi har to permutationer i .S, lad os nu
sige, at S, det er Ss. Vi saetter n til at veere 3. Hvis vi s& har et element,
eller en permutation, vi kan sige 2 3 1 [i den nedre rekke], det her det er
eniSs, og sa har vi en til, ... de der to - hvad vil det der [...]. Hvad ville det
blive for en [de to permutationer sammensat]? Den made I havde bestemt
gruppen pa, det var jo, at hvis man havde to elementer i en gruppe, sa
skulle sammenseetningen ligge i gruppen? Sa hvad ville den her blive? |...]

Katja?”

(8.35) Katja: "Altsa 1 2 3 og sa 1.”
(8.35) L: "Hvor gar 1 hen?”

(8.35) Katja: "I 2 og 2 gar i 1.”

(8.35) L: "Ja, 2 gar i 1, sa vi seetter sammen, 1 gar i 2 - og seetter sammen

med den naeste - gar i 2 gar i 1. Og den nzaeste?”

(8.36) Katja: "Det er sa - 2 gar i 3, og 3 gar i 3, sa det er 3.”
(8.36) L: "Og den sidste?”

(8.36) Katja: "3 gari 1, og 1 gari2.”

(8.36) L: "Og ligger den her i S3?”

(8.36) Katja: "Ja.”

(8.36) L: "Ja, sa faktisk - det var jo meget heldigt, at betingelsen er opfyldt.

Hvad med det neutrale element, hvad er det far et 1 S,,? Josefine?”

(8.36) Josefine: "Det er den, der hedder 1 2 3 og sa har den 1 2 3 nedenun-

der.”
(8.36) L: "Ja, og i S,?”

(8.36) Josefine: "Sa ma det jo bare vaere det, hvor de star under hinanden.”

247



654.

655.

656.

657.

658.

659.

660.

661.

662.

663.

(8.36) L: "Ja, sa det er den forste heroppe - af dem vi har skrevet. Hvad

med det omvendte element, det inverse element, hvad var det nu, I kaldte
det?”

(8.36) O: "Omvendte var det.”

(8.36) L: "Omvendte element. ... Hvis vi nu tager den omvendte til - hvis
vi igen tager og kigger pa Ss f.eks. ... Hvad er det omvendte element den
omvendte permutation til den her? Hvis vi tager den i minus fgrste? ...

Maria?”
(8.37) Maria: "Er det ikke bare 2 1 3 gari 1 2 37"

(8.37) L: "Jo, det er tilbage igen. Kan vi ikke saette den her - vi ordner den
lige, sa den ligner de andre 1 2 3, 2 1 3 - sadan her. Skal vi tjekke, at det
er det rigtige? [...] Den der skal vi finde den inverse til, og den inverse til
den, har vi lige - tror vi, er den der i hvert fald - og det tjekker vi lige. Er

der nogen, der vil sette de to sammen? ... Hvad med dig igen?”

(8.39) Katja: ”Jo, det kan jeg godt, 1 gar i 2, 2 gar i 1 - og sa den naeste
det er ogsa 2 2.7

(8.39) L: "2 garil, 1 gari2.”
(8.39) Katja: "Og sa 3 3.”

(8.39) L: "Det var heldigt, sa faktisk sa har vi, at S,, det er en gruppe
[...]. Ok, i stedet for at vi permuterer denne her meengde 1 2 3 op til n,
sa kan vi faktisk permutere hvad som helst. Vi kunne permutere jer. Hvis
vi nu siger, at vi ser pa S3, sa kunne vi lige sa godt permutere maengden
af Maria og Peter og Bgrge. Hvis vi har alle mulige permutationer af jer
tre, sa ville vi stadigveek have S3, fordi hvis vi nu har en permutation i
Ss - hvis vi siger at Maria og Borge... Hvad ville den her svare til [skriver
permutation med navnene pa tavlen]. Hvis der stod tal, hvis den svarer til

en talpermutation, som vi har set lige fgr? Ja, Maria?”

(8.41) Maria: "1 2 3 og sa 2, 3 og 1.7
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(8.41) L: "Sa vi har stadig bare et element i S3. Hvis vi nu... Hvad med
denne her, hvor vi lige fixer Maria [skriver ny permutation med navnene

pa tavlen], Borge?”
(8.41) Borge: "Det bliver sa 1 3 2 [under 123].”

(8.42) L: "Det er stadig et element i S3, det er bare nogle andre elementer vi
permuterer. Sa det er faktisk helt lige meget, hvad det er vi permuterer, vi
kan permutere alt muligt. Vi kan ogsa permutere rgdder i et polynomium

for hvis - ... og det vil vi ggre nu.”

(8.42) O: 7Jeg ved ikke, om vi skal holde pausen inden, for vi er lidt forsin-
ket.”

(8.42) L: "0k, sa lad os holde pause inden.”
[Pause.]

[Uddeling af arbejdsark med opgave 1.23.]
[Eleverne regner.]

[Ved Maria og Peters plads:]

(8.55) L: ?/.../ Vi blev lidt i tvivl om - ved I, hvad vi mener med oven-
staende udtryk?”

(8.55) Maria: "Er det ikke bare det der [r? — 2s* + 3rs]?”

(8.56) L: "Jo, godt.”
[Ved Josefines plads:]

(8.56) Josefine: "Nar man har i - —i er det det samme som 2, s& det bliver
_1?77

(8.56) L: "Altsa /.../. Hvad tror du selv?”

(8.56) Josefine: At man skal saette minuset udenfor.”

(8.56) L: "Ja /.../.”
[Ved Kims plads:]
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(8.59) L: 7/.../ Ja, hvis du sé skal bruge o pa det her udtryk [r? —2s*+3rs],
hvad far du sa? [Tul Kim, der slet ikke forstar.] /.../ Sa siger vi: benyt
den her permutation [o], den her ombytning, af rédderne pa ovenstaende
udtryk, det her [udtrykket], og regn det ud igen. Den her permutation - du
skal benytte den pa det her udtryk. Hvad bliver det her udtryk sa? /.../

Hvis du bytter r og s om, hvad far du sa? Prgv at skrive det her om forst.”
(9.03) Kim: "Den der?”

(9.03) L: "Ja, den der /.../.”
[Ved Katja og Observators plads:]

)

(9.03) Katja: "Nar man siger —i i anden, bliver det sa 1 eller —1.

(9.03) 0: 7/...).”
[Ved tavien:]

(9.05) L: "Ok, det vi har skrevet i opgaven - det her vi kalder r2 —2s* 4+ 3rs,
hvor at r og s er rgdder i et polynomium, kalder vi et udtryk i rgdderne -
det er et eller andet udtryk, hvor r og s indgar med nogle konstanter, og
de ma veere ganget sammen, og de ma veere i en hvilken som helst potens.
Det her [r? —2s* +3rs] det er ét udtryk i rédderne. Dvs. et generelt udtryk

- har I egentlig nogensinde set sadan et sumtegn for?”
(9.06) Elever: "Ja.”

(9.06) L: "Det har I, sa kan vi jo godt skrive det sadan her. Altsa det er en
eller anden sum, det er det her [r? —2s% +3rs] jo ogsd, s& det er summen af
en konstant, en eller anden konstant, gange med de her rodder [i og —i] i
en eller anden potens, dvs. gange i i en eller anden potens [og —i i en eller
anden potens| - det her det er tegnet for potens, det kan veere hvad som
helst, helt tal - gange med den anden rod i en anden potens. S& det her
udtryk ser sadan her ud, sadan ser de - de kan have mange mange led, fordi
det er jo bare en sum, vi kan ikke se dem alle sammen. Men et hvilket som
helst udtryk i de to redder vil se sddan her ud, og det der [r? — 2s* + 3rs]
det er bare et af dem. Og i opgave 2 har vi opskrevet et andet udtryk i de
to rodder. Maria?”
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(9.07) Maria: "Skal hvert led sa indeholde begge rgdder?”

(9.07) L: "Det kan man godt sige - det kan man godt sige, men f.eks. den
her [~2s% med s, som er —i, hvordan ser det led [~2s*] ud her [i det
generelle udtryk]? ... Hvad er k i det her led? Ja?”

(9.07) Maria: "—2.”

(9.07) L: ”Ja, hvad er resten? Kan du se, hvordan vi skal skrive resten her
for at fa det her led? Ja?”

(9.07) Maria: "Ja, den ene skal oploftes i 0’te.”
(9.07) L: ”Ja, sa alle led vil se sadan her ud.”
(9.07) Maria: "Ja, ok.”

(9.08) L: "Hvis vi kigger pa de to opgaver, sa har vi - i opgave 1 er udtrykket
det her [r? — 25 + 3rs] og i opgave 2 - skal vi lige skrive...”

(9.08) O: "Det kan veere, vi skal starte med at hegre, hvad de har faet.”

(9.08) L: "Ja. ... Den farste del af opgave 1 - hvad har I faet det her udtryk

til ved indsaettelse af rodderne? Josefine?”

(9.08) Josefine: 70.”

(9.08) L: ”Ja, og nar I har brugt permutationen, hvad har I sa faet? Katja?”
(9.08) Katja: "Jeg har ogsa faet 0.”

(9.08) L: "Ja, og hvordan kommer den der [r? —2s* 4 3rs] til at se ud, hvis

vi bruger ¢ pa den? Sa hvis vi siger o af den her.”

(9.09) Katja: "s? — 2r* + 3rs eller sr.”

(9.09) L: "Ja, og hvad bliver det?”

(9.09) Katja: "0.”

(9.09) L: ”0. Hvad med nummer 2, hvad har I faet i den forste? Maria?”

(9.09) Maria: ”0.”
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(9.09) L: "Ja, og i den anden del?”
(9.09) Maria: "4.”

(9.09) L: %477

(9.09) Maria: "Ja.”

(9.09) L: ”Sa hvis vi bruger o pa den... Ok, hvilke af de her polynomiers
rgdder bevarer deres nuludtryk? ... Nuludtryk, bevarer et udtryk, der giver

07 Maria?”
(9.10) Maria: "Det er den forste.”

(9.10) L: 7Ja, den her giver 0, selvom vi permuterer rgdderne, det gor den
her ikke. Hvis vi ser pa etteren, der er rgdderne i og —i, hvordan vil sadan
en her [det generelle udtryk] altid se ud i det tilfselde? Hvordan vil en -
kan vi opskrive det pa eller anden made sadan udtrykt ved ¢? Hvordan vil
ethvert udtryk se ud? Det er maske lidt sveert at svare pa, men hvis man
skulle skrive det op helt som et generelt udtryk, hvordan vil ethvert led i
sadan en her se ud? ... Det her det er et led, kan vi sige - et led ser sadan
her ud [i det generelle udtryk]. Kan man skrive det sadan mere reduceret?

Hvis vi oplefter ¢ eller —i i noget lige f.eks., hvad sker der sa? Maria?”
(9.11) Maria: ”"Sa bliver det —1.”

(9.11) L: "F.eks.”

(9.11) Maria: "Ja, 1 2.”

(9.11) L: "Det kan ogsa blive —1 ik’?”

(9.11) O: "Det var —1, hun sagde.”

(9.11) Maria: "Jeg sagde —1, og sa ville jeg oplgfte det i 2, altsa i, det
bliver —1, det ved jeg godt.”

(9.12) L: "0k, ja, hvad bliver 47"

(9.12) Maria: "Det bliver jo 1.”
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(9.12) L: "Ja, sa det bliver enten 1 eller —1. Hvis vi oplgfter det i noget

ulige, hvad sker der sa? Peter?”
(9.12) Peter: "Sa bliver det enten i eller —i.”

(9.12) L: "Ja, sa vi kan altsa skrive - generelt vil alle udtryk have en eller
anden form, hvor vi har en konstant gange - nej, plus b gange i, hvor a og
b det bare er nogle tal. For hvis vi oplgfter ¢ i noget lige, sa vil vi fa en
konstant, og hvis vi oplgfter 7 i noget ulige, s& vil vi fa noget med i. Sa

generelt kan vi skrive ethvert udtryk pa den her form [a + bi].”
(9.12) Maria: "Ja, med de her rgdder der ik’.”

(9.13) L: "Hvad siger du, ja, med de her rgdder her, det er bare i og —i.
Det er de her rgdder - det er dem, vi ser pa nu. Sa det her [a+bi] er ethvert
udtryk af den der form [det generelle udtryk|. Hvis vi nu bruger o pa denne
her [a + bi], hvis vi tager o af denne her, fra opgaven, o fra opgaven. Hvad

far vi sa? Josefine?”

(9.13) Josefine: "Sa far vi a — bi.”

(9.13) L: ”Ja, men hvis vi har - hvis vi har...”

(9.13) Maria: "Hvordan fandt I ud af det?”

(9.13) L: 7o - hvad var o i opgaven?”

(9.13) Maria: "Det var bare den, der bytter rundt pa i og —i.”

(9.14) L: "Hvis vi benytter den permutation pa det her udtryk [a+ bi], kan
du sa se, hvordan vi far den her [a — bi]? ... Hvis vi tager i. Den bliver fort

i hvad?”

(9.14) Maria: "I —i.”

(9.14) L: ”Ja, og —i bliver?”
(9.14) Maria: "Fort i 4.”

(9.14) L: ”Ja, den er her ikke. Hvis vi sa tager ethvert udtryk, udtrykket
der [a+ bi], som giver 0. Det her det er sa alle dem, der giver 0. Vi har lige
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fundet ét, der giver 0. Nu ser vi pa alle dem, der giver 0. Hvad kan vi sa

sige om a og b7 Peter?”
(9.15) Peter: "De bliver 0.”

(9.15) L: "Ja, sa benytter vi permutationen, og far det her, hvad kan vi sa

sige? Hvad er sa a og b igen? Maria?”

(9.15) Maria: "a = bi.”

(9.15) L: "Hva’?”

(9.15) Maria: "Er det ikke det?”

(9.15) L: ”Jeg kunne ikke hgre, hvad du sagde?”
(9.15) Maria: "a = bi.”

(9.15) L: "a = bi? Hvis vi har, at a og b er 0 i det her udtryk, vi benytter

o pa den her, hvad er a og b sa?”
(9.15) Maria: "Na, jeg troede bare, du satte det lig 0.”

(9.16) L: "De er stadigveek 0. ... Sa ethvert udtryk i de her to rodder i og
—i der - ethvert udtryk i de der to, der giver 0, vil stadigvaek give 0, nar
vi har permuteret. ... Ok, sa skal vi sige - I ma altsa sige til hvis det, hvis
I er, ... hvis I slet ikke er med. Hvis vi nu har - vi skriver lige S5 op her
med rgdderne. Hvis vi har Sy med de her i og —i, hvad kan det sa veere?

Der har vi ¢ og —i. Ja, Peter?”
(9.17) Peter: ”i og —i i den ene.”
(9.17) L: "Og i den anden?”
(9.17) Peter: "—i og i.”

(9.17) L: "Den her det er altsa S med de her rgdder [i og —i]. Hvad er
sa den - hvis vi kigger pa opgave 1 - hvad er den delmaengde af S, som
bevarer ethvert nuludtryk mellem rgdderne? ... En delmaengde af Sy der

bevarer ethvert udtryk, der giver 07 ... Peter?”

(9.17) Peter: "Det er den forste i og —i.”
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(9.17) L: "Hvad med den der?”

(9.17) Peter: "Den anden ggr ogsa. Dvs., sa det gor de begge to, sa hele
512'77

(9.17) L: "Ja. ... Den delmaengde af So, der bevarer ethvert nuludtryk i ¢
og —i, det er So. Hvis vi sa kigger pa opgave 2, hvad er sa den delmaengde

af Sy, der bevarer ethvert nuludtryk? ... Josefine?”
(9.18) Josefine: "Det er den forste permutation i Sy [identiteten).”

(9.19) L: "Ja, hvis vi skriver S op med rgdderne fra opgave 2. Hvad var

det, rgdderne i opgave 2 var?”
(9.19) Josefine: "De var 2 og —2.”

(9.19) L: "2 og —2. ... 2 og —2 [skriver S2 med 2 og —2]. ... Det er den
fgrste - det er den her. Sa i opgave 2 er det altsd kun den her, der bevarer
nuludtrykket. Og hvordan kan du se det? Hvorfor var det lige, at den her
[o] ikke gjorde det?”

(9.19) Josefine: "Fordi vi prgvede det, og det gav 4 i stedet for 0.”

(9.19) L: 7Ja, det har vi set et modeksempel pa. Sa i opgave 2 er det altsa
kun den her - den hedder faktisk ogsa identiteten eller det neutrale element,
kan man godt sige. Sa det er faktisk e og... Den delmeengde af So, der be-
varer ethvert nuludtryk i de her to rgdder, den kalder vi for Galoisgruppen.
... Galoisgruppen for et andengradspolynomium er den delmaengde af S5,
der bevarer ethvert nuludtryk i de her rgdder. Hvad er Galoisgruppen for

polynomiet i den fgrste opgave? ... Josefine?”
(9.21) Josefine: "Det, fandt vi ud af, var Sa.”

(9.21) L: "Ja, for vi fandt ud af, at ethvert udtryk i i og —i, der gav 0,
ogsa gav 0 ved permutation. Vi fandt ud af, at ethvert udtryk, der gav
0, ogsa gav 0, hvis vi benyttede vores o pa det. Og hernede? Hvad er

Galoisgruppen for polynomiet i den anden opgave? Josefine?”

(9.22) Josefine: "Det er sa bare enhedselementet.”
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(9.22) L: "Ja, sa Galoisgruppen for f(zx), her oppe i den fgrste opgave,
det er So, og Galoisgruppen for f(z) i den anden opgave det var kun
identiteten eller et enhedselement. Ok, Galoisgruppen for... Vi kan sige det
her mere generelt: Galoisgruppen for et n’tegradspolynomium det er sa
den delmaengde af S,,, der bevarer ethvert nuludtryk i de n rgdder [...]. Na,
men Galoisgruppen for et n’tegradspolynomium det er sa den delmsengde
af Sy, hvor der gelder, at alle de udtryk i de n rgdder, der giver 0, de giver
stadig 0, hvis man permuterer med en permutation, der ligger i S, hvis
det geelder [...].”

[Uddeling af noteark med definition af Galoisgruppen.]

(9.25) L: "Ok, hvorfor er Galoisgruppen sa en gruppe? Nu hedder det jo
Galoisgruppen, sa det er jo nok en gruppe, men hvorfor er det en gruppe?

... Hvad er det, der skal geelde for en gruppe? ... Maria?”
(9.26) Maria: "Den skal have et enhedselement.”

(9.26) L: ”Ja, og ser det ud som om, at en Galoisgruppe har et enhedsele-

ment?”
(9.26) Maria: "Ja, for ellers ville det ikke vaere en gruppe.”

(9.26) L: "Det kan man sige, men nu ved vi jo faktisk ikke - nu hedder
det Galoisgruppen, sa det er nok en gruppe, men hvorfor er det det er en

gruppe? Hvorfor er enhedselementet f.eks. deri? Peter?”

(9.27) Peter: "Det neutrale element vil forer enhver rod over i sig selv, og

sa vil alle nuludtryk selvfglgelig vaere bevaret.”

(9.27) L: "Dvs. hvis vi har et hvilket som helst nuludtryk her, hvis det her
nu ikke er So, hvis det er generelt, sa vil det i hvert fald hedde noget med
summen af en eller anden konstant igen gange alle redderne, som hedder
r1 1 noget, gange ry i noget andet og r3 i noget tredje og r, i noget n’te,
sadan der, det er hvert led, og hvis det her udtryk giver 0, og vi bruger
enhedselementet, som bare forer rq i sig selv, r9 i sig selv, r3 i sig selv, sa
vil det selviglgelig veere der, sa det er i hvert fald helt korrekt. Hvad med,

at det geelder, hvis man stjerner to sammen.”
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(9.28) O: "Der kan vi jo godt se pa undergruppebetingelsen.”

(9.28) L: "Ja, som vi sa var den forste betingelse pa den her [...]. Men som
I har set, hvis man har to, man sstter sammen, at sa vil resultatet af det

ogsa vere i gruppen - gelder det for den? ... Maria?”
(9.29) Maria: "Jeg vil spgrge, hvad er regneoperationen?”

(9.29) L: "Det er en delmaengde af S,,. Hvad var det, at regneoperationen

var i .5,7”

(9.29) Maria: "Sammensztning.”

(9.29) L: ”Sa, det vil den jo selvfplgelig stadigvaek veere.”
(9.29) Maria: "Ok.”

(9.29) L: ”Altsa, sa hvordan hvis man har to sammen - altsa hvis man har

to - ... nu skal jeg lige teenke mig om, det er blevet helt vaek.”

(9.29) O: "Hvis man har to permutationer i Galoisgruppen, som de begge
to de bevarer ethvert nuludtryk, nar man sa seetter de to sammen, vil den
sa ogsa bevare ethvert nuludtryk? Man bruger forst den ene pa udtrykket,

sa bliver nuludtrykket bevaret, sa bruger man den anden, hvad sa?”
(9.30) Maria: "Sa ma den jo ogsa bevare den.”

(9.30) L: "Ja. ... Sa hvis vi har to elementer, to permutationer, i Galois-
gruppen, som bevarer nuludtryk - s& hvis vi bruger den ene, der bevarer
nuludtrykket, sa bliver det 0, hvis vi s& bruger den anden, der ogsa giver
0, sa giver det selvfglgelig stadig 0. Hvad sa med det omvendte element?
Hvis vi nu siger, at vi har faktisk fundet, at vores Galoisgruppe det er en
- vi siger lige, at Galoisgruppen det er en delmaengde af S,,, og nu siger
vi, at vores n det er 3. S& vi har Galoisgruppen - delmangde af S3. Hvad
med det omvendte element vil det veere der? ... Sa ser vi pa 3 rgdder r,s,
t. ... Det her det er et eller andet [udtryk] i rodderne. Hvis vi har et udtryk
i de 3 rgdder - hvis vi siger, udtrykket r s ¢ giver 0, sa giver det ogsa 0,

nar vi permuterer, fordi sa ligger det nemlig i Galoisgruppen, det er det
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definitionen af Galoisgruppen siger. Hvad var det, det omvendte element

til den her var? ... Maria?”
(9.32) Maria: "Det var s t r over r s t.”

(9.32) L: "Ja, ... det er det omvendte element til den her. Vil den her ogsa
give 07 Peter?”

(9.32) Peter: "Ja, vi vidste fra fgr, ssmmenhaengen mellem s, t og r gav 0

og mellem r, s og t gav det ogsa 0.”

(9.32) L: "Ja, hvis vi har en sammnehgeng mellem r, s og ¢, der giver 0,
et udtryk i r, s og t, der giver 0, vi benytter den her permutation, og den
ogsa giver 0, sa ligger den i Galoisgruppen. Hvis vi gar den anden vej, sa
har vi, at sammenhaengen mellem s, ¢ og r giver 0, men sa vil den her
selvfglgelig ogsa give 0, for det gjorde den jo i forvejen. Er I med? Lidt
rodet maske? Ja. Sa det er altsa Galoisgruppen, som er defineret som en
delmangde af S5, der bevarer nuludtryk. Det kan jo godt veere ret sveert
at finde Galoisgruppen ud fra de her rgdder, specielt hvis vi ikke kan - vi
sa jo lige med i og —i, at det gjalt for ethvert udtryk, men forestil jer lige
at vi har sddan en her, det er en sum mellem alle de her rgdder r; i noget
og T2 1 noget osv... Det er jo helt umuligt at finde samtlige udtryk i de
her rgdder, der giver 0, der er jo virkelig mange. Sa det er jo ret hablgst
at ga i gang med faktisk. S& det er ret sveert at definere Galoisgruppen
pa den her - finde Galoisgruppen ud fra denne har metode, selvom den
er defineret sadan. Men det har vi sa en hel masse seetninger, der kan
hjelpe os med. Altsa, hvis vi har givet et polynomium, sa kan vi finde
Galoisgruppen, og Galoisgruppen kan sa omvendt hjzlpe os med at sige
noget om rgdderne, fordi - hvis vi igen kigger pa vores opgave. I opgave
1, der har vi de to rgdder, og hvad var det Galoisgruppen var i opgave 17
Der fandt vi Galoisgruppen for f(z), det var Sy. Hvordan er rgdderne her?

Peter?”
(9.34) Peter: "De er komplekse.”

(9.34) L: "Ja, rodderne r og s er i, og s er —i. I opgave 2, ... der var det,

at Galoisgruppen for f(x), det var det her enhedselement, og hvordan ser
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reédderne ud her? Josefine?”

(9.35) Josefine: "2 og —2.”

(9.35) L: "Ja, og de er?”

(9.35) Josefine: "Reelle.”

(9.35) L: "De er ogsa mere end det. ... Hvad tilhgrer de? ... —2 og 2, hvor
ligger de?”

(9.35) Josefine: "De er hele.”

(9.35) L: "Ja, de er hele. Galoisgruppen kan faktisk sige os noget om rod-

derne i polynomiet. Hvis vi nu kun har et polynomium, vi kan ikke - vi
kan finde Galoisgruppen ud fra nogle sztninger, som vi har, men vi ved
ikke noget om rgdderne, fordi at det - der er maske mange af dem, det
kan maske veere et 119.-gradspolynomium, sa det kan veere ret sveert at
finde dem. Men vi kan maske finde Galoisgruppen. Sa hvis vi har, at - hvis
jeg nu lige tegner sadan en streg - Galoisgruppen er stor, den er herovre,
det er den stgrste Galoisgruppe, vi har for et n’tegradspolynomium. Ga-
loisgruppen for et n’tegradspolynomium det er en delmaengde af S, sa
den stgrst mulige det er .S,,. Den mindst mulige det er jo det - den mindst
mulige delmeengde, der stadig er en gruppe, det er det neutrale element,
enhedselementet. Hvis vi har et n’tegradspolynomium, sa kan der faktisk
ogsa veaere nogle delmaengder her - delmaengder af S, som hverken er den
her [{e}] eller den her [S,]. Hvis vi f.eks. har S3, som har 6 permutationer,
kunne vi godt forestille os, at vi havde en eller anden delmaengde, hvor
det der var opfyldt [Galoisgruppebetingelserne], som la her midt i mellem,
f.eks. der indeholdt 3 permutationer, sa den kunne godt veere her midt i
mellem S, og e. S& vi kan have en eller anden gruppe - en eller anden
delmaengde af S,,, som selvfglgelig selv er en gruppe, som ligger et sted
midt i mellem. Sa vi kan bruge vores Galoisgruppe som sadan en indikator
for, hvordan rgdderne ser ud. Det kan veere sveert selvfglgeligt at sige noget
om rgdderne i det her tilfselde, det kan veere, at der er nogen af dem, der
er hele, og nogen af dem, der er komplekse. Men generelt sa jo storre Ga-

loisgruppen er jo grimmere rgdder har polynomiet, der hgrer til. S& stor
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Galoisgruppe grimme grimme rgdder, lille Galoisgruppe fine rgdder. Og
der gaelder faktisk, at hvis vi har f(z) og graden - hvis graden af f(z) er n,
som er stgrre end eller lig med 5, hvis f(z) har Galoisgruppe, som er den
store - har Galoisgruppe S, altsa den stgrste Galoisgruppe, hvor rgdderne
er aller mest grimme, sa kan vi ikke finde rgdderne ved en formel. Og det
er faktisk den her Galoisgruppes skyld, at vi har den her saetning, som vi
sa for [...]. Men seetningen som I har set for, siger faktisk en lille ting til
- den med de p — 2 reelle rodder og at man ikke kan finde noget ved en
formel, den siger faktisk, at hvis [...]. At hvis vi har et irreducibelt med
koefficienter i Z, som har grad p > 5, p er et primtal, sa er det fordi, at
den har S, som Galoisgruppe, den har den store Galoisgruppe, og derfor

kan de ikke findes ved en formel |[...].”
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automorfi for legeme, 112

Brousseau, Guy, 21

Bruners hypotese, 5
cykelnotation, 146

degenereret situation, 29
den didaktiske trekant, 22
devolueringssituation, 26
didaktisk dobbeltspil, 23
didaktisk miljg, 21

didaktisk situation, 25
didaktisk spil, 23

didaktisk status af viden, 64
didaktisk transposition, 5, 21
didaktiske variable, 25
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ekstern didaktisk transposition, 21
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epistemologisk ansvar, 68
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faktorgruppe, 112

faser i det didaktiske spil, 26
fixpunktsmeengde, 113
formuleringssituation, 27
fundamental situation, 25
Fundamentalsaetningen om homogene
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Galoisresolvent, 120
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gruppe, 107

handlingssituation, 27
homomorfi, 107
Hovedsaetningen om symmetriske poly-
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institutionalisering, 27

intern didaktisk transposition, 21
invertibel konstant, 108

Irr(a, K), 110

irreducibelt polynomium, 108
isomorfe grupper, 107

isomorfi, 107
Jourdain-effekt, 66

karakteristik af situation, 64
kerne for homomorfi, 107
kommutativ gruppe, 107

kommutativ ring, 108

leeringssituation, 29
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legeme, 108
lige permutation, 146

makrokontrakt, 65
matematisk domaene, 63
mesokontrakt, 65
metadidaktisk situation, 29
metakognitivt skift, 66
mikrokontrakt, 65

misforstaet behov for eendring, 67

normal undergruppe, 111
normalraekke, 111

normeret, polynomium, 108

objektivt miljg, 22
oplgselig gruppe, 112
oplgselighed ved rodtegn, 130

permutation, 112
permutationsgruppe, 112
Praktisk lemma, 117
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reducibelt polynomium, 109
reproducerbarhed, 68
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sideklasse, 131

simpel gruppe, 146
spaltningslegeme, 111
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symmetrisk gruppe, 112
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Topaze-effekt, 66
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transitiv, 112
Transitivitetssaetningen, 118
transposition, 146

triviel divisor, 108
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valideringssituation, 27



