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Abstract

Dette speciale skrives i Matematikdidaktik, og det overordnede formal er en undersggelse af, om en mere praecis
tilgang til det bestemte integral kan gives til en dansk gymnasieklasse, og specielt om de mere topologiske spgrgsmal
vedrgrende det bestemte integral kan indga. Specialet indeholder en teoretisk preesentation af det bestemte integral
og det beskrives, hvordan emnet introduceres i de nutidige gymnasielserebgger. | forleengelse af dette indeholder
specialet et design af et undervisningsforlgb, og den empiriske del baseres pa udfgrelsen af dette i en lant 2.g-klasse
pa Hvidovre Gymnasium og HF.

Endvidere indgar Den Antropologiske Teori om det Didaktiske som den teoretiske ramme for specialet, og desuden
er en epistemologisk referencemodel udviklet for at muliggere et studie af den planlagte og den realiserede
didaktiske proces, som preeciseres i en a priori og a posteriori analyse. P& baggrund af de to analyser belyses de
didaktiske begreensninger, udfordringer og muligheder, som eksisterer i forbindelse med undervisning i det bestemte
integral.
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1. Resume

Dette speciale skrives i Matematikdidaktik, og det overordnede formal er en
undersggelse af, om en mere precis tilgang til det bestemte integral kan gives til en
dansk gymnasieklasse, og specielt om de mere topologiske spergsmal vedrgrende det
bestemte integral kan indgd. Specialet indeholder en teoretisk praesentation af det
bestemte integral og det beskrives, hvordan emnet introduceres i de nutidige
gymnasielerebgger. | forlengelse af dette indeholder specialet et design af et
undervisningsforlgb, og den empiriske del baseres pa udfarelsen af dette i en lant 2.g-
klasse pa Hvidovre Gymnasium og HF.

Endvidere indgar Den Antropologiske Teori om det Didaktiske som den teoretiske
ramme for specialet, og desuden er en epistemologisk referencemodel udviklet for at
muliggere et studie af den planlagte og den realiserede didaktiske proces, som
praeciseres i en a priori og a posteriori analyse. Pa baggrund af de to analyser belyses de
didaktiske begransninger, udfordringer og muligheder, som eksisterer i forbindelse med
undervisning i det bestemte integral.

Det er vanskeligt at fremsatte en entydig konklusion, men udferelsen af det designede
undervisningsforlgb viste, at det er en udfordring at fa den topologiske matematiske
organisation indeholdende spargsmal omkring definitionen og eksistens af det bestemte
integral til at leve. Samtidig tydeliggjorde den realiserede didaktiske proces, at det var
sveart at fa elevarbejdet med teknologiske-teoretiske spargsmal til at fungere i praksis.
Afslutningsvist indeholder specialet en diskussion af en raekke overvejelser vedrgrende
en fremtidig gentagelse af planleegning og udfaerelse af et lignende undervisningsforlgb.

2. Abstract

This thesis is written on the subject of Mathematical Didactics. The main purpose is an
examination of the question, whether a more specific approach to ‘the definite integral’
can be introduced to a Danish High School class, particularly whether the topological
questions concerning the definite integral can be part of the subject. The thesis
consists of a theoretical presentation of the definite integral and it is described how the
subject is introduced in contemporary educational high school text books. In
continuation of this, the thesis consists of an educational programme and the empiric
part is based on the execution of this in a second year high school class
on Hvidovre Gymnasium and HF.

Furthermore the anthropological theory of didactic forms part of the theological
framework of the thesis and in addition to this an epistemological reference model has



been developed to enable a study of the planned and the implemented didactical process
which is clarified in an ‘a priori’ and an ‘a posteriori’ analysis. In view of the two
analyses the didactical limitations, challenges and possibilities, that exist in relation
to teaching ‘the definite integral’ are highlighted.

It is difficult to put forward an unambiguous conclusion, but the execution of the
educational programme proved that it is a challenge to get the topological mathematical
organisation containing questions about the definition and existents of the definite
integral to exist. At the same time the didactical process made it clear that it was
difficult to get the students’ work about the technological-theoretical questions to
function in practice. The thesis concludes with a discussion concerning considerations
relating to a potential future repetition of the designed student programme.



3. Introduktion

Den matematikundervisning, som i dag ger sig geldende i de danske gymnasier bestar
specielt af emner inden for matematisk analyse, der blandt andet beskaftiger sig med
integralregningsteori og herunder det bestemte integral. Undervisningen i det bestemte
integral fokuserer pa bestemmelsen af det bestemte integral af en given funktion, og der
preesenteres en tydelig forbindelse mellem det bestemte integral og arealet under grafen
for funktionen, og i forlengelse af dette far elever ofte den opfattelse, at det er arealet af
en punktmangde under grafen for en funktion, som giver mening til det bestemte
integral. Motivationen bag dette speciale er den til tider upracise tilgang til det bestemte
integral, og det det virker mere naturligt ferst at give mening til det bestemte integral af
en funktion f fra a til b, dvs. symbolet fff(x) dx, og undersgge om det findes, farend
det bestemmes. Der er bestemt en udfordring knyttet til dette, da eksempelvis det
bestemte integral defineres pa forskellige mader inden for den akademiske matematik
og desuden er teorien omkring det bestemte integral teet knyttet til eksempelvis begreber
som graenseveerdi og kontinuitet — teoretiske begreber, som i dag kun indgar i form af
uprecise formuleringer i gymnasiets matematikundervisning. Jeg fandt det alligevel
interessant, at undersgge om det var muligt at konstruere et undervisningsforlgb, som
kunne fa spgrgsmalet omkring definition og eksistens af det bestemte integral til at leve
I en undervisningssituation.

| det foglgende vil teorien om det bestemte integral blive prasenteret samt den
antropologiske teori for didaktik, og jeg vil ligeledes udvikle en epistemologisk
referencemodel. Dette skal danne grundlag for udarbejdelsen og planlaegningen af et
undervisningsforlgb, som efterfglgende skal udfares i en 2.g-klasse. Der udarbejdes en a
priori analyse samt en a posteriori analyse af designet, og afslutningsvist falger der en
diskussion af, hvilke overvejelser jeg ville ggre mig i forbindelse med en eventuel
gentagelse af designet og dets udfarelse.



4. Den teoretiske ramme

| dette afsnit fglger en kort praesentation af teorien om didaktisk transposition, hvorefter
hovedelementerne i Den Antropologiske Teori om det Didaktiske (i det falgende blot
ATD) vil blive fremsat. Dette afsnit vil saledes danne det teoretiske grundlag for dette
speciale og specielt for a priori analysen af det designede undervisningsforlgb samt a
posteriori analysen af den efterfalgende udfarelse.

4.1 Teorien om den didaktiske transposition

I 1980 gav Yves Chevallard sit fgrste kursus omhandlende den didaktiske transposition,
og hvad man senere skulle se var, at dette begreb blev spiren til en ny matematik-
didaktisk teori. Med ordet transposition menes en proces, hvorigennem viden bevager
sig mellem institutioner, herunder hvordan denne viden tilpasses den modtagne
institution. Processen starter med en udvelgelse af en viden, som eksisterer i
institutioner uden for skolen, hvorefter denne viden gennemgar en redigerings- og
tilpasningsproces, som muliggaer, at den kan blive genstand for undervisning (Bosch, M.
og Gascon, J., 2006).

| teorien om didaktisk transposition skelnes der mellem (1) den originale akademiske
matematiske viden (benavnes ogsé den “scholarly” matematiske viden), (2) den viden,
som skal formidles, (3) den viden, som bliver formidlet af lsereren og (4) den lerte
matematiske viden. Den akademiske matematiske viden produceres primert af
matematikere og tilhgrer universitets- og forskningsmiljget, hvorimod den viden, som
skal formidles tilhgrer uddannelsesinstitutioner, og hovedsageligt er denne viden
bestemt jf. bekendtggrelser. Eksempelvis findes kernestoffet samt de faglige mal for
Matematik B i Bekendtgarelsen om uddannelsen til studentereksamen (bilag 11), hvori
falgende naevnes i forbindelse med integralregning:

- stamfunktion for de elementaere funktioner, ubestemte og bestemte integraler,
anvendelse af integralregning til arealberegning af punktmangder begrzanset af
grafer for ikke-negative funktioner (kernestof).

- Anvende differentialkvotient og stamfunktion for simple funktioner og fortolke
forskellige repraesentationer af disse (fagligt mal).

Bekendtgerelsen om uddannelsen til studentereksamen indeholder en del frihed, og en
leerer kan (og ber) dermed veaere medbestemmende til, hvad en specifik type viden skal
indeholde. Oftest vil leereren inddrage eksamensopgaver, lerebgger samt vejledningen
til den givne leereplan i udvalgelsen af den viden, som der skal undervises i.

Den viden, som formidles af leereren kan observeres i en given undervisningssituation i
et klasserum og den lerte viden, er den viden, som eleverne (efter et



undervisningsforlgb) er i stand til at anvende, formulere og videregive. Denne viden er
naturligvis sveer at identificere og specificere — bade for leereren og eleverne.

For at kunne foretage en analyse af et givent didaktisk problem er det ifglge teorien
essentielt at inddrage hver af de enkelte institutioner. For at blive i stand til at forsta den
matematik, som der arbejdes med i skolen (i forbindelse med dette speciale gymnasiet)
omkring et givent emne, er det eksempelvis ngdvendigt at betragte den akademiske
matematiske viden (som ofte tages for givet i uddannelsesinstitutioner), da denne til dels
motiverer og retfeerdigger arbejdet med emnet. Hver af disse institutioner vil kunne
besvare de spergsmal, som rejser sig i forbindelse med en analyse af en leringsproces,
eksempelvis folgende: Hvad er det bestemte integral? Hvordan fremssttes det i
undervisningssammenhange, og hvilke essentielle pointer eksisterer der i forbindelse
med dette emne? Ifglge teorien bgr forskere arbejde uafhangigt af deres tilhgrende
institution, og de bar veere kritiske over for de enkelte institutioners svar. For at opna
dette foreslar teorien, at der udvikles en epistemologisk referencemodel pa basis af data
fra de enkelte institutioner.

Den akademiske Den viden, som skal Den viden, som
viden > formidles | faktisk formidles

Figur 1: Den didaktiske transpositionsproces

Den didaktiske transposition formulerede pa denne made et behov for at betragte denne
”videns-proces” med et flertal af akterer, 0g denne betragtning blev anset som et vigtigt
led i forsgget pa at forsta det, som geres i en undervisningssituation. | forbindelse med
denne teori om didaktisk transposition begyndte man som noget nyt at inddrage empiri
fra  virkeligheden, hvilket medferte en ny antropologisk tilgang til
undervisningsproblemer i matematik: Den Antropologiske Teori om det Didaktiske
(Bosch og Gascén, 2006).

4.2 Den Antropologiske Teori om det Didaktiske

Den Antropologiske Teori om det Didaktiske indeholder verktgjer til blandt andet at
analysere og beskrive matematisk viden samt underviseres og elevers praksis, og teorien
er dermed vesentlig at behandle i forbindelse med dette speciale. ATD anser matematik
som en menneskelig aktivitet, gennem hvilken problembaserede opgaver studeres, og i



forlengelse af dette identificeres der to aspekter af en matematisk aktivitet: en
matematisk konstruktionsproces og resultatet af denne.

Et centralt begreb i ATD er en matematisk praxeologisk organisation (i det videre blot
matematisk organisation). | forbindelse med en problembaseret opgave, kraeves en
anvendelse af en teknik, og oftest vil en given teknik kunne benyttes til at lgse en
gruppe af opgaver, som alle er af samme type. En opgavetype T er saledes defineret
som en familie af opgaver, som alle lgses ved en given teknik . Ikke alle teknikker er
lette at karakterisere (hvilket jeg vender tilbage til i forbindelse med den epistemologisk
referencemodel), beskrive og vise til andre, men ifelge ATD vil enhver problembaseret
opgave kraeve eksistensen af en teknik, som dog ikke altid er entydigt bestemt
(eksempelvis findes der forskellige teknikker til at gennemfare et bevis). Parret T (, t)
danner en praktisk blok, som er den ene af de to dimensioner som en matematisk
aktivitet bestar af. Den anden dimension, en teoretisk blok, har til opgave at beskrive,
forklare og retfeerdiggere det, som gares i forbindelse med en matematisk aktivitet. Den
teoretiske blok bestar af en teknologi, som kan forklare og retferdiggere anvendelsen
og valget af en given teknik og desuden benyttes til at skelne mellem en raekke
teknikker. Teknologierne er pd samme made forklaret og retfaerdiggjort ved brug af en
given teori, og til sammen danner en teknologi 6 og en teori © en teoretisk blok (6, ©).
Til en matematisk aktivitet er der saledes knyttet en praktisk og en teoretisk blok, og
tilsammen danner disse to blokke en matematisk organisation (T, t, 8, ©). Dermed vil et
mgde med en opgave give anledning til udviklingen af matematiske organisationer, som
derved kan opfattes som et resultat af en dynamisk aktivitet.

| forbindelse med en analyse af en didaktisk transpositionsproces, herunder elevers
viden om et givent matematisk emne, er det vigtigt at bemerke at de matematiske
organisationer kan klassificeres som veerende punktuelle, lokale, regionale eller globale.

En organisation kaldes punktuel, hvis opbygningen af denne sker med udgangspunkt i
en specifik opgavetype, eksempelvis: “Ty: Bestem det bestemte integral af en given
funktion”. Forskellige opgavetyper kan derfor medfore, at flere punktuelle matematiske
organisationer (med hver deres tilhgrende teknik, der karakteriserer opgavetypen) kan
dannes, og hvis en familie af disse punktuelle organisationer deler samme teknologi vil
familien da danne en lokal organisation. En punktuel matematisk organisation kan
naturligvis godt placeres i forskellige lokale organisationer, da man kan sammenkoble
lokale organisationer pa forskellige mader (dvs. ved brug af forskellige teknologier).

Hvis en familie af lokale organisationer deler samme teori, som kan forklare og beskrive
de forskellige indgaende teknologier, kaldes denne familie for en regional organisation,
og igen vil en lokal organisation kunne indga i forskellige regionale organisationer, da



en given teknologi (tilhgrende en lokal organisation) muligvis kan beskrives ved hjelp
af andre teorier. En samling af de regionale organisationer vil, er det sidste som kan
opnas, og en sadan kaldes en global matematisk organisation.

4.3 Didaktiske organisationer og faserne i den didaktiske proces

| det forrige blev det beskrevet, hvad en matematisk organisation bestar af, og i det
falgende vil jeg kort beskrive, hvordan en sadan organisation udvikles eller dannes.
Som tidligere naevnt er der til en matematisk aktivitet knyttet to aspekter: en matematisk
konstruktionsproces, som kaldes den didaktiske proces og resultatet af konstruktionen,
svarer til en eller flere af de far beskrevne matematiske organisationer. Den didaktiske
proces er tilsvarende en menneskelig aktivitet, og denne kan beskrives ved hjelp af
sakaldte didaktiske praxeologiske organisationer.

“En didaktisk praxeologi benyttes nar en person eller en gruppe af personer gnsker at
have mulighed for selv at opna en tilsigtet MO (matematikerens eller den studerendes
didaktiske praxeologi) eller hjelpe andre med det. ” (Barbé et al., 2005, p. 239).

En didaktisk praxeologi indeholder ligeledes en praktisk og en teoretisk blok, og de
didaktiske opgaver tilhgrende den praktiske blok vil ofte bestd i at udvikle en given
matematisk organisation gennem en undervisningssituation, og de didaktiske teknikker
vil vaere de ’redskaber’ som lareren benytter, og det som lereren gor. En teknik kunne
veere lererens udvelgelse eller konstruktion af opgaver (som leder frem mod den
gnskede matematiske organisation), eller lererens inddragelse af allerede etableret
matematisk viden i forbindelse med undervisningssituationen. Teknologierne vil vere
former for diskurser som lareren benytter over for eleverne, hvilket vil sige maden,
hvorpa eksempelvis et lerergennemgaet eksempel bliver anvendt og praesenteret. En
didaktisk teori har samme funktion som en teori i forbindelse med en matematisk
organisation, nemlig at kunne forklare, relatere og retferdiggere den anvendte
teknologi.

Den didaktiske proces kan karakteriseres ved seks faser, som ikke ngdvendigvis
indtreeffer i en given raekkefalge, og de vil variere i forhold til kvalitet og kvantitet, men
som det navnes af Barbé et. al. ”har de alle en specifik funktion at udfylde, som er
afgarende for en succesfuld fuldsteendiggerelse af den didaktiske proces. ” (Barbé et. al.,
2005, p. 238).

Den farste fase kaldes det farste mgde, hvor eleven mgder den matematiske
organisation og det objekt, som skal studeres. Der er ikke en entydig made at mgde
objektet pa, men oftest vil det veere i form af en opgavetype og/eller en problemstilling,
som tilhgrer den matematiske organisation. Det farste mgde kan godt besta af en
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maengde af opgaver og problemstillinger og oftest vil det ferste mgde indeholde
motivationen bag udviklingen af en tilsigtet matematisk organisation. | den
efterfalgende udforskningsfase udvikles der en eller flere umiddelbare anvendelig
teknikker til at lgse de givne opgavetyper, der er indeholdt i den matematiske
organisation, som betragtes. Den tredje didaktiske fase er den teknologiske-teoretiske
fase, som bestdr i, at eleven forsgger at udvikle et teknologisk-teoretisk miljg i hvilket
teknikkerne kan begrundes og beskrives, og dermed skabes der i denne fase elementer
tilhgrende den teoretiske blok. Den fjerde fase betegnes den tekniske fase, gennem
hvilken eleven udvikler, forfiner, forbedre og effektivisere den umiddelbare teknik,
hvilket kan ske ved at teknikken afproves pa nye opgaver og g@velser.
Institutionaliseringsfasen er den femte fase, hvori resultatet — den matematiske
organisation — identificeres og defineres, og det klarleegges, hvilke elementer fra de
forrige faser, der tilhgrer den matematiske organisation og ikke kun processen som
skabte den. Den afsluttende fase, evalueringsfasen, er tet knyttet til
institutionaliseringsfasen, da evalueringsfasens mal blandt andet er at undersgge om den
givne MO (defineret i institutionaliseringsfasen) er blevet etableret. Desuden indeholder
evalueringsfasen en analyse af verdien af den opnaede viden samt en kritisk vurdering
af de udviklede teknikker. Det bgr afslutningsvist bemarkes, at der mellem flere af
faserne er en meget teet tilknytning og i visse situationer et samspil, og desuden vil
maden, hvorpa en fase udferes naturligvis variere.

4.4 Bestemmelsesniveauer

Som tidligere navnt indgar den viden, som skal formidles som en af de fire videnstyper
i den didaktiske transposition. @nsket er, at denne viden skal etableres som laert viden
hos eleverne, og Chevallard understreger, “at det som kan ske, hovedsageligt er bestemt
ved betingelser og begreensninger, som ikke kan reduceres til de umiddelbare
identificerbare betingelser og begransninger i klasserummet (...).” (Bosch og Gascén,
2006, p. 60). Chevallard praesenterer en bestemmelsesniveauskala, som ger det muligt at
se den viden der skal undervises i, i et starre perspektiv. Formalet med skalaen er at
blive i stand til at identificere henholdsvis objektet for en undervisningssituation samt
de vilkar og faktorer, som befinder sig uden for klasserummet, men som stadig er med
til at definere den viden, som er genstand for undervisningen.

11



Civilisation =
Society &
School =
Pedagogy =
Discipline =
Domain <
Sector &
Theme &

Subject

Figur 2: Bestemmelsesniveauskala

| forbindelse med dette speciale, er den skole, som betragtes den danske gymnasieskole,
disciplinen er matematik, domanet er matematisk analyse, sektoren er integralregning,
temaet er det bestemte integral, og de to overordnede emner, som jeg senere vil uddybe,
er definition og eksistens af det bestemte integral samt eksakt veerdi af det bestemte
integral. | forlengelse af dette skal det bemarkes, “at punktuelle, lokale, regionale og
globale organisationer vil svare til underniveauerne af emnet, temaet, sektoren og
domenet.” (Bosch og Gascon, 2006, p. 61). Oftest har en gymnasielerer kun
indflydelse pa niveauerne tema og emne, idet disciplinen, domanet og sektoren er
bestemt af videnskabs- og uddannelsesinstitutioner. Disse ydre faktorer bevirker, at der
eksisterer nogle begransninger i forhold til lzererens praksis, eksempelvis vil en leerer
ofte have sveert ved at begrunde, hvorfor et emne geares til genstand for undervisning, da
motivationen og meningen omkring en matematisk viden ofte tilhgrer et af de hgjere
institutionelle niveauer.

5. Problemformulering

Det bestemte integral har siden 1935 wveeret en del af pensum for
matematikundervisningen i gymnasieskolen og er det stadig i dag, men prasentationen
af denne teori har langt fra veret den samme gennem denne periode. En detaljeret
leesning af periodens gymnasielaerebager afslorer, at den ’topologiske” dimension af det
bestemte integral, blandt andet indeholdende spgrgsmal omkring definition og eksistens,
har veeret betydelig mere fremtreedende i begyndelsen af 1960’erne, end den er i dag.
Det er interessant at overveje, hvilke mulige grunde, som ligger bag denne nedtoning af
den topologiske dimension af det bestemte integral, og om den bgr eksistere i
undervisningssammenhzang pa gymnasielt niveau?

Det virker langt fra tilfredsstillende at begraense gymnasieundervisningen til (overordnet
set) at omhandle “algebraen for det bestemte integral”, som indeholder spergsmalet
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omkring, hvordan det bestemte integral bestemmes, da det i princippet virker unaturligt
at bestemme 'noget’, for man ved om det findes. Det undrer mig derfor, hvorfor der i
gymnasieskolens matematikundervisning ikke legges op til inddragelsen og
udviklingen af en matematisk organisation, som netop omhandler definitionen og
eksistensen af det bestemte integral. | forleengelse af dette er det veerd at bemeerke, at
den definition” af det bestemte integral, som oftest prasenteres 1 de nutidige leereboger
langt fra er tilfredsstillende set fra et mere akademisk synspunkt.

Jeg vil i dette speciale derfor designe et undervisningsforlgb og observere udfarelsen af
dette med det formal at undersgge, om det er muligt at give elever en mere precis
tilgang til spargsmalet vedrgrende definition og eksistens af det bestemte integral samt,
hvilke didaktiske muligheder, begransninger og udfordringer, der eksisterer i
forbindelse med undervisning i det bestemte integral.

Endvidere vil falgende spgrgsmal blive behandlet pa baggrund af det empiriske data:

(1) Hvilke dele af den didaktiske proces er vanskelige at fa til at fungere i praksis?

(2) Hvilke principielle fejl iagttages hos eleverne?

(3) Er det muligt at etablere den matematiske organisation omhandlende den
topologiske dimension (eller dele af denne) hos eleverne, samt forbindelsen til
den matematiske organisation omhandlende den algebraiske dimension?

6. Den akademiske matematiske integrationsteori

Formalet med dette afsnit er at give en kort prasentation af den akademiske
matematiske viden omkring det bestemte integral herunder definition af det bestemte
integral samt essentielle matematiske resultater, hvilket vil danne det teoretiske
grundlag for designet af det efterfalgende undervisningsforlgb. Som navnt tidligere
defineres det bestemte integral pa forskellige mader inden for akademisk matematik, og
jeg vil blot praesentere to af disse, da en fyldestggrende teoretisk analyse ikke er
relevant i forhold til dette speciale.

Igennem 1800-tallet og en stor del af 1900-tallet blev integrationsteori anset som
genstanden for det modsatte af differentiation, og det var pad baggrund af denne
forstaelse, at mange af de matematikere, som var grundlaeggere af kalkulus, heriblandt
Newton, Leibniz og Fermat, arbejdede med sammenhangen mellem stamfunktioner og
arealbestemmelsesproblemet. Definitionen af integration som den inverse operation til
differentiation resulterede i, at kun et meget begrenset antal funktioner kunne
integreres, og det var derfor et interesseret studie af integration Cauchy, og senere
Bernhard Riemann, begyndte i 1850, hvor udgangspunktet var et areal under en kurve,
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og denne tilgang viste sig at give anledning til opbygningen af en stringent definition af
integralet (Abbott, S., 2001).

| det fglgende fremsattes en kort preesentation af teorien omkring integralregning, og
indledningsvist praesenteres den made, hvorpa den franske matematiker Gaston
Darboux (1842-1917) definerede integralet. Herefter fremseettes det alternative
definitionsforslag som blev givet af den tyske matematiker Bernhard Riemann (1826-
1866), og det skal bemarkes, at det er primert er den akademiske bog ’Kalkulus’ af
Tom Lindstrgm, som danner grundlaget for dette afsnit.

6.1 Darboux-integralet

For at prasentere Darboux’ definition af det bestemte integral, kraeves en reekke
definitioner, der indledningsvist fremsettes, og afslutningsvist vil Analysens
fundamentalsatning og Riemanns definition af det bestemte integral angives.

Definition: En inddeling af intervallet [a, b] er en endelig mangde I = {xg, x1, x5, ..., X}
sa

a=xy<x1 <Xy <+ <x,=h.
Ved en sadan inddeling af intervallet [a, b] fas n delintervaller:
[in xl]l [xll xZ]; ey [‘xn—lﬂ xn]-

Lad funktionen f veere begreaenset pa et lukket interval [a, b], 0g set for hvert delinterval
[x;_1,%;], da defineres fglgende:

my, = inf{f (x): x € [x;_1,x;]}
My = sup{f(x):x € [x;_1,x;]}

Undersummen for f med hensyn til en inddeling I = {x,,x, x5, ..., x5} af intervallet
[a, b] er givet ved:
n
U = ) myCxi = xi0)
i=1
Oversummen for £ med hensyn til I er givet ved:

O = ) My = xi-1)
i=1

Bemerk at der for forskellige inddelinger af intervallet [a, b] geelder, at 0(1) = U(I).
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Intuitivt giver det mening, at en given oversum vil vere et overestimat for verdien af
integralet, og at en given undersum vil vere et underestimat, samt at en finere inddeling
vil resultere i, at oversummerne vil blive mindre, og undersummerne vil blive starre.
Man kan derved forstd en funktion som vearende integrabel, hvis under- og
oversummerne mgdes i en felles veerdi. | stedet for at betragte grensevardierne for
disse summer, betragtes komplethedsaksiomet i forbindelse med Darboux-integralet, og
dette giver anledning til at definere infimum for oversummerne og supremum for
undersummerne.

Definition: Lad IT vere samlingen af alle mulige inddelinger af intervallet [a, b]. Det
gvre integral af f defineres da ved

b
j f(x)dx =inf{O(I) : I € I}
a
Og det nedre integral af f defineres ved
b
f f)dx =sup{U) : I €11}

Integralet af f kan nu defineres som den faelles veerdi for det nedre og @vre integral.

Definition: En begranset funktion f defineret pa et interval [a, b] er integrabel, hvis
b b
[ fooax= [ rwax,

0g integralet f‘f f (x)dx defineres da ved

Lbf(x)dx = fabf(x)dx = fabf(x)dx.

Seetning: Enhver monoton funktion er integrabel.

Beviset' udfares ved at antage, at f: [a, b] - R er voksende og lade I vare en inddeling,
som deler intervallet [a, b] i n lige lange delintervaller af leengde b%“ Herefter indses

ved et kort regnestykke, at 0(1) — U(I) = [f(b) — f(a)] b%“ og dermed vil

onN-Ul)<e

! Der henvises til Lindstrem, T., 2006, p. 368 for et komplet bevis
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nar n vokser.

At differensen mellem over- og undersummen kan reduceres til [f(b) — f(a)] b%a kan
ligeledes indses ved hjeelp af nedenstaende figur 3.

f(x) l

izt [

\
\
|
|

: f(b) — f(a)

a b

-

Figur 3: Hlustration til beviset for at enhver monoton funktion er integrabel (Lindstrgm, T., 2006)

Visse funktioner er ikke integrable, og visse omrader kan ikke males, og vi ma
acceptere, at det ikke er muligt at finde et fornuftigt arealbegreb, som omfatter alle
mangder. Et eksempel pa en funktion, som ikke er integrabel jf. ovenstaende definition,
er funktionen f: [0, 1] — R defineret ved

Fx) = {0, nar x er rational
1, nar x er irrational

Da ethvert abent interval (a, b), hvor a < b, indeholder bade rationale og irrationale tal,
vil ethvert delinterval af [0,1] naturligvis indeholde bade rationale og irrationale tal, og
det betyder at M; =1 og m; =0 selv for et meget lille delinterval [x;_q,x;].
Oversummen og undersummen vil da blive hhv. 1 og 0, for alle inddelinger I af
intervallet [0,1]:

0 =Y MG —x) = ) 1-(i—x1) =1
i=1 i=1

N(D = ) miCxi =) = ) 0+ (= %) = 0
i=1 i=1

Dette medfarer, at folf(x)dx =1 0g f; f(x)dx = 0, og dermed er f ikke integrabel pa
[0,1] jf. definitionen.
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6.2 Analysens fundamentalsaetning

For analysens fundamentalsaetning preesenteres, bemarkes fglgende: En funktion F
kaldes for en stamfunktion til £ pa intervallet [a, b], hvis F'(x) = f(x) for alle x € [a, b]
0g F er kontinuert i a og b.

Lemma: Lad F og G veere to stamfunktioner til f pa intervallet [a, b]. Da findes en
konstant k sa

F(x)=G(x)+k
for alle x € [a, b].

Integralet blev tidligere defineret ved hjelp af suprema og infima for endelige summer,
og dermed er den afledte og integralet defineret uafheengigt af hinanden, men der
eksisterer et bemarkelsesvaerdigt inverst forhold mellem differentiation og integration,
hvilket fremsettes i Analysens fundamentalsatning. Analysens fundamentalsatning
formuleres i to pastande, hvoraf den farste er af teoretisk art, og den anden er en mere
beregningsmaessig pastand.

Seetning - Analysens fundamentalsaetning:

i.  Huvis f, defineret pa intervallet [a, b], er kontinuert, s& har f en stamfunktion pa
[a, b], 0g da vil f vaere integrabel pa [a, b].

ii.  Hvis F opfylder at F'(x) = f(x) for alle x € [a, b] (dvs. F er stamfunktion til f)
sa geelder f;f(x)dx = F(b) — F(a).

6.3 Riemann-integralet

Som navnt i indledningen gav Bernhard Riemann en alternativ definition, som har vist
sig at veere lettere at anvende i mange teoretiske og praktiske problemer. Der gives en
det falgende en raekke definitioner, som er ngdvendige for at kunne praesentere ideen
bag Riemanns definition.

Definition: Givet en funktion f, en inddeling I = {xq,xq,%,,..,x,} 0g et udvalg
U = {cy,¢y ..., cp}, hVOr ¢; € [x;_4, x;] defineres Riemann-summen til

RUU) = D F(ed (i = %)
i=1

Riemann-summen angiver saledes en sum af arealer til en samling rektangler.
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Figur 4: En Riemann-sum
Til en inddeling I, defineres den maksimale delintervallengde som det falgende:
Il =max{x; —x;_1:1<i<n}
Definition: Funktionen f:[a, b] = R er Riemann-integrabel, hvis der findes et tal « sa

lim R(I,,U,) = «
n—-oo

for alle falger {I,, U,} af inddelinger og udvalg sa |I,,| - 0. Denne felles vaerdi « kaldes
Riemann-integralet til f over [a, b].

Ideen bag den farnaevnte definition er, at nar den maksimale delintervallengde gar mod
0, sa vil alle Riemann-summerne naerme sig en falles grenseveardi, som netop er
veerdien af integralet.

6.4 Akvivalens af Darboux- og Riemann-integralet

Det viser sig, at definitionen givet af Darboux’ er akvivalent til definitionen fremfert af
Riemann, og at de dermed udtrykker det samme, hvilket fremszttes i falgende sztning,
som desuden leder frem til et efterfalgende korollar.

Seetning®: Darboux- og Riemann-integralet er det samme; en funktion er Darboux-
integrabel, hvis og kun hvis den er Riemann-integrabel, og veerdien af de to integraler er
altid den samme.

Korollar: Antag at {I1,,, U,,} er en fglge af inddelinger og udvalg sa |11,,| — 0. Da er

2 Der henvises til Lindstem, T., 2006, p. 392-395 for et bevis for akvivalensen af Darboux’ og Riemmans
definitioner.
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b
lim R(1T,,Un) = [ G

Dette korollar kan benyttes nar integralregningen gnskes anvendt i forbindelse med
beregning af forskellige starrelser, da det siger, at hvis en sadan starrelse kan skrives
som en graense af Riemann-summer, da vil starrelsen vare lig integralet.

6.5 Anvendelse af integralet: Arealberegning

Der er til integralregningen knyttet en reekke anvendelser, og specielt er anvendelsen i
forbindelse med arealbestemmelse interessant i forhold til dette speciale, og et af
hovedresultaterne er det fglgende:

Seetning: Hvis f er en integrabel funktion, sd f(x) = 0 for alle x € [a, b], s& er arealet
begranset af grafen til f, x-aksen og de to lodrette linjer x = a 0og x = b givet ved

A= jbf(x)dx

Hvis f(x) < 0 for alle x € [a, b], sa er arealet i stedet

A= —jbf(x)dx

Arealet afgreenset af graferne til to integrable funktioner f(x) = g(x) og de to lodrette
linjer x = a 0og x = b er givet ved

b
A= f [F) — g(0)ldx.

Det er vigtigt at pointere, at det bestemte integral saledes tilleegger arealet af en vilkarlig
punktmangde en mening. | forbindelse med egenskaber ved integralet og
integrationsteknikker henvises der til Lindstrem, T., 2006, kapitel 9, p. 429.

7. Den matematiske viden, som skal formidles
| det fglgende vil jeg vende blikket fra den akademiske fremstilling til den fremstilling
af det bestemte integral, som findes i undervisningsmaessigsammenhang.

Jeg vil pa baggrund af en reekke gymnasielaerebgger redegare for, hvordan det bestemte
integral preesenteres i forskellige gymnasielaerebager. De tidligst udgivne lerebager,
som jeg har inddraget er ’matematik 2’ af Kristensen og Rindung fra 1969 og
’Elementeer matematik II’, af Fenchel, W. et al. fra 1967, og vil begynde dette afsnit
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med en gennemgang af, hvordan disse laerebeger behandler og fremsatter
integralregningsteorien.

7.1 Undervisning i det bestemte integral i 1960’erne

I lerebogerne 'matematik 2’ (Kristensen og Rindung) og ’Elementar matematik II°
(Fenchel, W. et al.) indfgres det bestemte integral for en funktion f fra a til b ved hjeelp
af supremum for undersummerne og infimum for oversummerne. Kristensen og
Rindung definerer, for en begraenset funktion f i intervallet [a, b], U 0g O som mangden
af de tal, der er henholdsvis undersummer og oversummer for f og skriver, at f er
integrabel i intervallet [a, b], hvis det geelder, at sup U = inf O (Kristensen og Rindung,
1969, p. 154). Endvidere fremseettes falgende resultat i begge leerebgger:

Seetning: En funktion f er da og kun da integrabel i intervallet [a, b], nar der for ethvert
e >0 findes en undersum s og en oversum S, sa S —s < & (Kristensen og Rindung,
1969, p. 154).

Desuden indfgres integralet fra a til b af en funktion f pa felgende made: Hvis f er
integrabel i intervallet [a,b], betegnes den felles veerdi af supU og inf O med
f;f(x)dx. | begge bgger behandles herefter integrabilitet for kontinuerte funktioner
samt integrationsreglerne.

Sammenhzangen mellem det bestemte integral og et givent areal inddrages naturligvis
ogsa i begge leerebgger, og indgar i forbindelse med anvendelser af integralregningen. |
leerebogen Elementeer Matematik 11 behandles spgrgsmalet omkring arealbegrebet for
en vilkarlig punktmangde, for hvilken det ydre og indre areal defineres, og felgende
seetning omkring eksistensen af et areal for en begraenset punktmangde gives:

Seetning: En begreenset punktmeangde M = @ har et areal, hvis og kun hvis der til hvert
¢ € R, findes et ydre triangulerbart omrade P og et indre triangulerbart omrade P for M
sdledes, at a(P) — a(P) < e.

Kristensen og Rindung indleder derimod kapitlet om integralregning ved at betragte en
reekke indledende problemer, herunder spgrgsmalet vedrgrende arealberegning. For en
plan punktmangde P defineres en ydre og en indre polygon, P, og P;, sd P; < P < P,, 0g
med A(P) betegnes arealet af en vilkarlig polygon P, og felgende fremsattes:

A(P) < A(P) < A(P)).
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Afslutningsvist kommenteres det, at en ngdvendig og tilstreekkelig betingelse for, at P
har et areal, er, at der for ethvert £ > 0 findes en indre polygon P; og en ydre polygon
P,, sa A(P,) — A(P;) < e (Kristensen og Rindung, 1969, p. 150).

Der betragtes herefter en vilkarlig funktion £, og en vilkarlig inddeling I af intervallet
[a,b], S& a=x,<x; <--<x,=>b. Funktionen f er begrenset i ethvert interval
[x;, x;+1], 0g der kan bestemmes to tal g; 0og G; sd Vx € [a,b]:0 < g; < f(x) < G;.
Herefter angives s =YY"t gi(xis1—x) 09 S=Y"1G(x;p1 —x;), hvorefter det
afslutningsvist kommenteres, at hvis man til ethvert ¢ > 0 kan bestemme s og S, sa
S — s < ¢, har punktmangden P et areal.

Efterfalgende praesenteres teorien omkring summer, integrable funktioner og tilhgrende
seetninger, integrabilitet, integral og stamfunktion samt regneregler for integration, og
der vendes afslutningsvist tilbage til spgrgsmalet omkring arealbestemmelse i kapitlet
om anvendelser af integralregningen.

Det skal saledes bemarkes at begge lerebgger antyder, at der er problem omkring
bestemmelsen af et areal af visse plane figurer, og at studiet af bestemte typer af
summer er interessant i forbindelse med dette. Desuden bemarkes det, at arealet pa
forhand ikke eksisterer, og der tages eksplicit hgjde for eksistensen af dette (Kristensen
og Rindung, 1969, p. 151). Afslutningsvist skal det naevnes, at definition og eksistens af
det bestemte integral (integrabilitet) gar forud for sammenhangen mellem integral og
stamfunktion, og derved ogsa forud for bestemmelse af det bestemte integral.

7.2 Undervisning i det bestemte integral i dag

Teorien omkring det bestemte integral viser sig i de nutidige leerebgger at veere meget
anderledes, bade i form af notation, begreber og teoretiske definitioner og resultater.
Den primere indledende bemarkning i de nutidige leerebgger er, at man kan bestemme
arealer ved hjelp af stamfunktioner, og samtlige af de lerebgger jeg har benyttet
betragter en ikke-negativ kontinuert funktion f pa et interval [a,b] (en af bggerne
benytter ikke begrebet kontinuert, men skriver at en funktion hvis graf er
sammenhaéngende i et interval [a,b] betragtes). Herefter praesenteres
problemet/opgaven, nemlig at bestemme arealet af den figur, der begraenses af x-aksen,
grafen for f og linjerne x = a 0g x = b.

Ingen af leerebggerne inddrager det centrale spargsmal om et sadan omrade har et areal,
og felles for de fleste lerebeger er, at arealfunktionen A(x) for en kontinuert ikke-
negativ funktion f pa et interval [a,b], hvor x er et tal mellem a og b indfgres pa
falgende made:
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A(x) = arealet af omradet mellem grafen for f og x-aksen i intervallet [a; x].
(Carstensen, et. al., 2008, p.34).

Langt de fleste leerebgger veelger i forlengelse af dette at angive de to seetninger og
definitionen, som er anfgrt nedenfor:

Seetning: Hvis f er en kontinuert og ikke-negativ funktion i intervallet [a,b], er
arealfunktionen A differentiabel med den afledede funktion £, dvs. A’(x) = f(x), eller
med andre ord: A er en stamfunktion til f.

Seetning: Hvis f er en kontinuert og ikke-negativ funktion i intervallet [a, b], er arealet
A af det omrade, der begreenses af grafen, x-aksen og linjerne x = a og x = b givet ved
A = F(b) — F(a), hvor F er en vilkarlig stamfunktion til f.

Definition: Lad f veere kontinuert i intervallet [a, b] med stamfunktionen F. Ved det
bestemte integral af f fra a til b forstas tallet F(b) — F(a), 0g vi skriver

b
f fG)dx = [FI = F(b) — F(a).

Afslutningsvist fremsztter begerne satninger omkring regnereglerne for bestemte
integraler, integration ved substitution samt indskudsreglen, og angiver en raekke
tilhgrende eksempler.

Det skal bemerkes, at et par leerebgger inddrager et kapitel omkring summer, hvoraf
nogle er mere omfattende end andre. I lerebogen "MAT A3’ indgar det bestemte
integral i Kapitel 2, ’Areal og bestemt integral’, hvor det fglgende indgar i kapitlets
indledning: Desuden finder integralregning anvendelse ved bestemmelse af f&aenomener,
der er resultater af summer af (uendelig) mange smd dele. Ordet ’integration’ betyder
netop 'sammenfatning’ eller sammenleegning (Carstensen et. al., 2008, p.32). Teorien
omkring summer indgar herefter som det sidste delkapitel, hvor det navnes, at det
bestemte integral kan fas frem som en grensevaerdi for summer af funktionsveerdier.
Bogen betragter det samlede areal af n rektangler, og nar frem til fglgende pastand

Yk=1f(x)dx = fff(x)dx.

Endnu en lerebog, som behandler summer, er leerebogen "MAT 3H’ fra 1999, som
giver en lidt mere preecis forklaring ved hjelp af over- og undersummer, og i
forbindelse med disse summer gives falgende definition:

Definition: Lad f vere en ikke-negativ funktion i [a, b]. Sa tilleegges punktmangden

M={(xyla<x<bA0<y<f(x)}
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et areal, hvis det for en fglge af oversummer 0, og en felge af undersummer U,, gzelder,
at

lim (0, — U,) = 0.

n—-oo
Det kommenteres i de efterfglgende par linjer, at den feelles greenseverdi for over- og
undersummerne netop ma veare punktmangdens areal, og at der for kontinuerte
funktioner geelder (hvis arealet eksisterer), at

b

A= lim U, = lim 0, :f f(x)dx.
n—oo n—oo a

Herefter gives nedenstaende setning, hvilken bliver bevist med udgangspunkt i en

tilhgrende figur.

Seetning 6: Lad f vaere kontinuert og ikke-negativ i [a, b]. Sa har punktmangden
{Y)lasx<bA0<y<f(x)}
et areal.

Introduktionen til integralregningen hviler saledes i de aldste leerebgger pa problemet
omkring bestemmelse af arealet af en vilkarlig punktmeangde, og det bemarkes
eksplicit at malet er at kunne tillegge vilkarlige punktmangder et areal, hvis det
eksisterer. | modsetning til dette introducerer de nyere leerebgger arealfunktionen, uden
at overveje om det areal, som arealfunktionen tilknytter til ethvert x i et interval giver
mening og om det eksisterer. Udover introduktionen, er specielt ogsd maden, hvorpa det
bestemte integral bliver defineret ikke entydig. De eldste leerebgger definerer det
bestemte integral som en feellesveaerdi af over- og undersummer, hvorimod de nyere
lzerebager definere det bestemte integral af en funktion f fra a til b som tilvaeksten over
et interval [a, b] af en vilkarligt valgt stamfunktion til £, dvs. de benytter det ene resultat
I Analysens fundamentalsatning som en definition.

En sidste afgerende forskel er, at de aldste lerebeger behandler problematikken
omkring, hvornar en funktion f er integrabel (dette er naturligvis muligt grundet den
forudgaende teori omkring under- og oversummer). Denne problematik inddrages ikke i
nogle af de nye lerebgger, og er desuden heller ikke anfgrt som et krav i Stx-
bekendtgarelsen (bilag 10 og 11).

| forbindelse med de praktiske opgaver, som er tilknyttet teorien om integralregning
observeres igen en raekke forskelle, men den primaere opgavetype som indgar i alle de
udvalgte gymnasielaerebgger er falgende:
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T: Givet f pa [a, b], bestem fabf(t)dt

Det kan kort bemarkes, at hvis en sadan opgave skal lgses, gelder det overordnet om at
finde en stamfunktion, jf. analysens fundamentalsetning. Der findes dog ikke en
entydig teknik til at bestemme en stamfunktion F(x) til en given funktion f, og
teknikken vil ofte afhaenge af funktionen f, og i adskillige tilfeelde skal der desuden
geres brug af regnereglerne for bestemmelse af stamfunktioner. | gymnasiet
introduceres reglen for lineaer integration (en sum eller differens), konstantreglen for
integration og integration ved substitution. Det skal bemarkes, at partiel integration
ikke leengere indgar som en del af pensum (efter 2006), men det er oplagt at inddrage
som en del af det supplerende stof.

De opgaver eller gvelser, som optreeder i leerebggerne har naturligvis tilknytning til den
ovenfor beskrevne teori. Ved en laesning af opgavehafterne af Kristensen og Rindung,
samt de gvelser, som indgar i leerebogen af Fenchel et. al., ses at en raekke opgaver har
tilknytning til eksistensen af det bestemte integral, hvilket nedenstaende to gvelser er
eksempler pa (Fenchel et. al., 1967, p. 240).

3.12 Pvelse: Geor rede for, at en konstant funktion med vardien k er integrabel i ethvert
interval [x,; x] S R, x,<x, og at
E 4
kdx = k(x—x,) .

t(n

3.13 @velse: Ger rede for, at den reelle funktion f bestemt ved

[0 forxeQ,

fix) = |1 for xe RNQ

ikke er integrabel i noget interval [x;; x] = R, x, <x.

Figur 5: Eksempler pa evelser fra lzerebogen ’Elementaer matematik 1T’

Desuden findes der opgaver, hvor regneregler for bestemte integraler gnskes bevist (for
kontinuert funktioner), og en anden opgavetype er fglgende, som indgar i opgavehaftet
"matematik, 2.1 opgaver’ af Kristensen og Rindung:
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236.* Bevis, at nir f er kontinuert og integrabel i [a;b], sd eksisterer
der et tal ¢ € [a;b], s

1 ¢ b .
N rwan=r0 o | swar = 0.
Ya a

Vis herefter, at nir d,,d,,...,0, betegner delintervallerne ved de-
ling af [a;b] i n lige store dele, s eksisterer der tal ¢;,¢s, . . ., ¢,, sdledes
at ¢; € d;, og

1 ¢ + +.o. o+ f(e,
S f(x)dx——”f(cl) fleo) flen) .

b—a J, n

Figur 6: Eksempel pa evelse fra laerebogen *matematik 2’

Sadanne opgaver er ikke at finde i de nutidige leerebgger, hvilket naturligvis hanger
sammen med den manglende tilhgrende teori til lgsning af sadanne opgaver. Der
angives et par beviser for regnereglerne i de nutidige leerebgger samt for nogle af de
essentielle resultater, men disse preesenteres ikke som gvelser men er naermere tilteenkt
en lerergennemgang. Afslutningsvist skal det bemeerkes, at eksempelvis opgaver ved
brug af instrumenterede teknikker samt en rekke opgaver med en mere
eksperimenterede tilgang i dag indgar i leerebggerne.

Efter analysen af den akademiske viden og af den viden, som skal formidles kan det
diskuteres om tilgangen, indholdet og preesentationen af det bestemte integral i de
nutidige gymnasielaerebgger er tilfredsstillende. For min synsvinkel er det ergerligt, at
de nutidige leerebgger ikke behandler spgrgsmalet omkring eksistens af det bestemte
integral, og desuden mener jeg, at det virker mere hensigtsmaessigt at holde fast i at
arealbegrebet kan indgd som et motiverende element og naturligvis i forbindelse med
anvendelser af det bestemte integral. Det teknologiske og teoretiske indhold som indgar
i de nutidige leerebager er tilstreekkeligt i forhold til leereplanens krav, og man ma
antage, at en stor del af landets gymnasielerer i dag velger denne tilgang, hvilket
indikerer, at tilgangen fungerer i praksis, herunder i forbindelse med mundtlig og
skriftlig eksamen i matematik. Jeg vil i de fglgende kapitler kommentere yderligere pa
diskussionen omkring undervisning i det bestemte integral, samt uddybe og precisere
overvejelser forbundet med dette.
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8. Epistemologisk referencemodel

| dette afsnit preesenteres en epistemologisk referencemodel, som vil bidrage til at
preecisere den efterfelgende a priori og a posteriori analyse af det designede
undervisningsforlgb. | afsnit 4 preesenterede jeg Den Antropologiske Teori om det
Didaktiske, hvori jeg skrev, at studiet af den didaktiske transposition kraever en
epistemologisk referencemodel, som udvikles uden for de tre institutioner (den
akademiske institution, uddannelsessystemet og klasserummet), men pa basis af data fra
disse. Malet med dette afsnit er ikke at fremstille en komplet referencemodel, men
derimod vil den valgte detaljeringsgrad afhenge af modellens funktion i de
efterfalgende kapitler.

Modellen er udviklet pa basis af data fra de farnaevnte tre institutioner, hvori jeg har
identificeret to lokale matematiske organisationer: MO, og M0, hvor fglgende tre store
spgrgsmal kan knyttes til MO,:

Q,: Hvad menes der med arealet af en forelagt punktmangde?
Q: Findes arealet af en forelagt punktmangde?
Q,: Hvordan findes arealet af en forelagt punktmangde?

Ferend MO, og MO, uddybes skal det bemarkes, at de grundleggende figurer, som
tilhgrer elementer geometri kan inddeles i to typer: dem, som er begrenset af
linjesegmenter (polygoner) og dem, som er begranset af kurver. | dette speciale vil der
fokuseres pa punktmaengder, hvor kurven, som begranser disse (helt eller delvist) kan
beskrives ved en funktionsforskrift.

Den lokale matematiske organisation MO, koncentrerer sig om den algebraiske
dimension af det bestemte integral, og det bestemte integral er i M0, defineret ved hjelp
af stamfunktioner og er derved ikke knyttet til spargsmalet omkring areal.

Praksisblokken bestar af en reekke opgavetyper (en samling af opgaver), som overordnet
set omhandler hovedproblemtypen I1,: Bestem den eksakte veerdi af f; f(x)dx for en
given funktion f defineret pa intervallet [a, b]. Hver opgavetype er bestemt ved en given
teknik, som bestar af en sekvens eller en sammensatning af delteknikker, og i nogle
tilfeelde kan en given opgave lgses ved brug af forskellige teknikker (dvs. forskellige
sammensetninger af de givne delteknikker). Derved kan en mangde af opgaver ikke
inddeles i disjunkte familier af opgaver. | fglgende tabel ses eksempler pa delteknikker,
og jeg vil efterfglgende forsgge at give et par eksempler pa opgaver, som illustrerer,
hvordan en given opgavetype kan karakteriseres.
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Bestemt integral
d 20: [ F(t)dt = F(b) — F(a), hvor F' = f

Ubestemt integral

T fa-f(x)dx=a- [ f(x)dx

T [(f + 9)(X)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

T3 [(f = @) ()dx = [ f(x)dx — [ g(x)dx

7,0 [ f(0)g(x)dx = F(x)g(x) — [ F(x)g'(x)dx

75: [ f(g(0)g' ()dx = [ f()dt = F(t) + k = F(g(x)) + k

T¢: Tabel over stamfunktioner for “elementere” funktioner

Bestemt integral

i [ fdx = — [ fx)dx

To: [LF@)dx + [) f(0)dx = [ f(x)dx

b 3 _ — ~
Tyt fa f(x)dx = llmn—>oo Z‘lr(l=0f (a + bTa ' k)bTa

T4 *: Instrumenterede teknikker

For at lgse en given opgave Vil der ofte skulle geres brug af en sammensatning af disse
delteknikker, og denne sammensatning eller sekvens af delteknikker, vil derved
karakterisere den pagaldende opgavetype.

En opgave kunne besta i at bestemme f24(6x2 + 2x)dx, hvor delteknikkerne t,, 74,7, 0g
16 Vil indgd i lgsningen:

4

fll(6x2 + 2x)dx = U(6x2 + Zx)dx]4 = U 6x%dx + J 2xdx]4 = [6Jx2dx + Zdex]

1 17
= [6-§x3 +2 -Exz] =23 +x =24 +4) - (2-2°+22) =124
2
Opgavetypen kan dermed benzavnes Ty;,s.

En anden opgave kunne veere at bestemme f dx hvilket gares pa falgende made:

L 245 U 745¢ 8_x id = [4f%dt]z = 4[In|t]]3 = 4[In(x* + 5)13

14—
=4-(In14—-n9) =4-In (?)
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Det er saledes delteknikkerne z,,75s 0g 74, som benyttes, og opgavetypen vil saledes
benavnes Tys.

Et eksempel pa en opgave, hvor partiel integration indgar som en del af teknikken,
kunne veere at bestemme f_lzx - e*dx, hvor lgsningen er givet ved det folgende:

1 1 1
f x-e"dszx-e"dx] =[x-ex—fexdx] =[x-e*—e]l,=e—e—(—2e2—-e7?)
-2 2 2

= 3e7?

Opgavetypen vil her veere T,,s, da teknikken er en sammensatning af delteknikkerne
To, T4 09 Ts.

En opgave, som benytter teknikken zo: [ f(x)dx = limy e Xies f (a +b%’-k)b%l
kunne veere folgende: Lad A betegne arealet af en punktmangde {(x,y)|a <x < b,0 <
y < f(x)}. Beregn en tilnaermet veerdi for A pa grundlag af en deling af intervallet [a, b]
i n lige store delintervaller. Lgsningen af denne opgave vil bestd i at bestemme en
greenseveerdi, eksempelvis ved brug af et CAS-verktgj eller ved at genkende udtrykket
som en uendelig rekke. Derved vil denne opgave nok narmere tilhgrer en opgavetype

som vil indga i en epistemologisk referencemodel for emnet greenseveerdi.

De ovenfor navnte opgaver omkring bestemmelse af et bestemt integral vil alternativt
kunne lgses ved brug af et CAS-veerktgj. Eksempelvis vil f: Gx +Vx — %xz) dx kunne
bestemmes ved hjelp af kommandoen Integral[ < Funktion >,< Fra >,< Til >] i
matematikprogrammet GeoGebra, og vaerdien ? fas som output.

f_}‘ GeoGebra
Fil Rediger Vis Indstillinger Vaerktsj Vindue Hjzlp

Cl- s ]

¥ Algebravindue [=] | » cas IEI # Tegneblok
= Funktion

3 f(x) =

7.

oll|| X =

15 o 3
3.5 X = o

—_

)

Integrallf,0,4] 2

=R

"+"§_%x2 ! 20

- —

3

R T )

Figur 7: Beregning af bestemt integral vha. GeoGebra
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Det ber bemarkes, at hvis der udelukkende benyttes instrumenterede teknikker, bestar
det teknologiske-teoretiske niveau af forklaringer omkring brugen af CAS-veerktgjet og
de indgaende kommandoer. Jeg vil ikke uddybe de instrumenterede teknikker, da det er
vanskeligt at liste disse generelt men blot kommentere, at mange opgaver tilhgrende
MO, vil kunne bestemmes ved hjalp af instrumenterede teknikker eller en kombination
af bade instrumenterede og ikke-instrumenterede teknikker.

For at opsamle pa det foregaende understreges det, at den teknologiske-teoretiske
diskurs tilhgrende M0, (ved ikke-instrumenterede teknikker) blandt andet udgeres af
analysens fundamentalsztning og regnereglerne for bestemte og ubestemte integraler,
da disse elementer forklarer, genererer og retfeerdigger de indgaende teknikker.

Den anden matematiske organisation, M0,, omhandler det topologiske aspekt af det
bestemte integral, som i denne organisation er defineret jf. Riemann (se afsnit 6.3). MO,
indeholder en raekke hovedproblemtyper IT med tilherende opgavetyper T. Jeg har
undladt en diskussion af, hvorvidt det jf. ATD er egentlige opgavetyper, der anfares
nedenfor, da denne ville blive meget omfangsrig og ikke vere relevant for dette
speciale. Jeg har i det falgende forsggt at opstille eksempler pa hovedproblemtyper og
opgavetyper, men det skal bemaerkes, at disse opgavetyper ikke pa samme made kan ses
som vearende karakteriseret ved en sammensatning af delteknikker, og notationen og
indekseringen ma derfor ikke forveksles med notationsbrugen i det forrige.

I15: Hvad menes der med det bestemte integral af en funktion f fra a til b, dvs.
[? f(x)dx?

Ta: Giv en meningsfuld definition af, hvad der menes medfff(x)dx
I1,: Givet en funktion f, afger om fff(x)dx findes

Tg: Givet en funktion f, vis at ff f (x)dx findes

Tc: Givet en funktion £, vis at fff(x)dx ikke findes

I1,: Etabler en sammenhang mellem integral og stamfunktion

Tp: Hvis A(x) = fa"f(t)dt (for en pen funktion f), hvad kan du da sige om
A?
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Tg: Vis at A’(x) = f(x), for en pan vilkarlig funktion f

Tp: Hvis A(x) = [7 f(t)dt (for en paen funktion f), hvad kan du da sige om
A(b)?

[15: Etabler en sammenhang mellem integralet og en funktions middelveerdi

Tg: Redeger for at ﬁ f: f(x)dx kan opfattes som middelveerdien for f
pa intervaller [a, b].

I1,: Bevis regnereglerne for bestemte integraler; for integrable funktioner f og g

Ty: Visat, [J(f + 9)(x)dx = [ f(x)dx + [, g(x)dx

[15: Bevis regnereglerne for bestemt integraler; for kontinuerte funktioner f og g

T Visat, [ (f £ 9)(x)dx = [ f(dx £ [ g(x)dx

T =: Bevis "Analysens fundamentalsatning’

Jeg vil i det falgende kort kommentere et par af disse opgavetyper, men jeg vil ikke give
en udferlig beskrivelse af de teknikker, som har relation til disse.

| forbindelse med opgavetypen T,: Giv en meningsfuld definition af, hvad der menes
med f‘f f(x)dx, skal det bemarkes, som navnt tidligere, at integralet selv i akademisk

matematik er defineret pa forskellige mader, men ordet meningsfuld her daekker over en
definition, som har tilknytning til noget geometrisk og som kan benyttes til at eftervise
egenskaber og resultater for det bestemte integral.

Den anden hovedproblemtype, I1;: Givet en funktion f, afggr om fff(x)dx findes, har
relation til det store spgrgsmal Q,: Afger om arealet af en forelagt punktmangde findes,
og hvis en opgave bestar i at afgare om arealet af en forelagt punktmangde findes, ber
der i en fyldestggrende besvarelse indga et trin, hvori det begrundes, hvorfor det
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bestemte integral kan opfattes som et areal, og derfor kan foretages en teoretisk
omformulering. Denne hovedproblemtype giver anledning til to opgavetyper som
angivet ovenfor. Hvis fabf(x)dx findes for en given funktion, vil en umiddelbar lgsning
bestd i at vise, at funktionen er kontinuert, og derved fglger det af analysens
fundamentalsaetning. Hvis man ikke er i stand til at vise, at funktionen er kontinuert, kan
det vises, at differensen mellem over- og undersummer gar mod 0. Mere precist
beskrevet vises det, at for ethvert £ > 0, findes en inddeling I, sa 0(I) — U(I) < ¢ (se
afsnit 6 for en mere praecis uddybning af dette).

Hvis f:f(x)dx ikke findes for en given funktion, er denne funktion ikke integrabel, og

da giver symbolet fabf(x)dx ikke mening, men over- og undersummer er derimod

defineret for alle begraensede funktioner. Det kan da vises, at en funktion ikke er
integrabel ved at vise, at undersummen ikke er lig oversummen, hvilket blev vist i
forbindelse med den ikke-integrable funktion (afsnit 6)

nar x er rational
nar x er irational

f@={,

| forbindelse med hovedproblemtypen I15: Etabler sammenhang mellem integralet og
en funktions middelvaerdi, gnskes det vist at £+ = [ns) (bia) [2 f(x)dx for n

gaende mod uendelig, og at verdien af (b_#a)f:f(x)dx dermed kan opfattes som et

gennemsnit af funktionsveerdierne pa intervallet [a, b].

Den efterfalgende hovedproblemtype som blev angivet var I1,: Bevis regnereglerne for
bestemt integraler, og der kan navnes en raekke opgaver, som har relation til denne.
Eksempelvis opgaver, som bestar i at bevise fglgende satninger:

(1) Seetningen om integration ved substitution
(2) Setningen om partiel integration
(3) Indskudssetningen

Det skal bemerkes som ovenfor anfart, at beviserne for disse regneregler afhanger af,
om det er kontinuerte eller integrable funktioner, som indgar i den pageeldende setning.
Som beskrevet tidligere siger analysens fundamentalsatning, at hvis en funktion f er
kontinuert, da har f en stamfunktion, og hvis f har en stamfunktion, da er f integrabel.
Det gaelder ikke den anden vej, sa hvis det eksempelvis skal vises, at

) L Eomdx=[) fdx + [) go)dx
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hvor f og g er to kontinuerte funktioner (og k et reelt tal), benyttes det at f og g hver
har en stamfunktion. Hvis regnereglerne derimod defineres for integrable funktioner,
vises disse i stedet ved hjeelp af Riemanns definition af det bestemte integral — mere
precist vises det, at Riemann-summerne til funktionerne f + g og f — g konvergerer

mod henholdsvis fabf(x)dx + ffg(x)dx 0g f;’ f(x)dx — f:g(x)dx nar n — oo.

Forbindelsen mellem M0, og MO, er, at opgavetyper og teknikker, som tilhgrer
praksisblokken i MO, er med til at retfeerdiggere det teknologiske-teoretiske niveau for
Mo04, hvilket er forsggt illustreret ved nedenstaende figur. Det kan nogle gange veere
vanskeligt at skelne disse to matematiske organisationer, da der eksistere en tydelig
forbindelse mellem disse. | forbindelse med dette kan det eksempelvis navnes, at
hovedproblemtypen II,: Etabler en sammenhang mellem integral og stamfunktion,
indgar i den teoretiske blok af M0,, men arbejdet med denne hovedproblemtype,
herunder arbejdet med opgavetyperne Ty, Tg 0g Tg, tilhgrer den praktiske blok af M0O,.

Mo,

Teoretisk blok

Riemanns definition af det
MO, bestemte integral

Teoretisk blok Praksis blok

& IS
< L

Det bestemte integral
defineret ved hjelp af
stamfunktioner

Praksis blok

Som nzavnt i indledningen til dette delafsnit er modellen udviklet med henblik pa dens
funktion og virkning i dette speciale. Som det forrige har antydet kan en alternativ
model udvikles, bade med hensyn til notation, indhold og detaljeringsgrad. Det skal
afslutningsvist bemaerkes, at der derfor kan argumenteres for at elementer i denne model
skulle revideres, da der ikke findes en ferdigudviklet og precis epistemologisk
referencemodel i forbindelse med det bestemte integral.
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9. Design af et undervisningsforlgb

Som navnt i min problemformulering vil jeg i dette speciale undersgge, hvilke
didaktiske muligheder, begrensninger og udfordringer der eksisterer i forbindelse med
undervisning i det bestemte integral, og om det er muligt at give elever en mere pracis
tilgang til spargsmalet vedrarende definition og eksistens af det bestemte integral. For at
undersgge dette designede jeg i forbindelse med dette speciale et undervisningsforlab,
som efterfglgende skulle udfgres i en gymnasieklasse. | forbindelse med udfgrelsen
lante jeg en 2.g-klasse (16-17 ar) med studieretningsfagene matematik, fysik og kemi
samt klassens matematiklaerer pa Hvidovre Gymnasium og HF.

| det fglgende vil jeg indledningsvist kommentere de veesentligste fagdidaktiske
udfordringer, som jeg identificerede pa baggrund af mit studie af den akademiske viden
og den viden, der i dag indgar i forbindelse med underisning i det bestemte integral.
Herefter vil jeg fremseatte de tilsigtede mal og delmal, samt kort kommentere
inddragelsen af CAS (Computer Algebra Systems) i forbindelse med undervisning.

9.1 Planlaegning samt konstruktion af et undervisningsforlgb

Et undervisningsforlgb planlegges pa baggrund af en reekke valg, som vil vaere pavirket
af institutionelle begraeensninger samt en mangde af data. Data vil eksempelvis udgeres
af lerebgger og den specifikke lereplan, som indeholder en raekke af de matematiske
elementer undervisningen skal indeholde samt et par paedagogiske og didaktiske
principper. | forbindelse med mit design bestar data blandt andet af bekendtgarelsen om
uddannelsen til studentereksamen samt en lang raekke gymnasielerebager.
Integralregningsteori naevnes bade i forbindelse med kernestoffet for Matematik A og
Matematik B jf. leereplanen:

- Stamfunktion for de elementazre funktioner, ubestemte og bestemte integraler,
anvendelse af integralregning til arealberegning af punktmanger begraenset af grafer for
ikke-negative funktioner.

- Stamfunktion for de elementazre funktioner, ubestemte og bestemte integraler,
regneregler for integration af f + g, f — g og k - f samt integration ved substitution,
bevis for sammenhaengen mellem areal- og stamfunktion (se bilag x for den samlede
leereplan for Matematik B og A)

Desuden navnes en raekke didaktiske principper i leereplanens kapitel 3 om
tilretteleggelse af undervisning, hvori det blandt andet navnes, at der skal fokuseres pa
elevernes selvsteendige handtering af matematiske problemstillinger og opgaver, og at
en eksperimenterende tilgang skal sikre, at elevernes matematiske begrebsapparat og
innovative evner udvikles. Dette sker blandt andet ved at tilretteleegge nogle forlgb
induktivt, sa eleverne far mulighed for selvstendigt at formulere formodninger ud fra
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konkrete eksempler. Desuden neaevnes det, at eleverne skal fa forstaelse for bevisets
betydning i matematisk teori, at der skal leegges vaegt pa matematikkens anvendelser og
at CAS-verktgjer ikke blot skal udnyttes til at udfgre de mere komplicerede symbolske
regninger, men ogsa understette feerdighedsindlaering og matematisk begrebsdannelse
(Stx-bekendtgerelsen, Matematik B — stx, juni 2010, bilag 11). Disse principper har jeg
forsggt at implementere i forbindelse med planlaegningen og designet af mit forlgb.

Desuden udger den akademiske viden samt den viden, som skal formidles (jf.
gymnasielaerebgger) en stor og betydningsfuld del af det data, som inspirerede mig til at
designe forlgbet, og i forbindelse med den teoretiske analyse af dette data (afsnit 6 og 7)
identificerede jeg nogle fagdidaktiske udfordringer, som jeg i det fglgende vil diskutere
med henblik pa de valg jeg foretog i planlegnings- og designfasen. Det skal dog kort
bemarkes, at grundet eksamensperioden i gymnasiet, var jeg ngdsaget til at placere
udfgrelsen af mit design pa et tidligt tidspunkt i min specialeperiode, hvilket resulterede
i at den teoretiske analyse af integralregning, som l& forud for planlegningsfasen, ikke
blev sa detaljeret, som jeg havde gnsket.

9.2 Fagdidaktiske udfordringer

9.2.1 Tilgangen til det bestemte integral

Som beskrevet tidligere veelger mange nutidige gymnasielerebgger at indfgre og
definere arealfunktionen A(x), hvis output er arealet af en punktmangde. Den
overordnede problemstilling — at finde en metode til at bestemme arealer af figurer, som
ikke udelukkende er begreensede af rette linjer — praesenteres i samtlige leerebgger, men
det diskuteres ikke om punktmangder af en sadan type overhovedet har et areal, og
herunder, hvilken veerdi dette areal (hvis det findes) kan tilskrives.

En af ideerne bag designet var et gnske om at give eleverne en alternativ tilgang til det
bestemte integral end den som gives i leerebggerne, og at bevare motivationen bag de
indgaende teoretiske definitioner og resultater. Som motivation for arbejdet med mit
forlgb ville jeg gerne have eleverne til at overveje om alle punktmangder har et areal og
fa dem til at udtale sig om mulige veardier som kunne tilskrives disse arealer (under
antagelse af at arealerne findes). Saledes habede jeg pa at fa eleverne til at indse, at det
at definere et sadant areal er et interessant matematisk spargsmal. Jeg gnskede i den
forbindelse at undga indfarelsen af en arealfunktion og valgte i stedet at lade eleverne
arbejde med venstre- og hgjresummer.
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9.2.2 Sammenhzangen mellem areal og det bestemte integral

En anden vasentlig udfordring er, hvornar og hvordan eleverne skal introduceres for
sammenhangen mellem det bestemte integral og et givent areal. De fleste
gymnasielerere veelger i dag at definere arealfunktionen, og herefter havde at
”arealbestemmelse er meget teet forbundet med beregning af en sterrelse, man kalder et
bestemt integral ”. (Nielsen, K.E. og Fogh, E., 2006, p. 206). Denne fremstilling far den
uheldige konsekvens, at eleverne far en opfattelse af, at det er arealet af en given
punktmengde, som giver det bestemte integral mening. Fra et akademisk matematisk
synspunkt forholder dette sig omvendt, og jeg mener ikke, at man skal ga pa kompromis
med dette, pa trods af, at det bestemt ikke er nemt at formulere en definition, som kan
fungere i undervisningssammenhang, hvilket det falgende vil vise.

Ofte velger lerebggerne at lade A betegne arealet af den punktmengde, som er
begranset af grafen for en positiv funktion £, x-aksen og de to lodrette linjer x = a 0g
x = b og herefter opskrive fglgende:

(1) A= [, f(x)dx

(2) fff(x)dx = F(b) — F(a) (hvor F er en stamfunktion til f)
Der afsluttes med en kort kommentar om, at tallet ff f(x)dx kaldes det bestemte
integral fra a til b af f.

Denne presentation vil resultere i, at eleverne udelukkende forbinder det bestemte
integral med et areal, og ikke en sum. Gymnasieeleverne kan naturligvis ikke
preesenteres for den akademiske viden omkring integralregning, men jeg vil dog gerne
med mit speciale tydeliggare for eleverne, at man i geometri beregner arealer ved hjelp
af formler, hvorimod man i forbindelse med kalkulus definerer areal som en
grenseveerdi af en sum, hvilket udregnes som et bestemt integral (Usiskin, Z., et. al.,
2003). Jeg valgte, at lade arealproblematikken indlede mit forlgb, for herefter blot at
nzvne, at nar en funktion f er positiv pa et givent interval [a,b], dvs. f(x) = 0 for

x € [a,b] kan det bestemte integral f: f(x)dx opfattes som arealet under grafen for f.

Den anden del af mit designede forlab koncentrerer sig ligeledes om at bestemme en
eksakt veerdi for det bestemte integral og ikke om beregning af et areal. Jeg valgte
desuden i forbindelse med designet at lade laereren praesentere og definere A(x) pa
falgende made:

For en pan funktion £, som betragtes pa intervallet [a,b], hvor a < x < b defineres
A(x) = [ f(Ddt.
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Jeg havde overvejet at benytte notationen S(x) i stedet for A(x), da f; f(t)dt angiver en

grenseveerdi af en sum, men jeg valgte dog at benytte A(x), da denne optraeder i
elevernes bgger samt i den efterfglgende matematikundervisning. Afslutningsvist skal
det naevnes, at jeg valgte at benytte begrebet en pan funktion (eksempelvis voksende
eller aftagende) i stedet for en kontinuert funktion, da jeg ville minimere brugen af
begreber, og specielt er begrebet kontinuitet ligeledes sveert at give en preacis tilgang til
i forbindelse med undervisning i gymnasiet.

9.2.3 Definitionen af det bestemte integral

En udbredt tendens i de nutidige gymnasielerebgger er at definere det bestemte integral
ved brug af det beregningsmaessige resultat i analysens fundamentalsatning. Falgende
er den definition, som gives i lerebogen *MAT C til B’, men som er feelles for en lang
reekke leerebgger:

Definition: Lad f veere kontinuert i intervallet [a, b] med stamfunktionen F. Ved det
bestemte integral af £ fra a til b forstas tallet F(b) — F(a), og Vi skriver: [ f f(x)dx =
[F()]§ = F(b) — F(a).

Ved brug af denne definition mister det matematiske resultat og denne del af analysens
fundamentalsaetning sin veerdi som et resultat. En preecis definition findes i form af
eksempelvis definitionen givet af Darboux eller af Riemann jf. afsnit 6. | forbindelse
med Darboux, defineres det forst, hvad det vil sige, at en begrenset funktion er
integrabel (det gvre integral fra a til b af f er lig det nedre integral fra a til b af f) og det
bestemte integral defineres da som denne fallesveerdi (Lindstrem, T., 2006, p. 366).
Definitionen hviler sdledes pa det gvre og nedre integral, som er defineret som hhv.
infimum af oversummerne og supremum af undersummerne, og i forbindelse med
definitionen af over- og undersummerne indgar der ligeledes supremum og infimum for
de verdier den betragtede funktion antager pa det givne interval. Indfgrelsen af
supremum og infimum kraever en dybere forstaelse af fuldsteendigheden af de reelle tal,
R, herunder begreber som en opadtil eller nedadtil begraenset delmangde af R, samt en
gvre og nedre grense for en delmangde af R. Dette indgar ikke i forbindelse med
matematikundervisningen i et dansk gymnasium, og det vil derfor ikke veere muligt at
preesentere eleverne for Darboux’ definition af det bestemte integral.

Riemann har en lidt anden tilgang til definitionen, og som beskrevet tidligere er veerdien
af Riemann integralet den felles greenseveerdi som Riemann-summerne narmer sig nar
den maksimale intervallengde gar mod 0. Grundideen i Riemanns definition er at forsta
integralet af en funktion f over intervallet [a, b] som en feelles grenseveerdi, og dette
virker intuitivt mere Kklart end at inddrage definitionen af det nedre og gvre integral. Det
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vil heller ikke veere muligt at overfere Riemanns definition af det bestemte integral
direkte til en undervisningssammenhang i gymnasiet, og jeg valgte i stedet, at det
folgende skulle indga som en “definition” af det bestemte integral i mit design:

For en pan funktion f pa intervallet [a, b], med en inddeling I: a = x; < x; < - <
Xp—1 < X = b, geelder at:

Jo £ = limg s (f (o) + £ Gi) -+ f Cxp-)) 252

under forudsaetning af at greenseveaerdien eksisterer.

9.2.4 Integrabilitet

Med integrabilitet menes om en given funktion f er integrabel pa et interval, det vil
sige, om det bestemte integral af f eksisterer. De nutidige gymnasiebgger navner ikke
denne vigtige del af integralregningsteorien, og en af grundene til dette kan veere at
samtlige funktioner som gymnasieelever stgder pa er integrable, og det derved er sveert
at definere noget som “alle” funktioner er — set med deres gjne. Med den viden som
eleverne opnar gennem de emner som gar forud for integralregning (jf.
bekendtggrelsen) vil de ikke veere i stand til at forsta en funktion, som ikke er
integrabel. Et eksempel pa en ikke-integrabel funktion er som far naevnt funktionen
f:[0,1] - R defineret ved:

Flx) = {0, nar x er rational
1, nar x er irrational

Hvis en lerer gnsker at inddrage dette eksempel i en undervisningslektion, vil en
meningsfuld definition samt et kendskab til mangden af irrationelle tal i forhold til
rationelle veere en ngdvendig forudsatning. Igen er dette ikke muligt, da
gymnasieelever langt fra er i besiddelse af disse faglige forudsatninger, og dette gjorde
det rigtig vanskeligt at praesentere eleverne for eksistensen af det bestemte integral af en
funktion. Jeg valgte udelukkende at lade integrable funktioner indgd i mit designede
undervisningsforlgb, og jeg kunne i forbindelse med integrabilitet blot konstruere en
opgave, hvori eleverne skulle vise, at funktionen f(x) =x? er integrabel pa[1,2].
Desuden lod jeg leaereren vise, at enhver voksende eller aftagende funktion er integrabel,
0g jeg planlagde, at han i forbindelse med dette skulle kommentere, at de funktioner
eleverne arbejder med i gymnasiet alle er integrable, men at der findes funktioner, som
ikke er det. Jeg habede pa at disse to elementer alligevel vil bidrage til at eleverne blev
bevidste om, at det bestemte integral ikke altid eksistere, og at det er en interessant
matematisk opgave at vise, at det findes eller, at det ikke findes. | forbindelse med dette
spgrgsmal omkring eksistens af det bestemte integral ville der derved ga nogle

37



essentielle og interessante pointer tabt, men dette er desverre ikke uundgaeligt i
forsgget pa at praesentere en detaljeret matematisk teori for gymnasieelever.

9.2.5 Sammenhang mellem integral og stamfunktion

En udfordring som ogsa viste sig i forbindelse med den teoretiske analyse af det
bestemte integral var spegrgsmalet omkring etableringen af sammenhangen mellem
integralet og stamfunktioner. Jeg wvalgte at lade eleverne opdage, at
A'(x) = f(x) for et par givne linegre funktioner og i forleengelse af dette enskede jeg,
at eleverne skulle vise dette resultat for en vilkarlig pen funktion. Jeg var opmarksom
pa, at dette ville veere en udfordring, men jeg valgte at medtage dette, da der var
mulighed for et teknologisk-teoretisk arbejde i forbindelse med denne
bemerkelsesvaerdige sammenhang mellem integral og stamfunktion, hvilket har
relation til mine forskningsspgrgsmal.

9.2.6 Notation og begreber

Afslutningsvist er det veerd at bemarke, at matematisk notation er en vigtig dimension
af det at planleegge et undervisningsforlgb. Faget matematik er specielt et notationstungt
og symbolholdigt fag, og notation er en af de fem kategorier, som elevernes skriftlige
eksamener bliver bedgmt ud fra. Det bliver ligeledes navnt i forbindelse med de faglige
mal, hvor det angives, at eleverne skal kunne handtere formler, herunder kunne
overseatte mellem symbolholdigt og naturligt sprog, og selvsteendigt kunne anvende
symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammenhange og til at lgse problemer med
matematisk indhold (Stx-bekendtgerelsen, Matematik A, bilag x). Lareren bgr derfor i
forbindelse med planlegning af et undervisningsforleb overveje brugen af
symbolholdigt sprog, og veere opmarksom pa, at eleverne har sveart ved at blive
fortrolig med brugen af denne. Det er naturligvis ikke muligt at undga symbolholdigt
sprog og algebraisk notation i forbindelse med undervisning i matematik, men jeg har
forsggt at designe mit forleb med en minimal brug af dette og undlod eksempelvis at
introducere eleverne for summationstegnet. Som far navnt er det en udfordring at
bevare de essentielle teoretiske pointer (fx definitioner og resultater), nar man forsgger
at praesentere en detaljeret matematisk teori for gymnasieelever, og en raekke af de
opgaver, som indgar i mit design er et forsgg pa at realisere et mere teknologisk-
teoretisk arbejde, hvilket kraever brug af algebraisk notation. Jeg forsggte ligeledes at
undga begreber som kontinuitet og under- og oversum, da disse ikke ville kunne
praesenteres pa en acceptabel og praecis made grundet elevernes faglige forudsatninger.
Det skal afslutningsvist bemarkes, at specielt notationen i forbindelse med de
indgaende intervaller og delepunkter viste sig at vaere udfordrende. Eksempelvis valgte
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jeg i forbindelse med inddelingen af et interval [a,b] | n lige store dele, at lade
Xg, X1, ..., X, Svare til de n + 1 delepunkterne saledes, at a = x, 0g b = x,,. Der opstod
herefter et problem i forbindelse med opgaven, hvor eleverne skal vise at A’(x) = f(x)
for en vilkarlig paen funktion £, da det her er naturligt at lade x, betegne et fast punkt i
intervallet [a, b]. Jeg overvejede om det faste punkt skulle betegnes med x;, i stedet, men
i forbindelse med opskrivning af en differenskvotient var eleverne vant til brugen af x,
som det faste punkt. Jeg skiftede mening adskillelige gange, hvilket resulterede i en
notationsfejl i opgave 13, som dog ikke fik konsekvenser i forbindelse med udfarelsen.

9.3 Mal og delmal

Jeg har tidligere neaevnt, at nutidig undervisning i det bestemte integral oftest kun
omhandler de matematiske elementer, som indgar i M0, . Det overordnede mal med mit
design er at give eleverne en mere pracis tilgang til det bestemte integral fra a til b af en
funktion f, hvor definition og eksistens gar forud for beregning af den eksakte veerdi.
Min intention er saledes at fa den lokale matematiske organisation MO, til at leve i
forbindelse med udferelsen af mit design i en 2.g-klasse, og at fa et elevarbejde med
opgaver tilhgrende MO, til at fungere i praksis. | forleengelse af dette er det desuden et
overordnet mal at skabe forbindelsen mellem de to lokale matematiske organisationer,
MO, og M0O,, og mit design skal koncentrere sig om den teoretiske og praktiske blok af
MO,, samt den teoretiske blok af MO, .

For at praecisere dette yderligere, kan fglgende delmal naevnes:

1. Eleverne skal geres opmearksomme pa, at arealbegrebet for nogle
punktmangder er en tvivisom starrelse (Q, 0g Q,).

2. Eleverne skal preesenteres for en mere meningsfuld definition af det bestemte
integral med tilknytning til geometriske betragtninger (I1, og Ty).

3. Der skal etableres en sammenhang mellem det bestemte integral og en funktions
middelveerdi pa et interval (IT5 og Ty).

4. Eleverne skal prasenteres for spgrgsmalet omkring eksistensen af det bestemte
integral (TT; og Tg).

5. Der skal etableres en sammenhang mellem integral og stamfunktion (I1,, Ty, Tg
og Tg).

6. Det skal praesenteres, hvordan den eksakte vaerdi af et bestemt integral findes
(ITp).

Jeg har udarbejdet en kortfattet modelbesvarelse, som er et forsgg pa at ramme en mulig
elevbesvarelse (bilag 2).
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9.4 Inddragelse af CAS i forbindelse med undervisning og leering

| dette delafsnit vil jeg kort kommentere pa brugen af computer algebra systems (CAS),
herunder matematiksoftware som eksempelvis GeoGeobra, i forbindelse med studiet af
matematik i gymnasiet, hvilket er blevet behandlet i adskillige videnskabelige artikler
og bgger. En rekke muligheder og udfordringer er knyttet til brugen af CAS i
forbindelse med undervisning, og jeg vil i det felgende fokusere pa didaktiske
argumenter, der angar den rolle CAS-brug kan spille i relation til elevers lzring.

Jf. ATD kan brugen af CAS-verktgjer i forbindelse med undervisning og lering
umiddelbart relateres til ’teknikker’, og der tales om instrumenterede teknikker nér et
mere eller mindre effektivt veerktgj indgar i teknikken (Gyongydsi, Solovej, Winslaw,
2005).

En umiddelbar fordel ved brugen af et CAS-vaerktgj er dets evne til at lette de ofte
tidskraevende og omhyggelige teknikker udfgrt i handen, hvilket bevirker, at teknikker
udfgrt i handen kun bevare en lille pragmatisk verdi. Desuden vil anvendelsen af et
CAS-veerktgj give eleverne mulighed for at genere, teste, forbedre og udforske
umiddelbare formodninger og hypoteser, samt at eleverne ved hjelp af disse har
mulighed for at modtage en ikke-demmende feedback. Det navnes endvidere af
Gyongyosi, E., Solovej, J., og Winslgw, C. (2011), at brugen af et CAS-veerktgj kan
pavirke elevernes evne til at udforske et matematisk emne pa et hgjere niveau, da CAS-
veerktgjet kan udfagre det mere detaljerede og ofte tidskreevende arbejde. Denne effekt
kaldes lgftestangsprincippet.

| modseatning til de ovenfor navnte potentialer eksisterer der ogsa en raekke
udfordringer og begraensninger. Eksempelvis vil en for ofte brug af et CAS-verktgjet
kunne resultere i, at fokus flyttes fra resultaterne til teknikkerne, hvilket kan pavirke
elevernes evne til at argumentere og redegare. | forbindelse med brugen af CAS har en
reekke studier vist en fiske-opfarsel, som karakteriseres ved, at elever gentager en masse
ustrukturerede forsgg, og ved en manglende bevidsthed om, hvad de gnsker at na frem
til, men i stedet et hab om, at noget interessant og brugbart vil dukke op (Guin, D. og
Trouche, L., 2002). Den sidste begraensning som jeg vil naevne er, at CAS-varktgjet er
ensrettet, og dermed ikke giver svaret pa, hvad outputtet betyder i forhold til inputtet,
hvilket er en begransning af veerktgjets leringsmuligheder, og nogle elever vil vare i
stand til at lgse en raekke opgaver uden at opna en dybere forstaelse for emnet.

Det skal bemarkes at potentialer og begraensninger i nogle tilfelde ikke er to separate
begreber, og eksempelvis kan fiskeopfarelsen give elever mulighed for at komme i gang
med en given opgave, i modsetning til et blankt stykke papir.
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De fagrnaevnte didaktiske argumenter for brug af CAS i gymnasieundervisning antyder,
at man kan opna et mere varieret eller lettere tilgengeligt eksempelmateriale, og i nogle
tilfeelde ligefrem muliggare visse eksempler, grundet den pragmatiske veerdi. Mange
artikler navner, at man derved direkte kan fokusere mere pa forstaelsen af de begreber
og sammenhange, som eksemplificeres. | forleengelse af dette naevner Lagrange, at de
traditionelle teknikker udfert i handen har spillet en veesentlig rolle i forbindelse med
begrebsdannelse, og da disse teknikker anvendes mindre og mindre i forbindelse med
leering, vil der veere et behov for at overveje nye teknikker forbundet til brugen af CAS-
veerktgjer, herunder den mulige epistemiske veerdi, hvilket ikke er let, da matematisk
kultur indirekte er forbundet med teknikker udfart i handen og den er ikke vant til ideen
om, at andre veerktejer kan statte begrebsdannelsen (Lagrange, J.-B., 2005, p. 118).

Dette delafsnit har understreget at der til anvendelsen af CAS i forbindelse med
undervisning og leering er knyttet en reekke udfordringer, og at den pragmatiske og
epistemiske veerdi af traditionelle teknikker skal genovervejes, samtidig med at nye
instrumenterede teknikker skal undersgges og specielt deres mulighed for et epistemisk
bidrag. Jeg valgte i forbindelse med mit design at inddrage matematikprogrammet
GeoGebra, og jeg konstruerede et par opgaver, hvor eleverne skulle benytte dette
program, hvilket er narmere beskrevet og begrundet i den efterfglgende a priori
analyse. Det skal blot navnes, at mit udgangspunkt var at benytte en Applet, da
kommandoerne til beregning af venstre- og hgjresummer i GeoGebra ikke var lette at
finde. Dette lykkedes dog, hvilket var en fordel, da den lante klasse var vant til at
arbejde med GeoGebra.

10. A priori analyse af det designede undervisningsforlgb

I det falgende vil jeg i lyset af den antropologiske teori for didaktik og ved hjeelp af den
opstillede epistemologiske referencemodel analysere de indgaende elevopgaver samt de
leererstyrede introduktioner, institutionaliseringer og opsamlinger, som indgar i mit
design (se bilag 1 for de konstruerede opgaver og bilag 3 — 5 for de enkelte
lektionsplaner).

Det designede undervisningsforlgb bestar overordnet af to dele: Del 1, der omhandler
definition og eksistens af det bestemte integral og Del 2, som omhandler eksakt veerdi af
bestemt integral. Del 1 indeholder 11 konstruerede elevopgaver, og del 2 indeholder 4
konstruerede elevopgaver, og desuden indeholder designet tre lektionsplaner, hvoraf
den farste lektionsplan indeholder en detaljeret beskrivelse af den planlagte udfarelse af
det farste modul (lektion 1 og 2), herunder tidsangivelser, lererrolle og elevrolle i
forbindelse med de indgaende aktiviteter, samt en uddybende beskrivelse af de planlagte
leererstyrede introduktioner, opsamlinger og institutionaliseringer. Den anden
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lektionsplan omhandler det andet modul (lektion 3 og 4), og den tredje lektionsplan
omhandler det tredje modul (lektion 5 og 6).

I lektionsplanerne kan det ses, at jeg planlagde, at elevarbejdet skulle veere adidaktisk,
og jf. Brosseau er adidaktiske situationer leeringssituationer, som muligger et
selvsteendigt elevarbejde, hvilket vil sige, at lererens indgriben i elevernes arbejde er
fuldsteendig fravaerende (Brosseau, G., 1997). Da lareren i forbindelse med udfarelsen
af dette undervisningsforlgb er til stede i klasserummet og eleverne derved har mulighed
for at inddrage ham, er det ikke egentlige adidaktiske laeringssituationer jeg refererer til
I mit speciale, men blot at lzereren forsgger at begranse sig til udelukkende at besvare
opklarende spgrgsmal om, hvordan opgaverne skal forstas. Grunden til, at jeg valgte at
lade eleverne arbejde selvstendigt med opgaverne skal findes i mine
forskningsspgrgsmal. Kort beskrevet var en del af formalet med dette speciale at
undersgge om en alternativ tilgang til det bestemte integral kunne fa MO, til at leve i
gymnasial sammenhzng, og jeg @nskede, at de to lokale matematiske organisationer
MO; og MO, samt linket mellem disse skulle udvikles. Desuden @nskede jeg at
undersgge, hvilke muligheder, vanskeligheder og udfordringer der er forbundet med det
fernevnte, samt undersgge realiseringen af den didaktiske proces. Jeg mener, at det
adidaktiske elevarbejde i langt hgjere grad, end eksempelvis en lerestyret forelaesning,
vil kunne danne en fornuftig baggrund for den efterfalgende a posteriori analyse, samt
for konklusionen pa mine forskningsspgrgsmal.

| forbindelse med afsnit 4.3 beskrev jeg, at en matematematisk organisation udvikles
gennem en didaktisk proces, som kan karakteriseres ved seks faser: det fgrste mgde,
udforskningsfasen, den tekniske fase, den teknologiske-teoretiske  fase,
institutionaliseringsfasen og evalueringsfasen, som ikke ngdvendigvis skal optraede i en
homogen struktur, men som godt kan indtreeffe flere gange og med varierende
intensitet. Designet kan dermed ikke analyseres som en raekke af didaktiske processer,
hver bestdende af alle seks faser, men naermere som en didaktisk proces, hvori fem af
faserne indtreeffer skiftevis i mere eller mindre komplette realiseringer. Det skal
bemerkes, at evalueringsfasen, som bestar af en kritisk vurdering af teknikker og
teknologier ikke indgar i designet, da en sadan vurdering af teknikkernes reekkevidde og
mulige alternative teknikker, langt fra kan foretages i gymnasiet.

Designet har naturligvis en linezr tidsdimension, og eleverne skal fra A (deres
udgangspunkt, som indeholder en allerede etableret viden) til B via mit design. Denne
vej skal opfattes som en proces, hvorigennem teknikker, teknologier og teorier udvikles
labende og dermed som et breet af felter, der langsomt bliver udfyldt.
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10.1 Del 1: Definition og eksistens af bestemt integral
Opgave 1 var et forsgg pa at lade eleverne mgde de store spargsmal, som blev anfart i
den epistemologiske referencemodel:

Qo: Hvad menes der med arealet af en forelagt punktmangde?
Q: Findes arealet af en forelagt punktmengde?
Q,: Hvordan findes arealet af en forelagt punktmangde?

Disse skulle saledes motivere arbejdet med forlgbet, og opgave 1 skulle udgere den
forste af de seks faser i den didaktiske proces, det farste made, hvor eleverne skulle
diskutere begrebet areal pa baggrund af fglgende tre spgrgsmal:

« Tegn tre figurer som I kan beregne arealet af, og forklar hvordan arealet beregnes.

. Diskutér om de tre punktmengder pa naste side har et areal, og hvis ja, om | kan
beregne arealet.

« Huvis vi antager, at de tre punktmangder har et areal, hvad kunne | sa sige om disse tal?
Angiv fx nogle tal, der er starre eller mindre end arealerne, geet pa hvad veerdierne ca.
kunne vere, osv.

Delopgave 1.1, *Tegn tre figurer som | kan beregne arealet af, og forklar hvordan
arealet beregnes’ skulle minde eleverne om de teknikker, som de allerede var bekendt
med. Disse teknikker skulle efterfalgende benyttes til at udvikle ufuldstendige
teknikker til at bestemme en eksakt eller tilnermet veerdi, som ville kunne tilskrives
arealet af de tre punktmangder nedenfor.

Figur 8: De tre figurer, som indgar i opgave 1

Udforskningsfasen skulle fortsatte i forbindelse med den planlagte opsamling af opgave
1, hvor eleverne skulle dele deres overvejelser og ufuldstendige teknikker, og hvor
lereren skulle forsgge at fa eleverne til at holde fast i opdelinger ved hjelp af
rektangler.

| opgave 2, 3 og 4 blev det ngdvendigt at guide eleverne, set i forhold til de
forskningsspgrgsmal jeg arbejdede ud fra samt den valgte teoretiske ramme. Jeg valgte
at konstruere tre opgaver omkring bestemmelse af en delintervalleengde samt beregning
af en venstre- og hgjresum for henholdsvis en aftagende og en voksende funktion, og
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disse skulle saledes konkretisere elevernes arbejde med udforskningsfasen. Det tekniske
arbejde skulle, ved brug af allerede kendte teknikker, hjelpe eleverne til at udvikle en
upraecis teknik relateret til de store spgrgsmal, Q,: Hvad menes der med arealet af en
forelagt punktmangde og Q,: Hvordan findes arealet af en forelagt punktmangde?

Desuden skulle de tre opgaver forberede eleverne pa leererens institutionalisering det
bestemte integral fra a til b af en funktion f som graenseveerdien for venstresummen, nar
antallet af intervalinddelinger gar mod uendelig. En sidste grund til konstruktionen af
opgave 2, 3 og 4 var, at disse skulle lette og danne grundlag for arbejdet med
matematikprogrammet GeoGebra. Jeg havde planlagt en kort opsamling efter opgave 3,
hvor lereren skulle understrege forskellen pa en venstre- og hgjresum og opskrive
venstresummen fra opgave 3 med algebraisk notation pa tavlen, igen for at forberede
eleverne pa de naeste opgaver.

| den efterfglgende opgave 5 lod jeg eleverne inddrage CAS-veaerktgjet GeoGebra, da de
gennem de forrige opgaver havde udviklet praktiske midler til at kunne evaluere pa de
resultater de ville opna ved hjelp af de instrumenterede teknikker, og dette ville
endvidere sikre, at eleverne ville veere bevidste om, hvordan resultaterne i GeoGebra var
fremkommet. Jeg sa en reekke fordele ved at inddrage GeoGebra, og den farste af disse
var, at eleverne skulle benytte GeoGebra til at verificere en tidligere beregnet venstre-
og hgjresum. Desuden mente jeg, at de tilhgrende visuelle illustrationer, som vises i
GeoGebra kunne stgtte begrebsdannelsen i forbindelse med begreberne venstre- og
hgjresum, og jeg var saledes opmeerksom pa, jf. leereplanens afsnit 3.3 (bilag 10) at
CAS-varktgjer ikke blot benyttes til at udfgre komplicerede beregninger, men ogsa
understgtter feerdighedsindlaering og matematisk begrebsdannelse.

Ved hjeelp af GeoGebra kan en given sum for eksempelvis 100 intervalinddelinger nemt
og hurtigt beregnes, hvilket ger det muligt at undersgge summerne for et stort antal
delintervaller og derved muliggare eksempler, som ikke ville kunne betragtes ved brug
af udelukkende ikke-instrumenterede teknikker. | forleengelse af dette var det klart en
fordel, at GeoGebra desuden kunne illustrere og synliggere den falles graenseverdi for
venstre- og hgjresummen (nar antallet af intervalinddelinger gges). Den sidste fordel jeg
ansa som vasentlig var, at arbejdet med de instrumenterede teknikker ville gere det
muligt at realisere et elevarbejde pa et teknologisk-teoretisk niveau omkring
sammenhangen mellem summerne og et voksende antal intervalinddelinger, samt
negative summer. Jeg habede séaledes pa, at eleverne kunne forbinde praktiske og
teoretiske aspekter omkring venstre- og hgjresummer, og at dette samtidig ville udvikle
en bedre forstaelse for de to begreber.

I lyset af ATD indgar bade den tekniske fase og den teknologiske-teoretiske fase saledes
i opgave 5, 6 og 7. Hver af de tre opgaver bestar af en indledende teknisk fase,
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hvorigennem eleverne kan udvikle de instrumenterede teknikker, og en efterfglgende
teknologisk-teoretisk fase, i hvilken eleverne kan opbygge en teknologi, som forbinder
og beskriver teknikkerne.

Eksempelvis ger opgave 5 det muligt at udvikle en instrumenteret teknik til at udregne
henholdsvis venstre- og hgjresummen for funktionen f(x) = +/x, for 4, 10, 50, 100 og
500 inddelinger af intervallet [0,4]. P4 nedenstaende figur illustreres det, hvad der vises
i GeoGebra, nar venstresummen gnskes bestemt for 10 og 50 inddelinger.

7 GeoGebrs 7 GeoGetrs

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktaj Vindue Hjeelp Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktej Vindue Hjzelp
KRN EEN S e o 3 Y ) ) S 1 e
» Algebra vindue * Tegneblok * Algebra vindue” ' Tegneblok
Funktion Funktion T
) = VX 2 | =vE 2 -
Numerisk =T Numerisk A
»a=4.88 15 T *a=525 151 il
A - /.//
1 //,./ 11 . P
05 / 05| A HH
ol A‘J‘ |
0051 15 2 25 3 35 4 0051 15 2 25 3 35 4

Figur 9: Beregning af venstresum vha. GeoGebra

Intentionen var, at de efterfalgende teknologiske spergsmal disse spargsmal
eksempelvis omkring sammenhangen mellem en venstresum og antallet af
intervalinddelinger, ville igangsette en diskussion i elevgrupperne, og at tabellen med
de ufyldte summer ville give anledning til en reekke elevkommentarer.

Begrundelsen for konstruktionen af opgave 7 var, at teorien omhandlende summer ikke
skulle begranses til blot at omhandle positive monotone funktioner, men at eleverne
ogsa skulle prasenteres for en ikke-monoton funktion, som derudover ogsa antager
negative funktionsveerdier pa det givne interval. Funktionen som jeg valgte var f(x) =
cos(x), og intervallet var [1,4]. Opgaven skulle vise, at det ligeledes er muligt at
beregne venstre- og hgjresummer og at disse begreber er meningsfulde for en ikke-
positiv funktion. Endvidere skulle opgaven give anledning til at observere og diskutere
negative venstre- og hgjresummer. Det afsluttende spergsmal i denne opgave var at
begrunde de negative summer, og tanken var, at realisere et teknologisk arbejde, hvor
eleverne skulle inddrage det foregaende arbejde — specielt beregningerne af summerne
udfart i handen.

I relation til den epistemologiske referencemodel skulle arbejdet med opgave 5, 6 og 7
have relation til de store spgrgsmal Q,: Hvad menes der med arealet af en forelagt
punktmangde? og Q,: Hvordan findes arealet af en forelagt punktmaengde? (hvor, som
nevnt i referencemodellen, at den forelagte punktmangde her er begranset af grafen for
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en given funktion). Desuden omhandler arbejdet med opgave 5, 6 og 7
hovedproblemtypen I1,: Hvad menes der med det bestemte integral af en funktion f fra

a til b, dvs. f;f(x)dx?, samt opgavetypen T,: Giv en meningsfuld definition af, hvad

der menes med fab f(x)dx.

Efter elevernes arbejde med opgave 7 planlagde jeg en klassediskussion mellem lzereren
og eleverne, hvor et mere teoretisk arbejde kunne realiseres. Opsamlingen skulle
indledes med en diskussion af elevernes observationer herunder venstre- og
hgjresummernes feelles greenseveerdi, og desuden skulle leereren understrege, at eleverne
nu havde udviklet en teknik til at bestemme en tilneermet veerdi af et givent areal (under
antagelse af, at det findes) og institutionalisere fglgende:

For en paen funktion f defineret pa intervallet [a, b], med en inddeling I:a = x, < x; <
e < xpq < x, = b, gelder:

b—a
n

b
| Feodx = lim (£Gw) + ) + -+ fOn1))-

Denne institutionaliseringsfase skulle sdledes delvist besvare opgavetypen T,: Giv en
meningsfuld definition af, hvad der menes med f;f(x)dx.

Tanken med den efterfglgende opgave 8 var, at lade eleverne etablere en forbindelse
mellem integral og en funktions middelveerdi pa et givent interval, og derved opna en ny
fortolkning af det bestemte integral, og dermed omhandler opgave 8
hovedproblemtypen I15: Etabler en sammenhang mellem integralet og en funktions

middelveerdi og opgavetypen T;: Redeger for at ﬁ f;’ f(x)dx kan opfattes som
middelvaerdien for £ pa intervaller [a, b].

Opgave 8 bestdr af en indledende teknisk fase, hvor funktionen f(x) =§, og tre

inddelinger af intervallet [2,5] betragtes. Eleverne skulle udvikle en teknik til at
bestemme arealet af et rektangel, som var fremkommet ved en intuitiv forestilling om,
at de tre rektangler, som angiver venstresummer, kan udglattes til et udglattet rektangel.
| forleengelse af den tekniske fase bestar opgaven af en mere teknologisk-teoretisk fase,
hvor den netop udviklede teknik skal generaliseres, og der betragtes derfor en vilkarlig
funktion f og n inddelinger af intervallet [a, b].

Formalet med den efterfglgende opsamling var, at eleverne ved hjalp af lereren skulle
na det teoretiske niveau, hvor laereren skulle gare et forsgg pa at bringe mening til det
felgende:
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0 1 n-1 1 b
lim(f(x)+f(x)+ +fx )>=b—aLf(x)dx

n—-oo n

Leereren skulle institutionalisere, at tallet ﬁf: f (x)dx kunne opfattes som en funktions

middelveerdi pa det givne interval samt den verdi, som ville angive hgjden af det
”intuitive udglattede rektangel”.

Den naste hovedproblemtype jeg planlagde, at eleverne skulle arbejde med var I1;:
Givet en funktion f, afger om f;’ f(x)dx findes og den tilhgrende opgavetype Tg: Givet

en funktion £, vis at fabf(x)dx findes. Gennem opgave 9 og 10 skulle eleverne udforske

0og udvikle en umiddelbar teknik til opgavetypen Tg. Det tekniske arbejde skulle
omhandle differensen mellem en raekke venstre- og hgjresummer for henholdsvis

funktionen f(x) = vx og f(x) =§, og det efterfalgende teknologiske arbejde skulle

bestd i at redegere for de negative differenser samt at kommentere sammenhzangen
mellem differensen og antallet af delintervaller. Afslutningsvist skulle det begrundes,
hvorfor det ikke er den samme differens der bliver negativ i opgave 9 som i opgave 10.
Igennem dette arbejde skulle eleverne opbygge en teknologi, som kunne forbinde de
udviklede teknikker, og gere eleverne i stand til at forklare og kommentere pa disse
samt pa de tilhgrende resultater.

Den efterfalgende opsamling skulle besta i, at leereren skulle gare det klart for eleverne,
at det grundet deres nuvaerende faglige niveau ikke er muligt at praesentere en precis
definition af, for hvilke funktioner det bestemte integral fra a til b findes, men at det
findes for alle pane (fx voksende eller aftagende) funktioner. | forleengelse af dette
skulle lzereren institutionalisere, at man viser, at en pan funktion er integrabel ved at
godtgare for, at differensen mellem hgjre- og venstresummerne gar mod 0, nar antallet
af intervalinddelinger gar mod uendelig, dvs. |H,, — V,,| = 0 for n — oo. Der skulle
saledes ikke gives en fuldstendig redegerelse for teknikkerne tilhgrende

hovedproblemtypen I1,: Givet en funktion f, afggr om fff(x)dx findes og de to
opgavetyper, Tg: Givet en funktion f, vis at f: f(x)dx findes og T¢: Givet en funktion f,

vis at f;f(x)dx ikke findes. Afslutningsvist skulle lzereren relatere det forrige til den

feelles graensevaerdi eleverne tidligere havde arbejdet med i et forsgg pa at give eleverne
en forstaelse af sammenhzngen mellem de tre store spergsmal og
hovedproblemtyperne.

Opgave 11 omhandler ogsa hovedproblemtypen I1;: Givet en funktion f, afger om
[7 f()dx findes, og opgavetypen Tg: Givet en funktion £, vis at f7 f(x)dx findes.
Opgaven tager udgangspunkt i funktionen f(x) =x? pa intervallet [1,2] og fem
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intervalinddelinger, og det skal da vises, at funktionen f(x) = x? er integrabel pa [1,2].
De to ferste delopgaver bestar i at opskrive og reducere udtrykket for differensen
mellem hgjre- og venstresummen og indse, at summerne indeholder de samme led

bortset fra leddet f(b) bn;“ i den farste sum, og leddet f(a) b%‘ i den anden sum.

Herefter @ndres antallet af intervalinddelinger fra tre til n, og afslutningsvist skal
greensevardien for differensen for n gaende mod uendelig diskuteres, sa det kan
konkluderes, at funktionen er integrabel. Tanken bag opgave 11 var, at denne skulle
veere en fortsettelse af det tekniske arbejde fra de to forrige opgaver, og at eleverne
skulle udforske, udarbejde og blive fortrolige med en konkret teknik, og specielt skulle
opgaven forberede eleverne pa det teoretiske niveau, som lereren ville praesentere dem
for i den efterfalgende opsamling.

Under denne opsamling skulle leereren praesentere eleverne for et teknologisk-teoretisk
niveau ved at gennemga beviset for, at enhver funktion er integrabel og supplere dette
med nedenstdende figur, sa argumentet blev klarere og maske lettere for en stgrre del af
Klassens elever.

fx)

1k

f®) = f@

INEE

]

-

a b x
Figur 10: Hlustration til beviset for, at enhver monoton funktion er integrabel

Det skal bemarkes, at jeg bad lereren undgd brugen af ordet monoton, og i stedet
praesentere saetningen som at enhver voksende eller aftagende funktion er integrabel, da
et af malene med designet var at befordre den tilsigtede viden med et minimalt brug af
matematiske begreber og matematisk notation. Desuden noterede jeg i lektionsplanen, at
beviset skulle udfares i feellesskab med eleverne, og begrundelsen for dette skal hentes i
mine forskningsspergsmal. Argumentet for at enhver voksende eller aftagende funktion
er integrabel, var en del af den tilsigtede viden, og netop elevernes kommentarer,
spgrgsmal og overvejelser (som ville komme til udtryk under den felles gennemgang)
ville afslgre didaktiske muligheder, begrensninger og udfordringer og samtidig gare
det muligt at vurdere, hvorvidt elever kan opna en mere precis tilgang til spargsmalet
vedrgrende definition og eksistens af det bestemte integral. Grundet elevernes forrige
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arbejde med opgave 11 mente jeg, at det skulle vaere muligt at inddrage eleverne og fa
dem til at forsta og kommentere de enkelte trin.

Afslutningsvist skulle lereren gentage, hvad der forstas ved det bestemte integral fra a
til b af en funktion f, samt hvordan det vises, at en pean funktion f er integrabel, og
derved ville denne institutionaliseringsfase blive den afsluttende fase i forhold til
udviklingen af den lokale matematiske organisation MO,.

10.2 Del 2: Eksakt vaerdi af bestemt integral

Intentionen med den farste del af det designede undervisningsforlgb var at fa den
matematiske organisation MO, til at leve i en gymnasial sammenhang og fa givet
mening til arealet under grafen for en funktion i form af det bestemte integral. Dette
ville bevirke, at nye teoretiske spgrgsmal ville melde sig — teoretiske spargsmal knyttet
til algebraen for funktioner og dermed knyttet til MO;. Desuden skulle del 2 motivere
det store spergsmal, Q,: Hvordan findes arealet af en forelagt punktmangde? samt

hovedproblemtypen I1,: Bestem den eksakte veerdi af ff f(x)dx for en given funktion f
defineret pa intervallet [a, b], tilhgrende MO, .

Ideen med den anden del af forlgbet var at etablere linket mellem M0, og MO, samt
primeert at realisere et arbejde med den teoretiske blok af MO,. Del 2 skulle indledes
med en introduktion af funktionen A(x), og denne skulle defineres pa falgende made:
A(x) = f;f(t)dt, hvor funktionen f betragtes pa intervallet [a,b], 0 a < x < b.
Desuden skulle lereren gare eleverne opmarksomme pa, at x nu ville betegne den gvre
greense for integralet, og der derfor ville vare behov for et variabelskift. Afslutningsvist
skulle lzereren forklare sammenhangen mellem funktionen A(x) og et givent areal under
en graf, samt fa eleverne til at overveje, hvorfor A(a) = 0.

Denne introduktion skulle gare eleverne i stand til at pabegynde et fornuftigt arbejde
med opgave 12, som omhandler hovedproblemtypen II,: Etabler en sammenhang
mellem integral og stamfunktion, og arbejdet med opgavetypen Tp: Hvis A(x) =
fa"f(t)dt (for en pen funktion f), hvad kan du da sige om A’? Jeg planlagde, at hver
gruppe skulle bestemme A(1) for en given lineeer funktion, men valgte at gruppernes
lineere funktioner skulle vare forskellige i habet om at eleverne ville indse, at
sammenhangen A’ (x) = f(x) gelder i almindelighed.

Den tenkte teknik til at beregne A(1) var at opdele omradet under grafen i to figurer, et
rektangel og en trekant — to figurer som eleverne ville kende arealformlerne for.
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Figur 11: Opdeling af omradet, som betragtes i opgave 12

Efterfalgende skulle den samme strategi benyttes til at bestemme et udtryk for A(x),
som herefter skulle differentieres. Afslutningsvist bestar opgave 12 i at kommentere pa
det differentierede udtryk, og derved skabe en teknologi, som forbinder teknikken til at
finde et udtryk for A(x) og teknikken til at differentiere A(x). Ideen var at opgave 12
endvidere skulle forberede eleverne pa det efterfglgende teoretiske arbejde.

Jeg planlagde en kort opsamling af denne opgave, hvor hver elevgruppe pa tavlen skrev
deres funktion f(x) samt det differentierede udtryk for A(x). Laereren skulle herefter i
relation til hovedproblemtypen II,: Etabler en sammenhang mellem integral og
stamfunktion institutionalisere, at der i almindelighed gelder, at hvis f er en pa&n
funktion defineret pa intervallet [a, b], da er A(x) differentiabel, og 4’(x) = f(x).

| forleengelse af denne korte institutionaliseringsfase planlagde jeg, at eleverne i opgave
13 skulle arbejde med opgavetypen Tg: Vis at A’(x) = f(x), for en paen vilkarlig
funktion f, og derved udvikle en teori samt forberede den efterfglgende
institutionalisering. Specielt skulle det i forbindelse med denne opgave kommenteres, at
hvis en funktion f betragtes pa et meget lille interval vil funktionen veere enten
voksende eller aftagende pa dette lille interval, og at en voksende eller aftagende
funktion f pa et meget lille interval kan betragtes som nasten konstant. P& baggrund af
dette samt definitionen af det bestemte integral bestar opgave 13 i at redeggre for det
falgende:

o Alxg+h) —Ax) = f;‘;*" f(t)dt

o [ F(©)de ligger mellem £(xo) - h 0g f(xo + k) h

Xo

* f;:°+hf(t)df = f(x,) - h, for sma verdier af h

Konklusionen pa opgave 13 er at bestemme differentialkvotienten for A i punktet x, og
derved fuldende beviset. Da jeg konstruerede denne opgave var jeg sikker pa, at den
ville volde problemer for mange af eleverne i forbindelse med udferelsen af det
designede undervisningsforlgb, men jeg havde en ide om, at et par fagligt steerke elever
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ville kunne producere et rimeligt lgsningsforslag. Hvis det var muligt, gnskede jeg, at en
elev skulle institutionalisere det teoretiske resultat og det tilhgrende bevis, men i
lektionsplanen kommenterede jeg, at lsereren havde mulighed for at reagere undervejs,
for at sikre en faglig acceptabel institutionaliseringsfase. Afslutningsvist gnskede jeg at
lereren papegede at argumentet geelder for en vilkarlig funktion pa trods af, at opgaven
tog udgangspunkt i en positiv funktion.

Eleverne havde forinden mit forlgb arbejdet med stamfunktioner og kendte til at en
funktion F kaldes en stamfunktion til funktionen £, hvis F’(x) = f(x), og hvis F, og F, i
et interval er stamfunktioner til en funktion f, er forskellen F, — F, konstant. Pa
baggrund af dette mente jeg, at eleverne ville finde opgave 14 tilgengelig. Opgaven
skulle omhandle hovedproblemtypen I1,: Bestem den eksakte veerdi af f;f(x)dx for en
given funktion f defineret pa intervallet [a,b] tilhgrende MO1, men arbejdet var
relateret til opgavetypen Tg: Hvis A(x) = fa’“ f()dt (for en pen funktion f), hvad kan du
da sige om A(b)?

Eleverne skulle gennem en rakke konstruerede delopgaver na frem til fglgende
teoretiske resultat: Hvis £ er en pan funktion defineret pa intervallet [a, b], 0g F er en
stamfunktion til f, da gelder A(b) = F(b) — F(a). Teknikken til at udfgre argumentet
for dette resultat tilhgrer den praktiske blok af MO,, men resultatet tilhgrer den
teoretiske blok af M0;. Jeg kommenterede i lektionsplanen, at leereren matte vurdere
om eleverne havde behov for en opsamling for at fa praciseret og institutionaliseret
argumentet yderligere.

Den sidste opgave som jeg konstruerede i forbindelse med dette design var opgave 15,
som i forleengelse af den forrige opgave ligeledes omhandler hovedproblemtypen II,:
Bestem den eksakte veerdi af f: f(x)dx for en given funktion f defineret pa intervallet
[a, b]. Eleverne skulle pa et praktisk niveau anvende den udviklede teori til at beregne
AQ2) = foz.s f(t)dt eksakt for funktionen f(t) = % og tanken bag dette tekniske arbejde
var, at dette skulle muliggere en konsolidering af den nyetablerede teori. | relation til
den epistemologiske referencemodel vil teknikken tilhgrende denne opgave vere en
sammensetning af delteknikkerne z,: f;f(t)dt = F(b) — F(a),hvor F' = f 0Q 14: Tabel
over stamfunktioner for “elementere” funktioner, 0g derved kan den opgavetype, som
indeholder opgave 15 karakteriseres ved Tye.

Som afslutning pa opgave 15 og derved pa hele forlgbet gnskede jeg, at en
institutionaliseringsfase skulle realiseres. Jeg planlagde, at lzereren skulle understrege, at
det forrige resultat gjorde det muligt at bestemme en eksakt verdi af et bestemt integral,
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og herefter skulle leereren give en tydelig identifikation og definition af de to lokale
matematiske organisationer.

11. Metodologi

Mine forskningsspargsmal, som indgar i problemformuleringen beskriver, hvad jeg
gnsker at undersgge i forbindelse med dette speciale og specielt i forbindelse med
udferelsen af designet, og jeg valgte i forbindelse med udferelsen at indsamle en
mangde af data, som senere skulle behandles og analyseres. Jeg vil i dette afsnit kort
kommentere pa de valg jeg tog i forbindelse med dette.

Jeg valgte at indsamle data i form af lydoptagelser af udvalgte gruppers arbejde med
opgaverne, elevernes skriftlige besvarelser, samt videooptagelser af de falles
introduktioner, institutionaliseringer og opsamlinger. | de farste to lektioner foretog jeg
lydoptagelser af alle grupper, for pa baggrund af disse at udvalge fire grupper, som jeg
optog i de resterende seks lektioner. De fire grupper blev udvalgt saledes, at (1) det
faglige niveau i de fire grupper var varierende, (2) de udvalgte grupper arbejdede intenst
og serigst, (3) grupperne havde en god evne til at diskutere de givne opgaver, og (4) de
deltog aktivt i forbindelse med laererstyrede opsamlinger ved tavlen. Grunden til jeg
valgte at fokusere pa fire grupper var, at jeg ikke ville have tid til at behandle en starre
maengde af data. Endvidere valgte jeg efter hver lektion at kopiere elevernes
individuelle besvarelser. Jeg havde forinden gjort eleverne opmarksomme pa, at de kun
skulle skrive pa de udleverede opgaveark, og at der var indsat tekstbokse til eventuelle
noter i forbindelse med de lgbende introduktioner, institutionaliseringer og opsamlinger.
Det sidste data jeg indsamlede var de videooptagelser jeg optog under alle
introduktioner, institutionaliseringer og opsamlinger, hvor bade lereren og eleverne
deltog. Andet data kunne have veeret indsamlet, eksempelvis kunne jeg have valgt at
interviewe leereren samt eleverne, eller jeg kunne have afsluttet forlgbet med en prove,
men den udvalgte dataindsamling virkede fornuftig set i forhold til mine
forskningsspgrgsmal.

Den efterfglgende databehandling bestod i at analysere den indsamlede mangde af data,
og derved danne grundlag for en a posteriori analyse. Far jeg kunne foretage en sadan
analyse gjorde jeg mig det klart, hvordan jeg skulle bearbejde og behandle det
indsamlede data, og hvad jeg (lgst sagt) ledte efter. Begrundelsen for min
dataindsamlingen og databehandling skal findes i mine forskningsspargsmal, som
dannede nogle konkrete og velbegrunde rammer for, hvilket data jeg @nskede at
indsamle samt, hvordan dette efterfalgende skulle analyseres.
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12. A posteriori analyse af den realiserede didaktiske proces

| det fglgende vil jeg analysere det observerede elevarbejde, som indtraf i forbindelse
med udfgrelsen af det designede undervisningsforlgb omkring det bestemte integral. A
posteriori analysen skrives pa baggrund af det indsamlede data, som udggres af en
reekke videooptagelser af de feelles introduktioner, institutionaliseringer og opsamlinger,
de enkelte elevbesvarelser samt lydoptagelser af udvalgte gruppediskussioner. Desuden
refereres der lgbende til den epistemologiske referencemodel, og det skal bemarkes at
bilag 6 indeholder en tabel, hvori den realiserede didaktiske proces er simplificeret og
konkretiseret. Desuden vil der indgad en raekke uddrag fra de transskriberede
lydoptagelser og videooptagelser, og i det fglgende vil de angivne sekvenser vere at
finde i bilag 7, som indeholder transskriberinger af elevarbejdet, og nar der refereres til
en given opsamling, vil hele transskriberingen af denne veere at finde i bilag 8.

12.1 Lektion 1 og 2

Ifalge den antropologiske teori for didaktik kreever enhver didaktisk proces et farste
mgde med den matematiske organisation som gnskes skabt. Som beskrevet i a priori
analysen udgjorde opgave 1 i designet dette fgrste mgde, som viste sig kun delvist at
fungere. Eleverne skulle diskutere om de tre punktmangder i deres opgaveark havde et
areal, og hvis de mente dette, skulle de herefter fremsatte mulige ufuldstendige
metoder til at beregne disse tre arealer. Det, der uden tvivl fejlede var, at eleverne straks
forsggte at bestemme arealerne, i stedet for forst at diskutere om disse arealer fandtes.
Opgaven formaede saledes ikke at fa etableret en diskussion af de to store spgrgsmal
Qo: Hvad menes der med arealet af en forelagt punktmaengde? og Q,: Findes arealet af
en forelagt punktmangde? En del grupper kommenterede slet ikke pa diskussionen af
Q. som opgaven bad om, mens andre hurtigt og (ud fra deres tonefald at bedgmme)
indlysende konkluderede, at de tre punktmengder selvfalgelig havde et areal. Hvorfra
eleverne havde denne Kklare opfattelse, vil jeg ikke diskutere i dette speciale. Fglgende er
et uddrag af transskriberingen af sekvens 1 (bilag 7), og illustrerer netop det far
beskrevne:

Elev B laeser opgaveformulering til delopgave 2.

« Elev B: Det har vi ikke lert jo.

« Elev A: Diskuter om de pa naeste side har et areal.

« Elev C: Og hvis ja, kan | beregne.

« Elev A: Narh vi skal bare se om vi kan beregne arealet af de her.

« Elev B: Det kan vi godt jo. Altsa hvis vi har to punkter pa den jo, ikke? Sa kan vi godt
jo. Det tror jeg ikke er noget problem.

« Elev C: Hvordan vil du sa regne, altsa, det farste.
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« Elev B: Jamen det eneste vi skal, er overvejelser om det er om, hvad hedder det, om vi
godt kan.

« Elev C: Det tror jeg godt man kan.

« Elev A: Altsa alle sammen har et areal jo.

« Elev C: Det kan godt veere de har et areal, men hvilken formel kan vi sa bruge for at
regne det her ud.

« Elev B: Det er det, der er spgrgsmalet, men vi skal teenke pa det, for vi kan ikke
argumentere for det, fordi vi ikke har lsert om det.

« Elev A: Alle har et, man skal bare bruge sin gh baggrundsviden.

. Elev B: Ok, sa vi siger alle har et areal, og derfor kan man godt lave overvejelser.

« Elev A: Problemet er bare om vi kan beregne arealet. Vi kan putte det ind i en computer
og finde arealet.

Den efterfglgende udforskningsfase fungerede godt, da eleverne havde mange bud pa
mulige teknikker til at bestemme en tilneermet veerdi til arealet af de tre punktmangder,
og der var en klar forbindelse mellem deres overvejelser og delopgave 1.1 (tegn tre
figurer som | kan beregne arealet af og forklar, hvordan arealet beregnes). Falgende
uddrag er igen taget fra sekvens 1, og elevgruppen diskuterer her, en teknik til at
bestemme de tre arealer, som de bestemt mener findes:

« Elev B: P4 en computer kan vi, kan vi nemt regne... Jeg har skrevet, pa en computer
kan vi nemt regne arealet af alle tre figurer.

« Elev A: Men gh jeg tenkte pa.

« Elev B: Men problemet er sa, hvordan man kan gere det teoretisk.

« Elev A: De er sveere at beregne arealet af. Man skal dele dem op.

« Elev C: Hvordan vil du dele dem op?

« Elev B: Vi kan regne det ud teoretisk.

« Elev C: Det vil sige halvdelen af den, og sa regner du den ud, og sa den ud.

« Elev A: Vi laver bare flere af de her altsa.

« Elev B: Jeg tenkte pa, vi kan ogsa dele dem op, altsa hvor vil vi finde arealet fra jo.
Altsa hvis det for eksempel er her til her ikke, sa skal vi bruge de her to rum til noget jo.

« Elev C: Jeg tror ikke vi kan, altsd, jeg tror ikke der er en formel, som det kan beregnes
med. De her skave figurer.

« Elev A: Jo, vi kan godt finde arealet af dem.

« Elev B: Det er problemet, hvordan vi skal gare teoretisk. Hvilken formel.

Elevdiskussion viser saledes tydeligt, at eleverne godt kan se, at der er et problem, og at
de hurtigt gnsker at dele punktmangderne op i flere dele. Desuden kommenterer elev A,
at de bare skal lave flere af de her, hvilket antyder, at de har fat i en tilneermelsesproces,
som dog ma siges at veere ustruktureret og ufuldsteendig. Mine feltnoter, de skriftlige
elevbesvarelser og de 9 lydoptagelser understreger, at de to tidligere eksempler viser det
generelle billede af elevarbejdet med opgave 1.
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Videooptagelsen af opsamlingssessionen af opgave 1 viser tydeligt, at eleverne var
engagerede og mange elever deltog aktivt. Transskriberingen af denne videooptagelse
afslarer, at opsamlingen ikke indeholder en diskussion af om de tre punktmangder har
et areal, hvilket der vendes tilbage til i forbindelse med diskussionen af forlgbet i afsnit
13. Lereren lod lgbende elever komme til tavlen og vise deres bud pa en umiddelbar
teknik til at bestemme det areal, som de mente fandtes. En fzlles teknik for alle grupper
var at inddele den givne punktmengde i flere forskellige kendte figurer, og nedenfor ses
et par eleveksempler pa dette.

Figur 12: Elevforslag til delopgave 1.1

Foruden videooptagelsen af opsamlingen, findes i bilag 8 en transskribering af hele
opsamlingssessionen *Opsamling af opgave 1°, hvorfra fglgende stammer:

« Leereren: Ja rektangel, den tager vi ogsa. Godt, hvis vi nu gar over til de her tre figurer
her, kan vi pa nogen made komme i gang med at beregne arealet af sddan nogle?

« Elev C: Vi ved de alle sammen har et areal ikke, og sa figur 2 for eksempel, sa kan man
farst dele den op i rektangler, og sa kan du dele den op i flere bitte sma stykker som
trekanter.

o Lereren: Hvordan skulle jeg finde et rektangel?

« Elev C: Ma jeg prave at vise dig det?

Elev C gar op til tavlen, og retter farst lidt pa leererens skitse af figur to.

« Elev C: Den gar sadan her jo. Sa ville jeg tage herfra og herud til, og sa ville jeg ga ned
herovre, sa har jeg et rektangel. Det er ikke helt pracist, og sa derefter ville jeg dele den
op i trekanter.

Dette uddrag viser for det fgrste endnu en elevs klare opfattelse af, at de tre figurer alle
har et areal. Elevens metode til at bestemme arealet af figur 2 bygger pa en inddeling i
et rektangel og i flere sma trekanter, og eleven kommenterer, at figuren skal deles om i
flere bitte sma stykker som trekanter, og har derved allerede lidt fat i den teenkte teknik.
Transskriberingen viser desuden, at en anden elev sammenligner omradet med en
halvcirkel, hvilket laereren papeger ikke er helt pracist. Efter en raekke elevforslag, der
ikke indeholdt ideen med rektangler, matte leereren uden det store elevbidrag tegne to og
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herefter fire rektangler og desuden justere de enkelte rektanglers hgjder, som
nedenstaende tavleskitser viser.

Figur 13: Figurer tegnet af lzereren under opsamlingen af opgave 1

Felgende uddrag fra samme sekvens viser, at eleverne selv indser, at der er noget ekstra,
og at de gnsker at minimere dette overskydende areal:

o Elev N: Men du skal stadig traekke det ekstra fra.

« Lereren: Der er stadig en fejl ja. Det her er en fejl, det her er en fejl og det her er en fejl
(lereren skravere det overskydende omrade, se figur 13).

« Elev B: Kan vi ikke undlade de der fejl?

« Lereren: Kan vi pa nogen made gere det bedre, sa det kommer til at passe bedre?

o Elev G: Satte dem i helt tynde rektangler.

o Lereren: Ja man kunne ggre dem tyndere endnu.

« ElevB: Narh.

« Elev A: Du ger det bare endnu mere besverligt.

« Elev B: Han kommer tzettere pa jo. Nu bliver det ungdvendige mindre.

Eleverne er saledes bevidste om, at der er en fejl, og det blot er en tilneermet verdi, som
de nu ville vaere i stand til at beregne. Uddraget viser desuden, at en elev endelig (efter
ca. 15 min.) kommenterer, at en tilneermet veerdi til arealet ville blive mere pracis, hvis
rektanglerne blev gjort smallere, og hgjderne blev justeret. Lereren redigerede
tegningen pa tavlen som figur 13 viser.

Pa baggrund af hele videooptagelsen kan det konkluderes, at eleverne umiddelbart ikke
fandt approksimationen ved hjealp af rektangler anvendelig, hvilket jeg troede eleverne
selv ville indse samt acceptere. Eleverne holdt i stedet leenge fast i ideen om trekanterne
og halvcirklen. Det viste sig, at brugen af rektangler ikke faldt eleverne naturligt, og
efter leererens forklaring af denne lgst formulerede teknik, var eleverne stadig ikke
overbeviste om, at denne teknik var enklere, hvilket elevkommentaren — “du (leereren)
gor det bare endnu mere besveerligt” — understreger.
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Transskriberingen viser desuden, at lereren lenge forsggte at fa eleverne til at indse, at
man udelukkende kan benytte rektangler, men elevkommentaren (henvendt til lzereren),
“hvad ville du gore?” illustrerer, at eleverne lgber tar for ideer, og at de gnskede at fa
leererens teknik til at bestemme en mere pracis tilneermet veerdi. Videooptagelsen
afslarer desuden, at eleverne fandt det sveert at formulere og beskrive de teknikker de
havde udviklet, hvilket understregede et behov for at udvikle et teknologisk-teoretisk
miljg, som ville gere eleverne i stand til at forklare og retfeerdiggere de anvendte
teknikker samt producere nye.

Det efterfglgende adidaktiske elevarbejde var primert af teknisk art, hvor det via
opgaverne blev ngdvendigt at guide eleverne i den rigtige retning og derved muliggare
udarbejdelsen af den tenkte teknik. Eleverne arbejdede godt med opgaverne, men jeg
observerede to matematiske elementer, som viste sig at veere vanskelige for en betydelig
del af grupperne. Det farste vanskelige element bestod i besvarelsen af opgave 2
(intervallet [2,5] opdeles i tre delintervaller, bestem laengden af hvert delinterval), hvor
enkelte elever begyndte at male pa den talakse, som var indsat i opgavearket, og de
matte bede lereren om hjelp. Det andet element bestod i, at flere elever havde
problemer med at bestemme hgjden af de rektangler, som indgik i henholdsvis venstre-
og hgjresummen. Jeg observerede flere grupper, som forsggte at aflese hgjden ved
hjeelp af y-aksen, men som dog selv var klar over, at dette ikke var precist. Laereren
matte over for flere grupper understrege, at de skulle beregne hgjden, og han blev
ngdsaget til at forklare, at brugen af funktionsforskriften ville give den pracise hgjde. Et
eksempel, som viser problematikken omkring bestemmelse af de enkelte rektanglers
hgjder er falgende uddrag af sekvens 5, hvor en elevgruppe arbejder med delopgave 3.2:

« Elev B: 1 gange med, hvor hgj er den her? 0,35 ikke?

o Elev A: Nej, ikke 35, du kan i det mindste sige 39.

« Elev B: Hvorfor 39?

« Elev C: Ja, hvorfor 39, kan vi ikke bare sige 0,3?

« Elev B: Hvis du gar direkte op.

« Elev A: Arligt jeg mener det, sa sig 38. Altsa 0,38, det er ikke 35.
« Elev C: Det er 35.

. Elev A: Hvorfor kan jeg ikke fa det til at passe.

Det viser tydeligt, at eleverne er uenige om aflesningen af hgjden, og endnu et
eksempel pa dette hgjdebestemmelsesproblem ses i falgende uddrag af sekvens 7:

o Lereren: Kan I beregne hgjden der uden at afleese men beregne den i stedet for, mere
preecist?

« Elev A: Narh, beregne den.

« Elev C: Uden at aflaese? Sa kan man sige hgjde gange grundlinje jo, ikke?
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Leereren: Jo, jo, men farst skal vi jo aflaese, nej beregne, kan I beregne hgjden her?
Elev C: Det kan man da ikke.

Lereren: Nar | rammer, | ved, hvad det er for en funktion ikke?

Elev B: Néarh sa kan man bare se...

Elev A: Det er en eksponentiel.

Lereren: Nej nej. Det star herovre.

Elev A: Sa skal man da have...

Laereren: Det er 1 divideret med x. Laereren forlader gruppen.

Elev B: En divideret med x?

Elev C: Hvad?

Elev A: En divideret med x. Det er tre, det vil sige en deles med 3, en tredjedel.

Elev B: Hvor skulle jeg vide det fra?

Elev A: Maske er det rigtigt. Jeg ved dette ikke. Jeg tror nok det er rigtigt sddan der.
Altsa en deles med x, x er der, sa har vi, de er alle sammen 1 cm i bredden, i hgjden har
vi en deles med x, det vil sige en over, nummer to er en fjerdedel, og den sidste er en
femtedel. Fordi hvis det er en deles med x, og x-punktet her er 3, her er det 4, og her er
det 5, og arealet er sa en gange en tredjedel, det er en tredjedel, en fjerdedel og en
femtedel. Hvis det er rigtigt.

Transskriberingen viser, at denne gruppe har behov for laererens hjelp og specielt, at
kun en elev i gruppen forstar hjelpen og dermed kan gere brug af denne, men pa trods
af dette er eleven (elev A) stadig usikker pa de enkelte beregninger.

Den tekniske fase, omkring udarbejdelsen af en teknik til at bestemme venstre- og
hgjresummer for en given funktion pa et givent interval, var sdledes ikke en adidaktisk
fase for et par elevgrupper. Lareren matte afvige for den planlagte lektionsplan, da han
ikke kunne begraense sig til at besvare opklarende spgrgsmal om, hvordan spargsmalene
skulle forstds. Dog arbejde langt de fleste grupper fornuftigt og selvstendigt med
opgave 2 og 3.

Leareren bad to elever ga til tavlen for at tegne en skitse af henholdsvis venstre- og
hgjresummen, og nedenstaende figur viser de to elevers skitser.

l
(S
\ \

Figur 14: Venstre- og hgjresum tegnet pa tavlen af to elever
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Pa trods af, at leererens forklaring af summerne samt nedenstaende skitse (figur 15) ved
den forrige feelles opsamling, fik begge elever ikke tegnet summerne korrekt. Med
hjelp fra klassens andre elever, blev begge summer dog hurtigt redigeret, og desuden
blev den beregnede venstre- og hgjresum skrevet op.

Figur 15: Leererens illustration i forbindelse med forklaring af venstre- og hgjresum

Den tekniske fase fortsatte herefter ved brug af ikke-instrumenterede teknikker i opgave
4, og problemet fra opgave 2 med at bestemme en delintervalleengde viste sig igen hos
fa elevgrupper. Det var tydeligvis udfordrende at bestemme lengden af hvert
delinterval, hvis intervallet [0,4] opdeles i tre lige store delintervaller, og i forleengelse
af dette viste det sig desuden at veere vanskeligt at bestemme delepunkterne, x; 0g x,
(hvor x, = 0 0g x3 = 4). Jeg var forud for udfgrelsen af mit design overbevist om, at
eleverne havde etableret en eksisterende viden omkring intervaller og laengder, i et
sadan omfang at denne viden kunne benyttes i forbindelse med andre emne. Jeg
erfarede, at dette langt fra var tilfeeldet hos et par elevgrupper, og konsekvensen af dette
blev at simple udregninger kraevede en for stor arbejdsindsats og et for stort tidsforbrug.

Det tekniske arbejde i opgave 5, 6 og 7 bestod, som tidligere beskrevet, i at benytte
matematikprogrammet GeoGebra. Nedenstaende transskribering er et uddrag af sekvens
6, hvor en elevgruppe i forbindelse med besvarelsen af delopgave 5.2 (benyt GeoGebra
til at tjekke jeres resultat for venstre- og hgjresummen fra opgave 4) opdagede en
beregningsfejl i opgave 4.

Elev B beregner venstresummen ved hjelp af GeoGebra.

o Elev A: 1,38, vi havde faet...

« ElevB:4,8.

« Elev A: Den farste havde vi i hvert fald lavet rigtig.

. Elev B: Vent, lad os lige prave at gare det igen.

« Elev A: Det er fordi den beregner for det hele. Farst laver vi sadan her, 1,33. Man kan
ogsa se her ikke, at det her burde give mere end 3,07.
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De beregner venstresummen fra opgave 4 igen.

« Elev A: Det giver sa 4,778, og sa 4,778 gange 1,33, 6,35. Se nu passer det jo.
« Elev B: Det var vores kvadratrod vi havde lagt sammen forkert.

Eleverne gik saledes straks i gang med at rette deres fejl fra opgave 4 uden laererens
indblanding, og det viste sig at veere fornuftigt at lade eleverne benytte GeoGebra til at
verificere tidligere beregninger. Som navnt i afsnittet omkring brugen af CAS i
undervisningsmassigsammenhang er det netop en fordel at eleverne modtager en
neutral feedback, og de far ikke direkte at vide, at deres beregning er forkert.

Endnu en gruppe gjorde pa samme made brug af GeoGebra til at tjekke og rette deres
foregaende beregning af hgjresummen, hvilket fglgende uddrag af sekvens 4 viser:

« Elev B: Hgjresummen det er 6,38, og hvad fik vi vores hgjresum til?

« Elev B: Ogsa deromkring.

o Elev A: Neegj.

« Elev B: Gjorde vi ikke?

« Elev A: Vi fik det til 4,83, hvordan kan det vaere? Maske skulle vi plusse den sidste
sammen?

« Elev B: Jahvis vi plusser med den sidste, sa passer det.

De andre grupper arbejdede hovedsageligt tilsvarende adidaktisk med det tekniske
arbejde i forbindelse med opgave 5, og lereren blev blot inddraget til eksempelvis at
forklare, hvordan en kvadratrodsfunktion defineres i GeoGebra, og desuden forklare den
sidste indtastning, <Position of rectangle start> i kommandoen, pa trods af, at jeg havde
forsggt at forklare dette i opgavearket. Lareren valgte pa grund af tiden at give eleverne
for som lektie at udfylde tabellerne i opgave 6 og 7, hvilket fa grupper ikke gjorde, og
derfor matte bruge tid pa i den efterfalgende lektion 3.

12.2 Lektion 3 og 4

De observationer jeg gjorde mig i begyndelsen af lektion 3 viste alle, at det tekniske
arbejde udfert ved hjeelp af GeoGebra var overkommeligt og bestemt havde en positiv
effekt pa elevdeltagelsen. Endvidere arbejdede eleverne med spgrgsmal omkring
forbindelsen mellem hhv. venstre- og hgjresummerne og et voksende antal
intervalinddelinger, som skulle skabe et teknologisk-teoretisk miljg, hvori den
udviklede teknik kunne beskrives, og teknikkens anvendelighed kunne diskuteres.

Mere preecist betragtede eleverne i opgave 5 og 6 henholdsvis funktionen f(x) = vx og
fx) = % og diskuterede, hvad der sker med henholdsvis venstre- og hgjresummerne, nar
antallet af inddelinger vokser. Disse spgrgsmal blev af hovedparten af eleverne besvaret
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meget kortfattet med ordene vokser og aftager, og kun fa elever bemaerker, at summerne
nermer sig en falles grensevardi, nar antallet af inddelinger vokser, og noterede
eksempelvis, at tallene kommer tattere pa hinanden eller at tallene slutter pa samme
punkt.

Et par sterke elever indser dog allerede denne falles grenseveerdi, da de beregner
summerne, hvilket fglgende elevdiskussion fra sekvens 6 illustrerer:

Falgende er elevdiskussionen forud for beregning af den sidste hgjresum:

« Elev B: Skal jeg veere @rlig? Jeg tror den falder til 32 nej 34.

« Elev A: Den falder til 5,33 ogsa, for begge to. Eller nasten det samme, og hvis man
bliver ved og ved sa kommer de samme (elev A leser delopgave 5 op).

« Elev B: Den stiger

« Elev B: Hvad sker der med hgjresummen, den vokser, nej falder. Den er voksende og
aftagende, skal vi sige det?

« Elev A: Lad os spgrge om det her faktisk, om vi skal skrive mere, det kan godt veere vi
skal skrive mere.

« Elev A (til lzreren): Vi lavede den her ikke, og sa havde vi fundet for venstresummen
og hgjresummen. Og vi kunne se pa venstresummen at den var voksende og faldende
for hgjresummen, og de naermer sig det samme tal. Det blev mere precist. Behagver vi
skrive mere?

« Lereren: Prov at skriv det ned, formuler det du lige har sagt.

Udover elevens hurtige opdagelse af den falles greenseveerdi, skal det ogsa bemaerkes,
at elev A kommenterer, at det vil blive mere pracist. Hvad eleven konkret mener med
det, er sveert at vide, men eleven har dog en klar forstaelse af, at der er tale om en
tilneermelsesproces, og at 'noget’ bliver mere pracist for et stort antal delintervaller.

Den efterfalgende begrundelse for de negative venstre- og hgjresummer for funktionen
f(x) = cos(x) som indgik i opgave 7, viste sig at veere udfordrende for samtlige elever.
Jeg observerede et par elevgrupper, som ikke var i stand til at pdbegynde en diskussion
af dette og ikke bad laereren om hjalp, hvilket flere lydoptagelser ogsa bekrafter. Andre
grupper spurgte lgbende leereren om hjelp, og jeg observerede, at laereren bad en gruppe
genoverveje, hvordan venstresummen for fire intervalinddelinger beregnes uden brug af
instrumenterede teknikker. Dette igangsatte ikke en diskussion i elevgruppen, og
leereren spurgte dem om, hvordan arealet af hvert rektangel var blevet beregnet.
Gruppen var stadig tavs, hvilket ma veere en indikation pa, at eleverne stadig ikke var i
stand til at redegere for de negative summer, og derfor spurgte leereren til sidst, om
nogle af disse arealer (red. rektanglernes arealer) ville blive negative. Nu bidrog
eleverne til diskussionen og forklarede leereren, at en stor del af rektanglerne ville have
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”negative hgjder” og dermed ”negative arealer”, og dette ville resultere i en negativ
venstresum. | modsetning til dette, viser fglgende uddrag fra sekvens 8, at denne
elevgruppe delvist far begrundet de negative summer:

Elev A laeser delopgave 7.5: Begrund hvorfor venstre- og hgjresummerne bliver negative.

. Elev B: Fordi den gar jo sadan her jo, den gar nedenunder.

« Elev A: Det er fordi det cosinus jo.

« Elev C: Hvad for noget?

« Elev B: Begrund hvorfor venstre- og hgjresummerne bliver negative. Fordi det er
cosinus. Det er fordi at f(x) = cos (x).

Det hurtige svar, som eleverne noterer for herefter at arbejde videre med den
efterfalgende opgave, er bestemt ikke fyldestggrende. Det er langt fra en pracis
forklaring og redegerelse, og den korte elevdiskussion afslgrer, at eleverne ikke
overvejer den bagvedliggende beregning af eksempelvis en venstresum for 10
intervalinddelinger. Andre lidt mere pracise elevbesvarelser var fglgende: (1) fordi den
er under x-vardien, altsa vi vil fa negative tal, (2) fordi at maengden ligger for det meste
nede under x-aksen, (3) fordi der er en starre mangde, der er under 0 i y-aksen, dvs.
negativ, summen bliver negativ, og (4) det bliver negativt fordi rektanglerne, der peger
nedad har et negativ areal, og derfor bliver det samlede areal negativt.

Jeg havde habet at eleverne havde givet en mere fyldestgerende begrundelse og
inddraget, at en venstresum angiver summen af de rektangler, hvis hgjder er
funktionsveerdierne af de venstre delintervalendepunkter, og at netop de negative
funktionsveerdier som cosinus antager pa det givne interval, vil resultere i en negativ
venstresum. Denne udfordring omkring begrundelsen for de negative summer, viste sig
igen i den efterfglgende leererstyrede opsamling, som tog udgangspunkt i de tre udfyldte
tabeller, som blev skrevet pa tavlen.

Figur 16: Opsamling af opgave 5, 6 og 7
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Transskriberingen af denne opsamling (bilag 8) illustrerer, at eleverne havde opbygget
dele af et teknologisk-teoretisk miljg, da de var i stand til at kommentere pa og
sammenligne tabelvaerdierne. En stor del af klassens elever var ivrige efter at dele deres
observationer med resten af klassen, og det var tydeligt, at de havde forstaet, at
summerne ville nerme sig en felles grensevardi fra hver sin side, nar antallet af
delintervaller voksede. Desuden fornemmede jeg, at det forekom eleverne Klart, at
venstresummerne for en aftagende funktion ville aftage, og hgjresummerne for en
aftagende funktion ville vokse (for et voksende antal delintervaller) samt, at det
omvendte matte geelde for en voksende funktion. Problemerne opstod i forbindelse med
de negative summer. Fglgende uddrag fra ’Opsamling af opgave 5, 6 og 7° (bilag 8)
viser, at elevens svar ikke er precist og tilmed utrolig kortfattet:

« Lereren: De er begge negative ja, kan | forklare, hvorfor de bliver negative. Hvorfor far
vi et negativt tal for arealet her, det er jo ca. det her omrade (laereren tegner en skitse pa
tavlen, se figur 16).

« Elev A: Lad mig forklare det.

« Elev C: Det er cosinus.

« Lereren: Ja det er cosinus, men hvorfor far vi et negativt tal her, for vores areal?

« Elev D: Fordi det gar nedenunder, det er minus-tal.

« Leereren: Ja vi er jo under x-aksen her, dvs. de arealer vi far hernede, det beregner vi jo
som vores funktionsveerdi her, og sa gange bredden, vores funktionsverdi vil vare
negativ.

« Elev A: Det er ogsa fordi, at vores areal er stgrre, nar det er negativt, nedenunder, end
nar den er positiv.

« Lereren: Ja, alt det vi har under x-aksen her vil bidrage med en negativ veerdi ikke,
fordi det her nede sa er starre end det her oppe.

Figur 17: Leererens illustration til gennemgang af delopgave 7.5

Det skal desuden kommenteres, at videooptagelsen afslgrer, at kun fa elever markerer i
forbindelse med redeggarelsen for de negative summer, hvilket igen indikerer en delvis
manglende forstaelse, samt at arbejdet med de teknologiske spgrgsmal forekom
eleverne mere kreevende. Desuden viser de skriftlige elevbesvarelser, lydoptagelserne af
elevdiskussioner samt videooptagelsen af opsamlingen, at eleverne ikke umiddelbart er
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opmarksomme pa og bevidste om, at greenseveerdien, som fremkommer i tabellerne, er
en tilnermet verdi til et areal af en sadan punktmangde, som blev betragtet i opgave 1.

Den realiserede institutionaliseringsfase fungerede udmerket, og gennem lereren blev
de matematiske elementer, som skulle blive en del af den tilsigtede matematiske
organisation, identificeret. Desuden lykkedes det gennem lereren at na et teoretisk
niveau, og de essentielle teknologiske-teoretiske betragtninger blev praciseret i forhold
til hovedproblemtypen I1,: Hvad menes der med det bestemte integral af en funktion f
fra a til b, dvs. fabf(x)dx? Som navnt i a priori analysen, var det ikke tenkt, at eleverne
skulle na det teoretiske niveau uden leererens hjaelp, men jeg havde bestemt troet, at
eleverne kunne inddrages i langt hgjere grad. Eksempelvis havde det varet interessant,
at lade eleverne forsgge at formulere, hvad den observerede graenseverdi er et udryk
for, og se om de selvstendigt ville inddrage opgave 1.

| forbindelse med opgave 8 viste det sig at vaere vanskeligt at realisere bade den
tekniske og den teknologiske-teoretiske fase. Det tekniske arbejde bestod i at udarbejde
en teknik til at bestemme arealet af et udglattet rektangel ved hjelp af de teknikker
eleverne havde udviklet i det forrige arbejde samt en allerede kendt viden omkring
beregning af gennemsnitsverdier. 1 opgaven blev funktionen f(x) :i betragtet pa

intervallet [2,5], som blev opdelt i tre lige store dele, og felgende illustration var givet:

Figur 1 Figur2

1 4 1 2 4

Figur 18: Illustration til opgave 8

Fa elevgrupper bad lereren forklare ideen bag det udglattede rektangel, men langt de
fleste elevgrupper var i stand til pa egen hand at ga i gang med opgaven, hvilket
falgende uddrag fra sekvens 8 viser:

« Elev B: Ok. Sa alle de her tre ikke, tilsammen, altsa det areal vi far.
« Elev A: Narh sadan der.

« Elev B: Sa det der svarer til det der areal.

« Elev A: Ja, den her og den hers areal er det samme.

« Elev B: Men hvordan kan vi...

« Elev A: Og sa skal vi finde bredden af den her.
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En del af det tekniske arbejde var at bestemme bredden og hgjden af det udglattede
rektangel, hvilket den fgrnaevnte gruppe diskuterer i det fglgende uddrag, som ligeledes
er fra sekvens 8:

« Elev B: Og nu skal vi finde hgjde og areal. Hgjde hvordan kan vi, narh det var det der,
det var 1 divideret med.

o Lareren: Ja det ved vi jo ikke rigtig, hvad er, men der star heroppe...

o Elev B: Er et gennemsnit af tre tal.

« Lereren: Gennemsnit af tre tal ja.

« Elev B: Hvad for nogle tre, er det tre tal.

« Leereren: Ja, hvad tror | det er, prav at kig pa tegningen, pa figuren.

. Elev A: Et gennemsnit af tre tal, 1, 2, 3.

« Leereren: Hvis det der areal skal vere lige sa stort som det der areal.

« Elev B: Saer det den her, den her og den her.

« Leereren: Ja, prov at skriv det ned, sadan mere formelt.

« Elev A: Ok, hvad kan vi skrive?

« Elev B: @h, hgjden af det udglattede er et gennemsnit af de tre hgjder fra figur 1. Men
hvordan finder vi hgjderne fra figur 1?

« Elev A: Hvad har du skrevet.

« Elev B: Jeg skal lige sparge.

« Elev A: Hgjden af det udglattede er et gennemsnit af de tre hgjder fra figur 1.

« Elev B: Og sa tror jeg det vil sige, 1 divideret med 2, 1 divideret med 3 og 1 divideret
med 4, men jeg skal lige sparge, om det er rigtigt, for hvis det er rigtigt, kan vi ogsa
finde arealet, for sa er det bare bredde gange hgjde.

Pa baggrund af dette antydes det, at specielt elev A har forstaet ideen bag det udglattede
rektangel samt beregningen af de enkelte rektanglers hgjder ved hjelp af
funktionsforskriften. Desuden forteller elev A, at han/hun skriver fglgende: hgjden af
det udglattede er et gennemsnit af de tre hgjder fra figur 1 (figur 18). Eleven formulerer
saledes denne besvarelse selvstendigt, og det ma kunne konkluderes pa baggrund af
hele den transskriberede sekvens (bilag 7), at eleverne er klar over, hvilke hgjder der
skal beregnes et gennemsnit af, samt hvordan dettes gares. Leereren inddrages senere i
elevgruppens diskussion, og her forklarer elev A, at gruppen har tenkt sig at beregne de
tre enkelte rektanglers hgjder for herefter at gange med bredden, sa arealet bestemmes.
Lereren papeger, at summen af de tre enkelte rektanglers hgjder ikke er lig med hgjden
af det udglattede rektangel, og at eleverne skal gare en ting mere efter, at de har lagt de
tre hgjder sammen. Elev A forklarer med det samme, at de ogsa skal dividere. Den
forrige elevdiskussion i samme sekvens, hvor lereren ikke er til stede viser, at eleven
var klar over, at summen skulle divideres for at beregne et gennemsnit.
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Det var bestemt ikke alle grupper, som fandt opgaven overkommelig, og det viste sig
for en raekke elever at veere problematisk for det fgrste at forsta, at hgjden af det
udglattede rektangel var et gennemsnit af tre tal og for det andet, hvilke tre tal der skulle
tages et gennemsnit af. Desuden var det igen vanskeligt for et par elever, at bestemme
hgjden af de tre rektangler, og pa trods af det forrige arbejde blev lzereren igen ngdt til at
papege, at funktionsforskriften skulle benyttes. Et par elever havde desuden problemer
med at vaelge de rigtige x-veerdier i forbindelse med at bestemme de tre rektanglers
hgjder, hvilket nedenstaende elevbesvarelse er et eksempel pa.

Figur 19: Elevbesvarelse af delopgave 8.2

Eleven har streget sit farste forkerte svar ud, hvor hgjden af de tre rektangler, som
angiver hgjresummen er skrevet i stedet for hgjden af de tre rektangler, som angiver
venstresummen. Det tyder pa, at den viden som eleven skulle have opnaet i forbindelse
med de forrige opgaver og opsamlinger, ikke er etableret fuldstendigt. Endnu en
elevbesvarelse, som gik igen hos en anden gruppe var fglgende:
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3. Beregn arealet af det udglattede rektangel.
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Figur 20: Elevbesvarelse af delopgave 8.2 og 8.3
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Denne besvarelse viser tydeligvis et manglende overblik, og jeg tvivler pa elevens
forstaelse af bade de enkelte rektanglers hgjder (herunder beregningen af disse), hgjden
af det udglattede rektangel (herunder forbindelsen til det forrige) samt arealet af det
udglattede rektangel, da der ikke er en klar forbindelse mellem opgaveformuleringen og
det noterede elevsvar. | delopgave 8.2, hvori hgjden af det udglattede rektangel @nskes
bestemt, noterer eleven venstresummen, og i delopgave 8.3, hvor arealet (af det
udglattede rektangel) gnskes bestemt, angives dette areal, samt hgjden af det udglattede
rektangel, som i princippet var besvarelsen af delopgave 8.2. Eleven har naturligvis fat i
dele af den rigtige teknik og formar ogsa at na et korrekt svar, men igen tror jeg ikke, at
den viden som eleven skulle have opnaet i forbindelse med det forrige arbejde, er
etableret i det omfang, som var intentionen. Andre elever gav en mere fornuftig
besvarelse, eksempelvis nedenstaende, hvori eleven skriver, ”vi beregnede hgjden ved

at seette x-veerdierne ind i f(x) = % (men det var af de enkelte rektangel)”:
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Figur 21: Elevbesvarelse af delopgave 8.2 og 8.3

Det skal bemarkes, at eleven noterer, at 1,08 er summen af hgjder, men den tilhgrende
udregning afslgrer, at det faktisk er venstresummen (dvs. det samlede areal af de tre
rektangler). Eleven skriver i sin besvarelse af delopgave 8.3, “Det viser at den
udglattede rektangel har samme areal, som de tre rektangler”, hvilket antyder, at
eleven forstar, at 1,08 bade er lig summen af rektanglernes hgjder og lig
venstresummen, da delintervallzengden er 1.
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| den efterfalgende teknologiske-teoretiske fase, skulle eleverne betragte en vilkarlig
funktion f pa intervallet [a, b] som opdeles i n delintervaller, og antage at f(x) > 0 pa
intervallet. Elevbesvarelserne afslarer, at en raekke elever stgder pa problemer i denne
fase. Mange elever har i deres besvarelser angivet funktionsveerdierne f(x,) 09 f(xn,-1)
som henholdsvis hgjden af det farste og det sidste rektangel, men felgende uddrag
(sekvens 9) af en lydoptagelse, hvori gruppen diskuterer delopgave 8.4 viser, at svaret
ikke var indlysende:

« Elev A: Jeg ved det ikke, jeg forstar det ikke, forstar du det?
Eleverne er tavse og ukoncentrerede i et par minutter. (...)

« Elev C: Vi har ikke lavet den her jo. Vi har lavet opgave 3 og 2, vi mangler den her
opgave 4. Hvordan skal jeg beregne hgjden, nar der ikke er nogle tal?

« Elev B: Jo vi siger...

« Elev C: Bestem et udtryk?

. Elev B: Jo, funktionen og sa seatter man b ind i funktionen. Er det ikke det? Skal vi ikke
sige b minus, vi gjorde det lige far, vi skal bare gare det uden tal. Hvad er dens
funktion?

« Elev A: Vived jo ikke, hvad funktionen er.

(Eleverne gar til pause og far efterfalgende ikke selvsteendigt formuleret et svar)

Elevsamtalen viser, at eleverne forstar opgaven, men at den mere generelle tilgang og
de manglende tal ger opgaven vanskelig, hvilket specielt kommentaren fra elev C,
“Hvordan skal jeg beregne hajden, ndr der ikke er nogle tal?”, og kommentaren fra
elev A, "Vi ved jo ikke, hvad funktionen er”, illustrerer. Endnu en gruppe fandt
delopgave 8.4 vanskelig pa grund af den vilkarlige funktion (sekvens 10):

« Elev A: Hvis de gerne vil have, at vi skal bestemme hgjden ikke, sa skal vi have
funktionen, og der star bare, at det er en vilkarlig funktion, sa man kan ikke rigtig
bestemme hgjden. For normalt har vi brugt en funktion til at sige, for eksempel en deles
med x eller et eller andet.

« Elev B: Jamen skal vi sa ikke ogsa lave det der, er der ikke venstre og hgjresum her.

« Elev A: Det er det (elev A kalder pa lereren).

« Elev A: Hvis vi skal kunne bestemme et udtryk for hgjden af de her rektangler ikke, sa
har vi jo brug for en funktion. Men der star bare, at det er en vilkarlig funktion.

« Lereren: Jamen, hvad bliver hgjden af det forste rektangel?

« Elev A: Det kommer jo an pa, hvilken funktion vi har.

o Leereren: Ja, den hedder f.

« Elev A: Jamen sa vil det vaere f(x,), og sa af x, n’te.
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Diskussionen viser, at elev A, precis som elev C i forrige sekvens, undrer sig over, at
en funktionsforskrift ikke er givet, men lereren formar ved blot at gentage
opgaveformuleringen, at fa elev A til hurtigt at svare, at hgjden af det forste rektangel er
f(x,). Herefter fortsaetter en laengerevarende diskussion mellem lereren og gruppen
fgrend, at eleverne indser, at hgjden af det sidste rektangel ikke er f(x,), men derimod
f(xn—1) (se sekvens 10, bilag 7). Det er en lidt problematisk lydoptagelse at
kommentere pa, da eleverne og laereren diskuterer, hvor pa figur 22 f(x,), f(x,) og
f(x,_1) findes, og desveerre viser lydoptagelsen ikke, hvor lereren og eleverne peger
henne. Det kan dog hares, at eleverne ikke finder det let at pege pa de forskellige
funktionsverdier, og en elev kommenterer desuden, at f(x,) ikke er der (dvs. pa
nedenstaende figur 22).

¥y

Xo X1 X2 Xp-1 Xp x
Figur 22: Figuren tilhgrende delopgave 8.4

Transskriberingen af henholdsvis sekvens 9 og 10 viser, at eleverne mangler en
forstaelse for forbindelsen mellem konkrete og generelle tilfeelde samt en forstaelse af
det visuelle. 1 de forrige opgaver, hvor eleverne beregnede hgjder af rektangler for givne
konkrete funktioner, samt konkrete intervaller og delintervalpunkter, kunne eleverne
sammenligne deres beregnede eksakte veaerdi med en aflaest veerdi, og derved fa en
forstaelse af forbindelsen mellem det konkrete tilfeelde og den tilhgrende visuelle
repraesentation. Dette var ikke muligt i det mere generelle tilfeelde, og det var langt fra
kun den farnaevnte gruppe, som havde store vanskeligheder med at angive f(x,) 09
f (x,—1) som henholdsvis hgjden af det farste og det sidste rektangel.

Efterfalgende skulle eleverne bestemme et udtryk for bredden af det udglattede
rektangel, og dette var heller ikke en overkommelig delopgave for mange elever trods
det tidligere arbejde med delopgave 2.2. Eksempelvis mener starstedelen af eleverne, at
(xn—1 — Xo) angiver bredden af det udglattede rektangel, mens andre noterer (x, + x,).
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Nedenstaende elevbesvarelse (figur 23) viser, at de to forskellige notationsformer for
det givne interval for nogle elever gav anledning til forvirring.

Bestem et udtryk for bredden af det udglattede rektangel.
(-2} = breldan
(\L"" - ‘:‘)/6(,"\ - XD) - \o(‘tckf‘iﬂ—ﬂ
Ko = & 7.

Figur 23: Elevbesvarelse af delopgave 8.5

Jeg havde forinden ikke anset denne delopgave som kraevende, og for nogle elever blev
tidsforbruget desveerre for stort og arbejdsindsatsen for omfattende, i forhold til det
planlagte.

Kun fa elever besvarede de to sidste delopgaver (8.6 og 8.7), og af disse har ingen af
eleverne noteret en redegarelse for, at hgjden af det udglattede rektangel kan opfattes
som et gennemsnit af alle funktionsvaerdierne pa intervallet [a, b]. Foglgende uddrag
(sekvens 10) viser en kort elevdiskussion af delopgave 8.6, og lydoptagelsen
understreger, at gruppen ikke havde besvaer med at benytte den angivne notation:

Elev A lzser delopgaven (8.6) igen.

« Elev A: Hvad var det vi gjorde far? Vi sagde... Narh sé skal vi bare plusse alle de her,
altsa sa hedder det.

« ElevB: Narh.

« Elev A: Vi skal faktisk, vi skal sige den her, alle de her, dvs. f nul, f(xq) til f(x,_1)-

o ElevB:Ja. Erdet f(x)?

« Elev A: Altsa det hele er plus, det skal leegges sammen ikke, og sa det tal man fr,...
Var det ikke sadan her, vi gjorde far?

Ud fra lydoptagelsen at bedgmme, finder elev A det ikke vanskeligt at svare pa
delopgaven, men dog kommenterer ingen af eleverne eksplicit i denne lydoptagelse, at
summen af funktionsverdierne skal deles med n. Der vil naturligvis ikke altid veaere
overensstemmelse mellem det eleverne siger, og det de noterer i deres opgaveark, sa det
kan ikke umiddelbart konkluderes, at gruppen ikke var opmarksom pa dette. Det som
dog med rimelighed kan konkluderes er, at eleven bestemt er pa vej i den rigtige
retning, og at brugen og forstaelsen af den generelle notation ikke lengere er en
udfordring for denne gruppe.
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Pa baggrund af samtlige lydoptagelser af elevgruppernes diskussioner i forbindelse med
opgave 8 kan det konkluderes, at et selvsteendigt elevarbejde med det mere generelle
tilfelde, hvor en vilkarlig funktion f betragtes, ikke er nemt at realisere, og at
overgangen til den teknologiske-teoretiske fase saledes er sver at fa til at fungere i
praksis. Dermed kan det konkluderes, at det var sveert for eleverne at arbejde med
hovedproblemtypen I1;: Etabler en sammenhang mellem integralet og en funktions

middelveerdi og opgavetypen T;: Redeger for at ﬁ fab f(x)dx kan opfattes som
middelvardien for £ pa intervaller [a, b], til at fungere i praksis.

Den efterfglgende opsamling blev indledt ved en diskussion af det konkrete eksempel,
og videooptagelsen viser, at mange elever markerer. Dog stiller en elev (elev D) til sidst
folgende spgrgsmal: ”(...) Du sagde, at man farst starter ved 2, nar man skal finde
hgjden. Skal man ikke starte ved 3, fordi det er en venstresum?”

Dette spergsmal indikerer, at der abenbart stadig opleves problemer og forvirring i
forhold til de to typer af summer og forklaringen af disse, skulle bade skriftligt i
opgavearket samt mundtligt ved hjelp af leereren, have vaeret mere udferlig og preecis.

Ved overgangen til det mere generelle tilfaelde, hvor en vilkarlig funktion indgar, er der
betydelig feerre elever, som markerer. Fglgende er et uddrag fra transskriberingen af
’Opsamling af opgave 8 (se bilag 8), hvor bredden af det udglattede rektangel
diskuteres:

« Elev H: x,,_; minus x, (leereren skriver elevens svar pa tavlen).

o Leereren: Er det rigtigt?

« Elev A: Na man har x,,, s3 har man 0gsa x,.

« Leereren: Ja bredden af det her, vores to vardier her, hvor vi starter i x,, 0g sa til x,,. Sa
det skal veere x,, minus x, her. Ligesom vi havde det herovre ikke, der havde vi 5 og 2
som vores endepunkter, sa det er de to veerdier vi skal treekke fra hinanden. Sa det bliver
det her.

Det er sveert at vide, om elev H’s forkerte svar er et udtryk for, at eleven ikke kender det
korrekte svar, eller om det er notationsbrugen, som her ger opgaven udfordrende.
Videooptagelsen viser som tidligere navnt, at et betydeligt starre antal elever markerede
i forbindelse med det forrige konkrete eksempel, sa den visuelle forstaelse af, hvad der
gnskes bestemt ma eksistere hos starstedelen af eleverne, og at det derfor nok naermere
er den generelle notationsbrug og manglen pa talveerdier, som ger denne delopgave
vanskelig. Lareren vender desuden i forbindelse med dette generelle udtryk for bredden
af det udglattede rektangel tilbage til det konkrete eksempel, hvor bredden blev bestemt
som afstanden mellem 2 og 5, og benytter dette til at forklare, at det korrekte udtryk for
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bredden derved er x, — x,. Saledes viste det sig, at en delopgave kravede en starre
arbejdsindsats og et starre tidsforbrug end forventet — bade i forbindelse med elevernes
gruppearbejde samt i forbindelse med den efterfalgende opsamling.

Lereren spgrger i forleengelse af det foregdende om hgjden af det udglattede rektangel,
og diskussionen i forbindelse med dette, indgar i felgende uddrag:

« Hgjden, hgjden her, af det udglattede rektangel, hvordan kan vi finde den, igen som et
gennemsnit af nogen veerdier?

o ElevI: Er det ikke fra x, til f(x,_1)?

o Leereren: Jeg skal lige have den en gang til.

« ElevI: Fra x til f(x,,—1), og sa plus det sammen.

« Lereren: x, siger du?

o Elevl: Ja.

o Lereren: Nej, er det rigtigt?

« ElevI: Alt f(x) sa.

« Lereren: Ok, det er jo noget andet.

« ElevI: Ogsatil f(x,_q).

« Lereren: Ja, og hvad skal jeg gere ved dem?

« Elev I: Altsa det hele legges sammen.

Pa videooptagelsen, som dette uddrag stammer fra ser man, at meget fa elever markerer
ved lererens farste spgrgsmal, og lereren ma stille elev | flere spgrgsmal, for at fa
eleven til at praecisere sit svar. Learerens reaktion pa dette er yderst fornuftig idet, at han
understreger, at der er forskel pa det eleven siger, x,, og det eleven mener, f(x,), 0g
igen tyder det pa, at brugen af notation er en udfordring. Videooptagelsen viser
endvidere, at leereren blot skriver f(x,) og f(x,—;) pa tavlen, men venter med at
angive, at der er tale om en sum, ferend eleven navner, at funktionsverdierne skal
leegges sammen. Figur 24 viser, hvad der stod pa tavlen i forbindelse med lererens

afsluttende kommentar omkring verdien af ﬁ ) : f(x)dx. Leereren fik afslutningsvist

givet eleverne en fornuftig konklusion og understregede flere gange, at ﬁf;f(x)dx
med rimelighed kan opfattes som funktionens middelveardi pa intervallet.

Bt <‘ (-,r\‘,}f?(&,)r . -?b(\\_,*)B

h—=0d
n

Figur 24: Leererens opsamling p& opgave 8
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Det teoretiske niveau blev naet udelukkende via lareren, og til sidst i opsamlingen
forsggte han ikke at inddrage eleverne formentligt pa grund af elevernes manglende
evne til producere selvstendige svar til de teknologiske-teoretiske spgrgsmal. Det kunne
dog have veret interessant, at lade eleverne give en fortolkning af verdien af

ﬁf;f(x)dx, blot for at se om nogle elever ville veere i stand til at reflektere over
veerdien og resultatet af det forrige arbejde.

Det efterfalgende elevarbejde bestod af et teknisk arbejde efterfulgt af mere
teknologiske spargsmal forbundet til I1, : Givet en funktion £, afger om f: f(x)dx findes

og Tg: Givet en funktion f, vis at f: f(x)dx findes. Pa baggrund af mine observationer,

lydoptagelserne og de skriftlige elevbesvarelser kan det konkluderes, at de fleste
grupper i forbindelse med opgave 9 fik skitseret venstre- og hgjresummen, skraveret
differensen samt udfyldt tabellen. Kun fa grupper fik diskuteret, hvorfor differensen
mellem venstre- og hgjresummen blev negative, og hvad der sker med denne differens
(samt differensen mellem hgjre- og venstresummen), nar antallet af delintervaller
forgges. Et par elever fik desuden udfyldt tabellen i opgave 10, men kun en gruppe
naede, meget kort, at besvare delopgave 10.2, inden lareren pabegyndte opsamlingen.

En lydoptagelse af en elevgruppe, indeholder ikke nogle diskussioner, men blot en elev
som undervejs giver fa korte kommentarer, hvilket er grunden til at denne lydoptagelse
ikke indgdr i bilag x. Lydoptagelsen indledes med en kort diskussion af, hvordan de to
summer skal tegnes, men hurtigt bliver de enige, og de efterfalgende beregninger af
differenserne mellem hgjre- og venstresummerne synes ligeledes overkommelige for
gruppen. Da gruppen skal beregne differensen mellem venstresummerne og
hgjresummen, siger en elev: “Sa bliver det jo bare et negativt tal, det bliver helt det
samme, men bare negativt”. Den samme elev leeser herefter delspgrgsmal 6 og siger,
“altsd for det forste, treekker vi et lille tal veek fra et stort tal”. De fa elevkommentarer
som denne lydoptagelse indeholder viser, at eleven med rimelighed kan begrunde,
hvorfor summerne bliver negative, og de negative veerdier er bestemt indlysende for
eleven. | modsztning til denne gruppe, nar falgende gruppe lidt leengere i deres arbejde,
og faelgende er transskriberingen af denne elevgruppes arbejde med delopgave 9.7
(sekvens 11):

« Elev A: Er det ikke sadan her, de kommer mod graenseverdien, de kommer taettere og
teettere pa hinanden.

o Lereren: Differensen, hvad sker der med den?

« Elev A: Den bliver mindre.

« Leereren: Den bliver mindre og mindre, og hvad gar den imod?

« Elev A: Mod granseveerdien.
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o Lereren: Hvilken greensevaerdi? Hvad tror du, der vil ske med de tal her, hvis du
fortseetter med at lave...

« Elev A: De vil komme taettere og tettere pa hinanden jo.

« Leereren: Ja, og hvad sa med forskellen, det er forskellen i regner ud her. Den starter
med 2, 0,8, 0,1, 0,08, 0,016. Hvad sker det med den grenseveerdi her?

« Elev A: Kommer den ikke taettere pa 0? Den gar imod 0.

Denne korte samtale mellem elev A og lereren illustrerer, at det ikke er let for eleverne
at formulere sig preecist, og de ger sig i meget kortfattede kommentarer og kun fa
refleksioner og overvejelser, hvilket ogsa gjorde sig geeldende i det forrige
eleveksempel. Det virker som om, at elev A i dette eksempel er en anelse forvirret over
sammenhangen mellem de tidligere tabeller, hvori veerdierne af summerne blev angivet,
og de nuvaerende tabeller, hvori differenserne angives. Der er tale om en greenseveerdi
for begge tabeller, men ikke den samme, og de to graenseverdier er desuden heller ikke
et udtryk for det samme. Det er sveert at male en elevs forstaelse af en matematisk teori,
men i dette tilfelde, er elevens svar dog sa uprecise og Kkortfattede, at jeg ikke er
overbevist om, at eleven har forstaet, at den falles grenseverdi for summerne (for et
voksende antal delintervaller) angav en tilnermet verdi til det sggte areal, men at
grenseverdien for differensen, giver et udtryk for, lgst sagt, om denne tilnermede
veerdi kan nas.

Pa grund af tiden valgte leereren at starte opsamlingen fgrend alle elevgrupper var blevet
feerdige, hvilket resulterede i, at kun en gruppe (den fgrnaevnte) naede at diskutere det
sidste delspargsmal i opgave 10: Begrund hvorfor det ikke er den samme differens i
opgave 9 og 10, som bliver negativ. Fglgende uddrag (sekvens 11) er transskriberingen
af lydoptagelsen af dette gruppearbejde:

. Elev B: Den farste (funktion) den er voksende, og den anden den er aftagende.

« Elev A: I virkeligheden ikke, der burde ikke sta 0 her, der burde std 0 komma et
eller andet.

« Elev B: Ja (elev A kalder pa lereren).

. Elev A: Begrund, hvorfor det ikke er den samme differens i opgave 9 og 10, som
bliver negative.

. Leereren: Sa skal vi kigge pa graferne (leereren starter opsamlingen).

Pa lydoptagelsen kan det hares, at elev B, giver sit svar, med det samme, hvilket
indikerer, at denne elev er opmarksom pa, at for en voksende funktion vil hgjresummen
veere stgrre end venstresummen og omvendt for en aftagende funktion, hvilket
naturligvis resulterer i, at det i opgave 9 er differensen venstresum minus hgjresum, som
bliver negativ, og i opgave 10 er differensen hgjresum minus venstresum, som bliver

74



negativ. Elevens svar er dog, som sa mange af de andre, kortfattet, og elev A
kommenterer ikke pa dette, men understreger i stedet, at tabellens sidste verdi, ikke bar
veere et 0, da der er tale om en greenseverdi. Eleven er saledes klar over, at differensen
ikke vil ramme 0, men blot vil nerme sig, for et voksende antal delintervaller.

Elevernes skriftlige besvarelser viser tilsvarende, at eleverne ikke var i stand til eller
havde tid til at besvare de mere teknologiske spergsmal, og kun under halvdelen af
eleverne har noteret et muligt svar til disse spgrgsmal. Det er sveert at kommentere pa
manglende svar, men en grund kunne vere, at formuleringsopgaver, hvor netop
anvendte teknikker og resultater skal begrundes, kraever at eleven ikke finder teknikken
vanskelig og har en evne til at kommentere pa teknikkens raekkevidde og
anvendelighed. Desuden skal eleven kunne sammenholde begreber, teknikker og
resultater, samt kunne se processen, gennem hvilken teknikken udvikles, i et sterre
perspektiv.

Det skal dog bemerkes, at de manglende svar ikke ngdvendigvis er et udtryk for, at
eleverne ikke er i stand til at give et svar, men det kan ligeledes vare en manglende
koncentration, som er skyld i de tomme tekstbokse. Dog viser lydoptagelserne, at
mange grupper enten ikke nar til at diskutere de teknologiske spargsmal, grundet store
vanskeligheder med at tegne summerne og skravere differensen, eller at de ikke kan
reflektere over spergsmalene, og det kan derfor konkluderes, at der hos en stor del af
Klassens elever var problemer med at opbygge et teknologisk-teoretisk miljg.

Jeg havde i forbindelse med designet af denne opgave fejlbedgmt sveerhedsgraden af at
tegne summerne, og det blev langt mere kraevende end forventet pa trods af, at eleverne
i de foregaende opgaver havde set mange eksempler pa venstre- og hgjresummer, og at
lereren bade havde givet en forklaring af disse, samt skitseret en reekke summer pa
tavlen. | forlengelse af dette skal det naevnes, at nar en sum beregnes i GeoGebra, ved
hjelp af kommandoen Rectanglesum eller Trekantsum (afhaengig af den enkelte
programversion), vises summen i GeoGebras tegneblok saledes:
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Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktgj Vindue Hjeelp
RN ROEEANGDS o
- Algebra vindue - Tegneblok
v L

Funktion

f(x) = VX 2

Numerisk

» Venstresum = 4.88

1
0 1 2 3 4

Figur 25: Beregning af venstresummen for f(x) = vx p& [0,4] med n = 10 i GeoGebra

Det forrige elevarbejde, de forrige opsamlinger samt dette visuelle del af GeoGebra,
havde jeg uden tvivl troet ville medvirke til, at eleverne uden store vanskeligheder ville
veere i stand til at tegne summerne, samt skravere differensen, men alt for mange
grupper havde behov for leererens hjelp til dette. Udferelsen af designet antyder at det
var svert at fa det store spgrgsmal Q,: Findes arealet af en forelagt punktmangde? til at
leve i praksis, og fa eleverne til at arbejde selvsteendigt med hovedproblemtypen I1;:

Givet en funktion f, afger om f:f(x)dx findes og opgavetypen Tg: Givet en funktion f,
vis at f:f(x)dx findes.

Flere elever deltog aktivt i forbindelse med opsamlingen af opgave 9 og 10, og
essentielle  betragtninger og konklusioner blev preeciseret og understreget.
Afslutningsvist kommenterede leereren pa, hvad det vil sige, at en funktion er integrabel,
og kommenterede desuden, at man i et sadant tilfeelde, hvor differensen gar i mod 0 for
n gaende mod uendelig, vil have et areal under grafen. Desuden fik lareren, som

planlagt, kommenteret opgavetypen Tc: Givet en funktion f, vis at f: f(x)dx ikke findes

og naevnt, at der findes funktioner, som ikke er integrable, men at disse er mere specielle
og derfor ikke betragtes i gymnasiet.

12.3 Lektion 5 og 6
Som beskrevet i a priori analysen bestod opgave 11 i at udvikle en teknik til at vise, at
funktionen f(x) = x? er integrabel pa intervallet [1,2], og denne skulle dermed ogsa

omhandle hovedproblemtypen I1;: Givet en funktion f, afgar om f:f(x)dx findes, og

opgavetypen Tg: Givet en funktion f, vis at f:f(x)dx findes. Teknikken skulle i den

efterfalgende opsamling udvikles og give anledning til at na et teoretisk niveau, pa
hvilket det skulle vises, at enhver monoton funktion er integrabel. | forbindelse med det
adidaktiske arbejde omkring opgave 11, var et par elever i tvivl om besvarelsen af
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delopgave 11.1, bestem ved beregning lengden af hvert delinterval (nar intervallet
[1,2] opdeles i fem delintervaller). Nedenstaende er et eksempel pa en elevbesvarelse af
denne delopgave.

i
5 i L ED) .E.n

Figur 26: Elevbesvarelse af delopgave 11.1

Det er vanskeligt at udtale sig om, hvad eleven har teenkt, men eleven har til dels fat i
det korrekte svar (en femtedel), og jeg tror, at de enkelte tal skal angive x-veerdierne for
delepunkterne. Baggrunden for, at jeg har inddraget dette eksempel, er at jeg gnsker at
papege, at et sadan ukorrekt og/eller upreecist svar, kan vaere en arsag til de
efterfalgende forkerte besvarelser eller manglen pa samme.

Langt de fleste grupper fandt det let at bestemme venstre- og hgjresummen i delopgave
11.2, men et par elever opdagede ikke, at der i forbindelse med differensen ville veere en
raekke led, som ville ga ud med hinanden. Grunden til dette tror jeg skal findes i deres
opskrivning af venstre- og hgjresummen, og falgende opskrivning var meget populeer
blandt eleverne.

. .
2. Opskriv udregninggn og resultatet for bide venstresummen og hejresummen.
al‘ J
\ /
0 Aol 1 e (o \] o ) . o
CreiR .'\\»,. Mt | freald bredor | [ Mepe Peeo
\,) \ \ \ bl 2‘ - 2 I ul ()1"[
I I —— LI _
—_— 1 — - U o |
A \ i " [ a1 2 TR
6, % \ A R \ CRWA S —_— "_ o E el 22
e R L TR 00 Mt bR o, 2 1 7 e (\"Tj.;\.('!-
)y \‘ Ny A \k 0,29 — ; R I e
T LI 0,2 | WAk || o/3an
2 S 6,517 - 'nl g 1
— T v — o2 VA 0,298
017 \ et 015 L2 5
— - . N -— [ i C';Ll A _ . L
Saen T 0% - - 7_2__'__57____{_

Figur 27: Elevbesvarelse af delopgave 11.2

Naturligvis afslgrer de to skemaer en raekke feelles veerdier i de to summer men de
elever, som skrev beregningerne op som to raekker af summer indsa nemt og hurtigt,
hvilke led, som overlevede i udtrykket for differensen.

Lydoptagelsen af et gruppearbejde afslarer, at denne gruppe ikke finder opgave 11
overkommelig, og at gruppen kun nar til delopgave 11.3. Eleverne diskuterer leenge,
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hvordan de skal bestemme leengden af hvert delinterval (nar intervallet [1,2] inddeles i
fem lige store delintervaller), og gruppen far i forbindelse med delopgave 11.3 beregnet
en absolut differens, i stedet for opstilling af et udtryk. | forleengelse af dette leeser den
ene elev i gruppen opgaveformuleringen, ’reducér dette udtryk (uden brug af
lommeregner)’, hvilket resulterer i, at eleven tvivler pa gruppens besvarelse og derfor
kalder pa leereren, hvorefter falgende diskussion indtraeffer (sekvens 13):

. Elev A: Er det rigtigt, at stille det op sadan her, hvis vi skal opstille et udtryk for
hgjresummen minus venstresummen, sa er det jo arealerne minus hinanden.

« Leereren: Ja, men prav at brug de her udtryk, der star her, den fra den. De to der, prov at
kig pa dem, og se om I kan kigge pa dem. Jeg far godt nok ikke det her. Prav lige at, det
der ser heller ikke rigtigt ud. Her har i en og her har i to, hvad vil det der sa hedde? Hvis
| skal finde hgjden af det her rektangel, sa skal I bruge den der x-veerdi til at finde
hgjden ikke? Hvad vil den der x-koordinat veere?

« Elev A: Den vil vare to femtedele.

« Leareren: Nej. En femtedel, det her er en femtedel, to femtedele, sa den vil veere. Denne
her hgjde, den skal | jo fa der, sa I skal bruge der, sa | skal bruge denne her, | skal bruge
en plus en femtedel, og sette den i anden, det vil sige 1,2 i anden.

« Elev B: Det vil sige, at alt det her er forkert?

. Elev A: Det vil sige, at hvis han siger, at det her er en plus en femtedel, sa er det et eller
andet tal. Det her tal skal du sa sige plus det her. Det ser ellers rigtig godt ud.

Uddraget af sekvensen viser, at elevgruppen korrekt har beregnet leengden af hvert
delinterval til % (ndr intervallet [1,2] inddeles i 5 delintervaller), men at problemet
opstar nar gruppen skal beregne x; (hvis x, betegner intervallets venstre endepunkt, det
vil sige x, = 1). Gruppen mener, at x; =§, formentlig fordi, de har konkluderet, at

142 =2 Lereren bliver ngdt til at forklare, hvordan de enkelte delintervalpunker
bestemmes, hvilket jeg bestemt ikke havde forudset ville blive ngdvendigt.

I den videre diskussion, som indgar i bilag 7, diskuterer eleverne lererens hjalp, og en
elev siger eksempelvis folgende: ”Jamen det er jo i anden, og han (leereren) siger, at vi
bare skal leegge dem sammen her, sa giver det jo ingen mening. Fordi hvis du allerede
leegger dem sammen, hvordan kan man sa sette det i anden?”. Denne kommentar samt
hele diskussionen antyder, at lererens hjelp ikke har givet gruppen en forstaelse for
beregningen af de enkelte delintervalpunkter samt udregningen for henholdsvis venstre-
og hgjresummen. Det skal dog bemarkes, at elevgruppen er opmerksom pa, at
funktionsforskriften skal benyttes til at bestemme de enkelte rektanglers hgjder, samt at
de ved beregning af venstresummen og hgjresummen skal benytte henholdsvis det
venstre og det hgjre endepunkt for hvert delinterval.
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En anden gruppe hvis diskussion er transskriberet i sekvens 12 havde tydeligvis ikke
vanskeligheder med bestemmelse af delepunkterne. Transskriberingen viser, at
gruppens elever har nogle fornuftige betragtninger og bestemt beveeger sig hen i mod en
god og korrekt besvarelse. En elev kommenterer, at det er funktionsforskriften, som skal

benyttes, men fejlagtigt far eleven benyttet forskriften fra de tidligere opgaver f(x) = i

X

stedet for f(x) = x2. Dette far den anden elev dog redigeret, og samtidig kommenterer
denne elev forskellen pa venstre- og hgjresummen. Gruppen oplever saledes ikke store
vanskeligheder med denne opgave, og lereren inddrages kun for at verificere tidligere
resultater men pa trods af, at opgaven virker overkommelig, er den stadig tidskraevende,
og diskussionen viser, at gruppen har behov for at diskutere de enkelte beregninger
leenge for en besvarelse noteres. Dette behov viste sig hos flere grupper, hvilket
resulterede i, at eleverne naturligvis brugte mere tid end planlagt.

Eleverne skulle efter at have inddelt intervallet [1,2] i fem lige store delintervaller,
betragte n lige store delintervaller, hvilket ikke alle elever ndede. Der var dog et par
grupper, der var i stand til at benytte den mere generelle notation, og hvis arbejde var
ganske fornuftigt. En del indsa hurtigt, at delepunkterne xg, x4, ..., x,,_; Skulle benyttes
ved beregning af venstresummen og delepunkterne x;, x5, ..., x,, skulle benyttes ved
beregning af hgjresummen. Gruppen, hvis diskussion er transskriberet i sekvens 12 far

grebet opgaven an mere generelt end det var tenkt. De far hurtigt angivet bn;“ som

delintervalleengden, og de pabegynder en sum af funktionsveerdier. De indser, at
venstresummen starter med f(x,) og hgjresummen med f(x;), men de far behov for
leererens hjeelp i forbindelse med den sidste funktionsveerdi for hver af de to summer.
Transskriberingen illustrerer desuden, at eleverne ser, at de kan forkorte en del led ud,
og de ender med et korrekt udtryk for differensen mellem hgjre- og venstresummen, nar
n delintervaller betragtes. Afslutningsvist laeser elev A delopgave 11.5 hgjt, og felgende
diskussion indtreeffer (sekvens 12):

« Elev A: Det var det vi skrev sidst jo.

« Elev B: Kan vi ikke lave b minus a divideret med n til kun en af dem.

« Lereren: Jo du kan sette det uden for en parentes. Den brgk der.

« Elev A: Jo, sa star der, det han mener, det er b minus a divideret med n, og sa star der
sadan her, f(x,) — f(x,). Det er sddan her du mente ikke?

o Leereren: Ja.

« Elev B: Men hvad kan vi, er det her sa udtrykket? Na vi skal lave hgjre minus
venstresum, s& det her er venstresum, er det ikke den sidste, den her?

« Lereren: Det der er rigtigt.

« Elev A: Du sagde ogsa, at nar venstresummen vokser, sa bliver hgjresummen mindre,
og det vil sige, at venstresummen bliver negativ.
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« Lereren: Nej, det kommer an pa om funktionen er aftagende eller voksende, om det er
venstresummen eller hgjresummen, der er starst.

« Elev A: Men der star her, at nar venstresummen bliver mindre sa vokser hgjresummen,
og derved bliver v minus h negativ.
Laereren gar op til tavlen for at pdbegynde opsamlingen.

Uddraget viser, at gruppen har svert ved at vurdere udtrykket %(f (x) — f(x)) forn

gaende mod uendelig. Ud fra elevernes kommentarer at demme lader det til, at de ikke
ved, hvad det vil sige at vurdere et udtryk, og de tror, forstaeligt nok, at de skal sgge
svaret i opgave 9 og 10, hvor de kort forinden betragtede differenser. Der var ingen
grupper, som fik noteret en besvarelse af denne delopgave, og den efterfglgende
opsamling illustrerer ligeledes, at denne delopgave var vanskelig for eleverne at
kommentere pa.

Pa baggrund af samtlige lydoptagelser og de skriftlige elevbesvarelser, kan det
konkluderes, at elevarbejdet med opgave 11 fungerede godt for langt de fleste
elevgrupper. De elevgrupper, som ikke fandt de tre ferste delopgaver vanskelige indsa,
at kun leddene f(x,) og f(x,) Vville overleve i forbindelse med differensen mellem
hgjre- og venstresummen, og de gjorde desuden brug af en fornuftig generel algebraisk
notation. Det var overraskende, at fa elevgrupper havde behov for lererens hjelp i
forbindelse med bestemmelse af delintervalpunkterne og de enkelte rektanglers hgjde,
da eleverne havde arbejdet med dette i de forrige opgaver, samt at leereren havde
kommenteret det under de forrige opsamlinger. Desveerre var ingen elever i stand til at
vurdere udtrykket for n gaende mod uendelig, og dermed blev der af eleverne ikke
formuleret en egentlig konklusion.

I den efterfglgende opsamling gentager leereren, hvordan de enkelte delintervalpunkter
bestemmes, for herefter at fa en elev til at forklare beregningen af henholdsvis venstre-
og hgjresummen. Afslutningsvist forsgger lereren med afset i beregningen fra
delopgave 11.3, H -V =0,2-(22-1%)=0,2-3 = 0,6, at fa eleverne til at overveje,
hvad der vil ske med denne differens, hvis antallet af delintervaller forages. Fglgende er
et uddrag af netop denne diskussion (’Opsamling af opgave 11°, bilag 8):

« Leereren: Det giver 0,2 gange 3, lig 0,6. Det passer ogsa med det, vi havde far. Hvad vil
der nu ske, hvis vi lader n ga mod uendelig, det vil sige, at vi laver flere og flere
delintervaller, vi ger delintervallerne mindre. Hvad vil der sa ske med hgjresummen
minus venstresummen hernede?

« Elev G: Den er stadig det samme.

« Elev H: Den vil blive mindre.

« Lereren: Hvorfor? Hvordan kan vi se det ud af den beregning, vi har lavet her.

« Elev C: Vi kan se, at venstresummen bliver stgrre, og hgjresummen bliver mindre.
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« Lereren: Nu tenker jeg specielt pa forskellen her, hvad vil der ske med det, nar vi laver
flere delintervaller?

o Elev C: Den der 2,2 opleftet i anden, den bliver...

o Leereren: Der er ikke noget 2,2 oplgftet i anden. De her to veerdier (to i anden og en i
anden), sker der noget med dem, nar vi andrer antallet af delintervaller?

« Elev E: De bliver mindre.

« Lereren: Den farste og den sidste veerdi vi har.

« Elev E: Der kommer flere delintervaller.

« Elev F: Den farste, altsa 0,2, nar den bliver mindre, sa bliver resultatet ogsa mindre jo,
to i anden og en i anden bliver altid det samme, det er kun den der 0,2, der bliver
mindre.

« Lereren: Hvorfor bliver den her mindre (bredden)?

« ElevF: Den gar mod 0 jo.

Uddraget af transskriberingen viser séaledes, at det efter et par upracise og ukorrekte
elevkommentarer lykkedes at fa elev F til at kommentere, at konsekvensen af det ggede
antal intervalinddelinger vil vare, at delintervalbredden (0,2) vil ga mod 0, og dermed
vil det samlede udtryk for differensen ga mod 0. Lereren afslutter den felles opsamling
ved at praeciserer argumentet og konkludere, at de dermed havde vist, at funktionen
f(x) = x? er integrabel pa intervallet [1,2].

Leaereren undgik en opskrivning af delopgave 11.4, formentlig pd grund af, at den
algebraiske notation viste sig at veere vanskelig og desuden for at holde tidsplanen.

Ud fra videooptagelsen at demme fik eleverne opbygget et teknologisk-teoretisk miljg i
forbindelse med den planlagte leerergennemgang af beviset for, at enhver voksende eller
aftagende funktion er integrabel. Flere elever deltog aktivt i forbindelse med
opskrivningen af udtrykket for differensen, samt i reduktionen af dette, og starstedelen
af eleverne forstod notationen, og fandt det indlysende, at kun to led ville overleve.

Videooptagelsen afslgrer at kun fa elever kom med fornuftige bemarkninger, og elever
forméaede at konkludere pa det viste. Det viste sig dermed, at der ikke var let for
eleverne selvstendigt at reflektere over hovedproblemtypen I1;: Givet en funktion f,

afger om f‘f f(x)dx findes samt at der i forbindelse med dette eksisterer to opgavetyper
Tg: Givet en funktion f, vis at fcf’f(x)dx findes og T¢: Givet en funktion f, vis at
f;’ f(x)dx ikke findes.

| det planlagte forlgb indgik ogsa en tilhgrende figur til beviset i habet om, at et mere

visuelt argument ville inddrage flere elever. Leereren valgte igen selv at forklare denne
figur og gav ikke eleverne meget beteenkningstid, efter eksempelvis at have spurgt om
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hgjden af det areal, som beskriver differensen mellem hgjre- og venstresummen. Pa
baggrund af videooptagelsen er det sveert at vurdere, om denne illustration havde nogen
effekt, da ingen elever bidrager med kommentarer eller spgrgsmal til larerens
gennemgang af denne.

Som overgang til anden del af mit designede forlgb introducerede leereren funktionen
A(x) og forklarede, at dette A kan forstas som arealet under grafen og pegede kort pa
figuren, som indgik i forbindelse med det foregaende bevis. Jeg havde gnsket, at denne
funktion var blevet praciseret lidt mere, og at der havde veret en selvstendig
illustration og understregning af, at A(x) (for en funktion defineret pa et interval [a, b],
og hvor a <x <b), angiver grenseveerdien af venstresummen for n gaende mod
uendelig (hvor n er antallet af intervalinddelinger). Dette vender jeg tilbage til i
diskussionen af denne a posteriori analyse. Det skal kort navnes, at den felles
overvejelse af A(a), som det var planlagt skulle indga i denne introduktion, i stedet blev
inddraget undervejs i opsamlingen af opgave 12.

Indledningsvist bestod opgave 12 i, at eleverne skulle opdele det betragtede omrade i
kendte figurer, og jeg troede, at eleverne hurtigt ville opdele omradet i et rektangel og
en trekant, men det viste sig ikke at vere tilfeeldet. Den lydoptagelse, som er
transskriberet (sekvens 14) viser, at gruppen farst foreslar tre rektangler, hvilket jo
egentlig er forstaeligt, da det forrige arbejde netop omhandlede rektangler. Lereren
skulle stille mange ledende spgrgsmal og gentage, at en nemmere opdeling var mulig
farend, at eleverne valgte et rektangel og en trekant. De andre lydoptagelser viser, at
andre grupper ligeledes havde en lang diskussion af denne opdeling. Det er &rgerligt, at
denne delopgave far sa meget fokus, samt at tidsforbruget bliver starre end beregnet, da
en formulering, hvor det blev understreget at omradet skulle opdeles i to kendte figurer
(som ville deekke omradet), formentlig havde hjulpet eleverne.

Endvidere observerede jeg, at adskillige grupper afleste hgjden af henholdsvis
rektanglet og trekanten, hvilket fgrte til problemer i delopgave 12.2. Nedenstaende
uddrag af en lydoptagelse (sekvens 14) viser, at leereren er ngdt til at understrege (og
gentage), at det igen er funktionsforskriften, der skal benyttes til at angive en hgjde.

o Leereren: Ja, hvordan kan I finde hele den hgjde her?

o Elev A: Det er ved at plusse de her to sammen.

o Lereren: Nej, det gjorde | for, men det var fordi det her var 1. Hvis det her er x,
hvordan kan I sa finde hele denne her hgjde..., nér det her er grafen for den funktion?

« Elev B: Vi kan finde haldningen.

o Elev A: Nej x oplgftet i det dér.
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« Lereren: Man setter x ind pa den her, pa t’s plads, sé fér vi jo funktionsveerdien, sa har
I hele den her hgjde.

| den videre diskussion af trekantens hgjde (se sekvens 14, bilag 7) papeger lareren, at
eleverne getter, og flere gange udtrykker en elev forvirring omkring, hvad det er, de er i
gang med at bestemme, hvilket indikerer, at gruppen har sveert ved at skabe et overblik i
opstillingen af et udtryk for A(x). Pa trods af de farnavnte vanskeligheder, far gruppen
nemt differentieret udtrykket samt indset, at der for den givne funktion f gelder, at

A(x) = f(x).

Nedenstaende eksempel pa en elevbesvarelse af delopgave 12.2 illustrerer, at det ikke
var let for eleverne at opstille et samlet og enkelt udtryk for A(x). Eleven skriver, at den
ene sidelengde i rektanglet er (x — 0), hvilket ogsa er korrekt, men dette samt det
uprecise udtryk for det samlede areal antyder, at eleven mangler et overblik og bestemt
ikke fandt besvarelsen af denne delopgave let.
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Figur 28: Elevbesvarelse af delopgave 12.2

En anden elev har noteret folgende til delopgave 12.2:
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Figur 29: Elevbesvarelse af delopgave 12.2

Denne gruppe arbejdede med funktionen f(t) = 2,5t + 1,5, og elevens beregninger viser
et par fa fejl. | beregningen af trekantens areal, skriver eleven den korrekte formel,
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%- h-g eller '2—9, men i sin udregning far eleven ikke ganget med grundlinjen x. Dette
har eleven dog gjort lidt leengere nede, hvor eleven tegner en trekant og korrekt skriver
2,5-x%, men far skrevet gange § hvilket jeg dog ikke tror, antyder en manglende

forstaelse for opgaven, da eleven ender med korrekt at skrive udtrykket 1,25x? + 1,5x
for det samlede areal. Besvarelsen og elevens egne sma overstregninger tyder pa, at
denne delopgave var udfordrende men dog gav mulighed for, at eleverne kunne
producere selvstendige lgsningsforslag.

Adskillige elever fandt et overblik ved at notere de enkelte hgjder pa figuren, og
falgende er en elevs eksempel pa dette:

¥

Figur 30: Elevillustration til delopgave 12.2

I langt de fleste grupper indtraf der interessante diskussioner, som alle understregede det
den tidligere transskribering afslarer: problemer med brugen af funktionsforskriften i
forbindelse med hgjden af bade rektanglet og trekanten, samt en forvirring og et
manglende overblik i forbindelse med at angive et udtryk for A(x).

En konklusion pa dette elevarbejde bliver, at det tekniske arbejde viste sig at veere
udfordrende for mange elever, og langt fra alle elever kom frem til et korrekt udtryk for
A(x). Det viste sig saledes at det er svart at konstruere en opgave, som kan indlede
elevarbejdet med hovedproblemtypen I1,: Etabler en sammenhaeng mellem integral og
stamfunktion, men dog formaede et par elevgrupper at formulere et svar med tydelig
relation til opgavetypen Tp: Hvis A(x) = fa"f(t)dt (for en pen funktion f), hvad kan du

da sige om A’?

Det er svert at konkludere pa de vanskeligheder, som opstod i forbindelse med
delopgave 13.2, som udelukkende bygger pa allerede etablerede teknikker og teorier. Pa
baggrund af al datamaterialet, er jeg overbevist om, at eleverne havde sveert ved at se en
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kobling mellem en funktionsveerdi og en afstandslengde, og i forlengelse af dette se en
mulighed i brugen af en funktionsforskrift i forbindelse med bestemmelse af et areal.

12.4 Lektion 7 og 8

Videooptagelsen af den felles opsamling pa opgave 12 viser, at en elev indledningsvist
kommenterede, at A’(x) er differentiabel til f(x), hvilket lereren preciserede for
herefter at institutionalisere falgende resultat, som ligeledes blev skrevet pa tavlen: Lad
f veere en paen funktion defineret pa intervallet a til b, sa er A(x) en stamfunktion til £,
det vil sige, at A er differentiabel med differentialkvotienten f. Hovedproblemtypen I1:
Etabler en sammenhang mellem integral og stamfunktion blev da implicit inddraget og
praeciseret. Afslutningsvist understregede laereren, at eleverne kun havde set pa et par
konkrete funktioner, og at den naeste opgave bestod i at give et argument for at resultatet
ogsa gjaldt for en vilkarlig funktion.

Denne opgave viste sig at veere den mest udfordrende. Et par grupper blev i forbindelse
med delopgave 13.1, opskriv differenskvotienten for funktionen A(x) i punktet x,, ngdt
til at finde tidligere noter frem, og figur 31 viser en elevbesvarelse, som antyder, at
eleven mangler en forstaelse for, hvad begrebet differenskvotient giver udtryk for.

Opskriv differenskvotienten for funktionen A(x) i punktet x,.

f= A (";\-\ WY~ AR

Y y

Figur 31: Elevbesvarelse af delopgave 13.1

Lydoptagelserne indeholder mange usammenhangende elevdiskussioner og ofte kun
enkeltstaende elevkommentarer, som er svere at konkludere pa. Kun en lydoptagelse
viste sig at veere veerd at transskribere (sekvens 18), og i denne indleder elev A med at
sperge elev B, om han har forstdet opgaven, og lidt lengere fremme i diskussionen
kommenterer elev B i forbindelse med delopgave 13.2, at opgaverne bliver svaerere og
svaerere. Senere forteller elev A til en gruppe, som sparger dem om hjelp, at de sidder
fast, og kort herefter beder lzereren dem kigge pad A(x, + h), hvortil elev A svarer, at de
kigger pa det, men bare ikke forstar det. Disse Igbende kommentarer samt, at kun en
lydoptagelse indeholder et egentligt elevarbejde viser tydeligt, at eleverne mgadte en reel
udfordring. Leereren valgte at afbryde elevarbejdet med en kort opsamling af delopgave
13.1 og 13.2, som afslgrede, at ingen elever kunne give et fornuftigt bud pa
delspergsmal 13.2, pa trods af lererens forklaring samt leererens illustration pa tavlen
(figur 32).
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Figur 32: Leererens illustration i forbindelse med opsamling af delopgave 13.2

Folgende er et uddrag af transskriberingen af videooptagelsen af denne opsamling
(’Opsamling af opgave 13°, bilag 8):

Leereren: (...) Hvad far vi, nar vi trekker de to fra hinanden? Den overste det er
greenseverdien af venstresummerne i det her interval, og den nederste er graensevardien
af venstresummerne i det her interval. Hvad vil vi fa, nar vi treekker de to fra hinanden?
Elev A: x,?

Elev B: a?

Elev C: h?

Lereren: Hvad far vi sa tilbage?

Elev D: Er det ikke h?

Elev A: Kan du ikke lige forklare det igen?

Leereren: Det er venstresummerne. Det gverste her, det er s& venstresummerne i hele det
her interval.

Elev A: Narh, sa far vi bare hgjresummerne tilbage jo.

Lereren: Vi laver alle venstresummerne her, og tager grenseveardien nar n gar mod
uendelig.

Elev B: Far vi sa a tilbage, eller hvad?

Hele transskriberingen, men specielt dette uddrag viser, at eleverne ikke var i stand til at
give et fornuftigt svar pa leererens indledende spgrgsmal og farst efter mange ukorrekte
og uforstdelige bud, sagde en elev fglgende: Du tager den side, som er markeret,
minusser med det som du sagde lige fer, sd har du x, til x, + h tilbage, du har det
omrade tilbage, hvilket leereren gentog og praciserede.

Jeg observerede, at de fleste elevgrupper formaede at omskrive A(x, + h) og A(x,) til
korrekte bestemte integraler, men at forstd A(x,+h) og A(x,) som henholdsvis
grenseveerdien af venstresummen pa intervallet [a,x, + k] og intervallet [a,x,], nar
antallet af inddelinger gar mod uendelig, var udfordrende for samtlige elever. Det er
interessant, at flere elever ikke formar at besvare lererens indledende spgrgsmal fra det
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forrige transskriberede uddrag: ”Hvad far vi, nar vi treekker de to fra hinanden? Den gverste
det er greensevaerdien af venstresummerne i det her interval, og den nederste er greenseveerdien
af venstresummerne i det her interval. Hvad vil vi fa, nar vi traekker de to fra hinanden?”. Jeg
tror, at grunden til dette bunder i en manglende basal viden omkring intervalleengder,
hvilket opgave 2 ogsa viste. Pa baggrund af de observerede lektioner fornemmede jeg at
eleverne ikke havde en intuitiv og visuel opfattelse af, at hvis eksempelvis intervallet
[0,2] trekkes fra intervallet [0,5] vil det tilbageveaerende interval veere [2,5], og den
algebraiske notation i delopgave 13.2 komplicerer naturligvis opgaven yderligere.

Eleverne fortsatte efter denne delopsamling med delopgave 13.3, hvor grupperne igen
stedte pa problemer, og eksempelvis brugte en gruppe lang tid pa at afgere, hvilken
afstand pa figuren som var lig med h. Lareren valgte efter blot 6 min. at starte
opsamlingen, og fglgende uddrag er taget fra diskussionen af delopgave 13.3:

« Lereren: Ja. Sadan, hvis vi nu kigger pa den starrelse, der hedder f(x,) - h, hvad vil det
vaere, hvis vi kigger pa vores tegning her, hvordan kan vi sa illustrere det?

« Elev A: Altsa, deter f(xo) - xo, er det ikke, pa en eller anden made.

o Lereren: Nej deter f(xp) - h.

« Elev A: Sa er det afstanden mellem x, og x, + h.

« Leereren: Ja h er det her stykke, gange f(x,), hvordan kan jeg sa illustrere det her?

o Elev A: f(xg) ligmed A(x).

« Lereren: her det her stykke, f(x,) er det her stykke, hvad far jeg sa ud af det?

« Elev C: Man kan se f(x) som en slags hgjde af et rektangel.

Det skal bemerkes, at videooptagelsen afslgrer, at laereren giver eleverne god
beteenkningstid, men at der ikke er mange elever, som markerer. Dette samt uddraget
viser, at eleverne har svart ved at koble de matematiske udtryk til illustrationen pa
tavlen, og farst efter et paent stykke tid, naevner elev C, at f(x,) angiver en hgjde pa et

rektangel. Kort herefter skal der redegares for, at [ Foth

o f@®)dt ligger mellem f(xy)-h
0g f(xo + h) - h, for en meget lille vaerdi af h, og lereren sparger i denne forbindelse
om, hvordan det bestemte integral var blevet defineret. Ingen elever markerer, og
lereren ma gentage definitionen. En engageret og arbejdsom elev kommenterer
undervejs falgende: Men hvis vi lader A ga mod x,, sa har vi jo ikke noget h tilbage,
hvilket antyder, at eleven ikke blot reflekterer over den tilsigtede viden, men at allerede
eksisterende viden, i dette tilfeelde begrebet graensevaerdi, giver anledning til undren.
Dette pavirker etableringen af den nye viden og komplicerer elevarbejdet samt de

leererstyrede opsamlinger.

Det kan saledes konkluderes, at det teoretiske niveau udelukkende blev naet gennem
leereren, og at eleverne ikke selvstendigt kunne udvikle teorien, og arbejdet med
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opgavetypen Tg: Vis at A’'(x) = f(x), for en pean vilkarlig funktion f viste sig at vere
udfordrende for samtlige elever.

Et interessant arbejde viste sig i forbindelse med den efterfalgende opgave (opgave 14),
hvor eleverne skulle betragte en pan funktion £ pa intervallet [a, b], 0g s&tte A(x) =
f:f(t)dt. De skulle gennem fire delopgaver na frem til, at A(b) = F(b) — F(a), for en

vilkarlig stamfunktion F(x) til f(x). Lydoptagelserne viser, at et par grupper havde
behov for lererens hjelp til at indse, at bade F'(x) og A'(x) er lig f(x), hvorfra de
selvsteendigt far formuleret, at da vil F(x) — A(x) differentieret give 0, hvilket betyder,
at F(x) — A(x) ma veere lig en konstant. Andre grupper derimod indser, at bade F’'(x) og
A'(x) er lig f(x), men kan ikke give en precis konklusion pa dette, hvilket fglgende
uddrag af sekvens 16 er et eksempel pa:

« Elev A: Vi tenker bare over det. Vi ved, at det der differentieret, A merke differentieret
det giver f(x), og vi ved at F(x)...

« Leereren: Skriv det ja, det lyder rigtigt, pa at skrive det ned.

« Elev B: Er differentiabel til A. Ok, hvis vi siger at A(x) er lig med f(x) ikke, og hvis vi
siger store F differentiabel, hvad er det sa?

« Elev A: Det er ogsa f(x).

« Elev B: Er det bare det?

« Elev A: Sa hvad kan vi sige, F(x) minus A(x).

« Elev B: Deter lig med lille f(x) ikke? Eller vent.

« Elev A: Men jeg kan ikke forsta det der tegn.

. Elev B: Vi ved, at de begge differentieret giver f(x). Tror du sé ikke det giver...

Diskussionen mellem elev A og B fortsatter, hvorefter leereren inddrages og sparger til
differensen, og farst efter et par ukorrekte svar fra bade elev A og B navner elev A, at
den differentierede differens giver 0. Der gar endvidere et stykke tid, farend elev A i
pausen far sagt, at F(x) — A(x) ma veere lig en konstant.

Jeg var i designfasen opmarksom pa, at delopgave 14.2, hvor x-verdien a skulle
indsaettes i udtrykket fra delopgave 14.1 kreevede, at eleverne var klar over, hvilket
udtryk de skulle benytte samt, at de havde naet et korrekt udtryk. Figur 33 er et
eksempel pa en elevbesvarelse, og for denne elev har det formentlig ikke veeret let at
gennemskue, hvilket udtryk, som skulle benyttes i den efterfglgende delopgave.
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Figur 33: Elevbesvarelse af delopgave 14.1

Det viste sig, at dette blev et problem, og det mest tydelige eksempel findes i
transskriberingen af en lydoptagelse (sekvens 16), hvori elev A eksplicit sparger,
hvilket udtryk, som skal benyttes. Samme sekvens antyder, at eleverne er forvirrede, og
besvarelsen af delopgaven ender med at besta af en leengere diskussion.

Det er sveert at vurdere, hvorfor nogle grupper ikke formaede at komme i gang med en
delopgave og andre endte med at diskutere en forholdsvis simpel delopgave i lang tid.
Jeg tror, at manglen pa tal og resultater i form af absolutte talveerdier har en stor
indflydelse, og desuden veg de designede opgaver ogsa en del fra de vante typeopgaver
I form af opbygningen. Jeg havde forsggt, at lade hver delopgave fare eleverne et skridt
nermere pa resultatet, og for at et adidaktisk elevarbejde med en sadan en opgave skal
lykkes, kraever det, at eleverne undervejs accepterer, at hver delopgave ikke giver et
egentligt svar.

Hos et par grupper identificerede jeg et rigtig velfungerende og fornuftigt arbejde med
opgave 14, og derved opgavetypen Tg: Hvis A(x) = fa" f(t)dt (for en paen funktion f),
hvad kan du da sige om A(b)?, men pa grund af, at de resterende grupper sad fast og
derved blev ukoncentrerede, samt at tiden var knap, valgte leereren at pabegynde
opsamlingen. Det havde uden tvivl varet interessant, at undersgge, hvordan de fa
engagerede og arbejdsvillige elevgrupper havde fortsat deres adidaktiske gruppearbejde,
men som laerer er man naturligvis ngdt til at pabegynde en opsamling, hvis mange
elever sidder fast. Jeg tror dog stadig pa baggrund af data, at det vil veere svert at fa
arbejdet med hovedproblemtypen II,: Etabler en sammenhang mellem integral og
stamfunktion til at fungere, da eleverne ikke kunne se opgaverne, teknikkerne og
resultaterne i et starre perspektiv.

Leereren fik i forbindelse med den efterfalgende opsamling institutionaliseret det
gnskede resultat, og lgbende kom flere elever med fornuftige svar og indvendinger.
Afslutningsvist understregede leereren fglgende (’Opsamling af opgave 14°, bilag 8):
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« Lereren: Det vil sige, at hvis vi skal regne det her ud, vores A her, som vi nogle gange
kunne forsta som et areal. Hvis vi skal lave det fra a til x, eller fra a til b, s& kan vi
regne det ud pa denne her made. A(b) som jo er integralet fra a til b af f(t) dt, kan vi
regne ud pa den her made, som F(b) minus F(a), hvor store F er en stamfunktion til
denne her. Sa den her, som vi kan forstd som arealet i intervallet fra a til b, kan vi regne
ud som denne her, tage stamfunktion til £ i b minus stamfunktionen til f i a. Godt prev
at regn opgave 15.

For at have tydeliggjort forbindelsen mellem dette resultat og arbejdet med del 1 af
designet, kunne leereren have understreget, at det som eleverne farhen havde bestemt en
tilnermet veerdi for nu kunne bestemmes eksakt.

| forbindelse med det efterfalgende arbejde med opgave 15 matte en del grupper gere
brug af bgger eller noter for at bestemme stamfunktionen til funktionen f(t) = % Jeg

observerede, at mange grupper gik i sta, da de havde skrevet F(2) — F(0.5), hvilket
lydoptagelserne ogsa bekrefter. Eleverne indsa ikke, at de skulle gere brug af resultatet
fra delopgave 15.1, hvilket de muligvis havde, hvis det i formuleringen af delopgave
15.1 havde veeret praeciseret, at eleverne skulle kalde den fundne stamfunktion for F.

Af transskriberingen af sekvens 17 fremgar det, at denne gruppe leenge matte diskutere,
hvad der menes med en stamfunktion, da en elev ikke forstod dette, og bad om en
forklaring, hvilket resulterede i, at gruppen kun naede at kommentere fglgende i
forbindelse med delopgave 15.3:

« Elev A: Det var det her, vi lige fandt her. A(2) er lig med det der.

« Elev B: A(2) er det sa det her? Sa vi skal beregne det der, ved hjelp af det her?

o Elev A: Er det ved hjalp af den, eller skal vi bare skrive det her, jeg ved det ikke.

« Elev B: Jeg tror vi skal beregne det der ved hjelp af resultatet, det er det der star.

« Elev A: Ved hjelp af resultatet fra forrige opgave, ved hjelp af in(t). Skal vi sa sige,
denne her er jo lig med F(2) — F(a), er det ikke sadan?

« Elev B: Men hvad skal vi sa bruge resultatet fra denne her opgave til?

« Elev A: Er det ikke, jeg teenker pa den gamle opgave, vi lavede deroppe?

Det er interessant, at elev A navner F(2) — F(a) og derved formar at indsette 2 som b-
vaerdien men ikke formar at indsette 0,5som a-veerdi. Jeg observerede et par andre
grupper, som heller ikke indsatte de to talveerdier med det samme, hvilket indikerer, at
eleverne ikke var bevidste om, at opgaven bestod i at bestemme det bestemte integral

fra 0,5til 2 af f(t) = % (hvilket kan tolkes som et areal, da f(t) > 0 pa [0,5; 2], hvilket
ogsa blev navnt i opgaven). Desuden tyder det pa, at eleverne ikke kunne identificere

vardierne a og b i det forrige resultat, A(b) = F(b) — F(a), med grenserne for det
bestemte integral og med intervalendepunkterne, og en pracisering af dette i forbindelse
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med institutionaliseringen af det farnaevnte resultat burde indga, hvis udfarelsen skulle
gentages.

Det bar ligeledes kommenteres, at de to elever i det forrige transskriberingsuddrag er
lidt forvirrede over, hvilket resultat der henvises til i forbindelse med
opgaveformuleringen 'beregn A(2) ved hjelp af resultatet fra forrige opgave’. En mere
preecis formulering kunne have veret brugt, og ville formentlig, have gjort det klarere
for eleverne, hvordan opgaven skulle lgses, men det er naturligvis en balancegang, da
svaret heller ikke skal forares til eleverne gennem en raekke precise udferlige
instruktioner. Den anden gruppe, hvis diskussion jeg ogsa har transskriberet, noterede
hurtigt, at stamfunktionen til f(x) er lig F(x) = In(t) + k, men i forbindelse med
delopgave 15.2, meldte der sig en reekke misforstaelser. Fglgende er et uddrag af de to
elevers diskussion (sekvens 18):

« Elev A: Nej der star bemaerk, at A(2) kan opfattes som et areal. Er det sa ikke her, fordi
nar vi siger en halv gange 2, det er 1. Det ma nok vare her. Nej.

« Elev B: Du forvirrer mig rigtig meget.

« Elev A: Det er herovre.

« Elev B: Hvorfor her?

« Elev A: Fordi arealet skal give 2.

Det er sveert at vurdere, hvorfor eleven navner disse tal og hvorfra de stammer, men det
er tydeligt at eleven ikke havde forstaet indfgrelsen af funktionen A(x). Det tyder pa at
eleven troede, at betegnelsen A(2) angiver et omrade, hvis areal er lig med 2, og at
opgaven derved bestod i at finde og skravere et sddant omrade.

Andre grupper udferte et fornuftigt teknisk arbejde i forbindelse med denne opgave, og
med hovedproblemtypen T1,: Bestem den eksakte veerdi af | ; f(x)dx for en given
funktion £ defineret pa intervallet [a, b], tilhgrende MO,. For disse grupper opstod der
ikke vanskeligheder undervejs, og jeg fik en klar fornemmelse af, at de forstod opgaven
som helhed, og kunne relatere denne til det forrige resultat, samt til det store spgrgsmal
Q,: Hvordan findes arealet af en forelagt punktmangde?

Opsamlingen pa opgave 15 blev indledt med, at en elev forklarede lgsningen af denne,
og undervejs praciserede lereren, at konstanten, som indgar i stamfunktionen ville ga
ud i forbindelse med bestemmelse af A(2). Afslutningsvist konkluderede leereren
falgende (’Opsamling af opgave 15°, bilag 8):

« Lereren: (...) S& det vi kan sige nu, det er, at nu har vi fundet en made, hvis vi har en
positiv funktion i hvert fald, at beregne arealet under grafen pa. Sa hvis vi har en
funktion, og vi vil beregne, hvis vi lige skriver det op mere generelt. Vi har en funktion
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her, vi har to greenser, og vi vil beregne det her areal, sa kan vi beregne arealet som det
bestemte integral fra a til b af f(x)dx. Sadan, det er arealet, vi kan beregne pa den
made. Vi har ogsa set, hvordan vi beregner det. Vi finder stamfunktionen af £, s3 man
plejer lige at skrive det pa den her made. De her firkantede parenteser betyder, at man
skal sette de her to greenser ind og treekke fra. Det er bare en anden made at skrive, farst
den gvre greense minus den nedre greense.

« Elev A: Var det der forkert eller hvad?

« Lereren: Nej det du havde lavet var rigtigt. Sa arealet kan vi altsd beregne pa den her
made, bestemt integral fra a til b, som beregnes som stamfunktionen i de to granser.

Jeg havde i forbindelse med denne afsluttende opsamling gnsket, at leereren havde
relateret denne opgave til det ferste mgde, som bestod i diskussionen af givne
punktmangders arealer samt de forrige opgaver, der omhandlede venstre- og
hgjresummer. | forleengelse af dette var en egentlig institutionaliseringsfase planlagt,
hvor leereren skulle konkludere pa hele forlgbet, og definere og identificere, hvilke
teoretiske resultater den udviklede matematiske organisation indeholdt. Grundet tiden
blev denne institutionaliseringsfase ikke realiseret.

12.5 Konklusion pa a posteriori analysen

Den foregaende a posteriori analyse har vist en raekke konkrete eksempler pa de
vanskeligheder, der opstod i forbindelse med realiseringen af den planlagte didaktiske
proces og udviklingen af de to lokale matematiske organisationer MO, og MO,. | det
falgende vil jeg konkludere pa a posteriori analysen og understrege de essentielle
udfordringer.

Den farste udfordring jeg vil nevne har forbindelse til elevernes faglige forudsaetninger.
Det viste sig at vere et gentagende problem for en betydelig del af klassens elever at
benytte en given funktionsforskrift til at beregne hgjden af et rektangel pa trods af, at
der i forbindelse med opgave 3 eksplicit stod, ”(..) hvis hgjder svarer til
funktionsveerdierne af delintervallernes hajre endepunkter”. Flere elever forsggte
konstant at afleese disse hgjder, og det resulterede i, at en lang raekke af opgaverne blev
vanskeligere, end jeg havde forventet. Jeg er overbevist om, at eleverne var bevidste
om, hvordan en funktionsverdi beregnes, men de manglede en geometrisk fortolkning
af en given funktionsvaerdi (som en leengdeangivelse og ikke blot en y-veerdi).

Endnu en udfordring vist sig i forbindelse med realiseringen af den teknologiske-
teoretiske fase. Det var tydeligt, at eleverne havde svart ved de mere teknologiske og
teoretiske spergsmal, eksempelvis da det skulle begrundes, hvorfor venstre- og
hgjresummerne i opgave 7 blev negative. Det var svaerere at fa det teknologiske og
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teoretiske arbejde til at fungere i praksis end jeg havde troet, og som den forrige analyse
illustrere gjaldt det for en stor del af klassen.

Den forrige analyse viste yderligere, at brugen af algebraisk notation langt fra var
overkommelig for eleverne, og de var bestemt ikke fortrolige med denne. Opgaverne
hvori de skulle bestemme udtryk, som eksempelvis delopgave 8.4, hvor et udtryk for
hgjden af det ferste og sidste rektangel gnskes angivet, gav problemer hos mange
grupper. Desuden afslgrede lydoptagelserne, at et par elever direkte kommenterede, at
manglen pa tal var et problem og umuliggjorde deres arbejde.

| forleengelse af dette skal det bemarkes, at opgaver omhandlende generaliseringer viste
sig at veere problematiske for eleverne. Det kan eksempelvis navnes, at en elev
kommenterede over for laereren, at de i opgave 8 manglede en funktion, og de fandt det
langt fra naturligt at betragte og arbejde med en vilkarlig funktion. Endnu et eksempel
kan gives i forbindelse med opgave 11, hvor en raekke grupper fandt det vanskeligt at
betragte n intervalinddelinger og forsta, at man i det hele taget kan snakke om n antal
intervalinddelinger. | forleengelse af dette bgr det ligeledes navnes, at jeg ikke er
overbevist om, at alle elever fandt det let at generalisere argumentet fra opgave 11 (hvor
det blev vist at funktionen f(x) = x2 er integrabel pa intervallet [1,2]) sa dette kunne
benyttes til at vise, at enhver voksende eller aftagende funktion er integrabel.

Opgave 13 blev et tydeligt eksempel pa at det er svert at fa eleverne til at udfare et
deduktivt resonnement og ligeledes forsta et sadan. Det var tydeligvis en svar opgave,
og hver delopgave viste sig at kreve en enorm arbejdsindsats og en betydelig
inddragelse af laereren. Laererens gennemgang af beviset for, at enhver voksende eller
aftagende funktion er integrabel, viste ligeledes problematikken omkring deduktiv
bevisfarelse, og transskriberingen af denne gennemgang afslgrer at laereren selv ma
konkludere pa, hvad reesonnementet bestod i, og hvad der var blevet vist.

Afslutningsvist vil jeg kommentere den sidste essentielle udfordring, som bestod i at fa
de topologiske spargsmal og de store spgrgsmal til at leve i forbindelse med udfarelsen
af undervisningsforlgbet. Specielt viste udferelsen, at de store spgrgsmal Q,: Hvad
menes der med arealet af en forelagt punktmaengde? og Q,: Findes arealet af en
forelagt punktmaengde? var svere at fa til at leve, og eleverne kommenterede ikke disse
lgbende. Dette har tilknytning til, at det heller ikke lykkedes at fa et arbejde med

hovedproblemtypen I1,: Givet en funktion f, afger om [ ; f(x)dx findes og opgavetypen
Tg: Givet en funktion f, vis at f;f(x)dx findes, til at fungere fuldsteendigt. Endnu en

hovedproblemtype, som var udfordrende var Il;: Etabler en sammenhang mellem
integralet og en funktions middelveerdi og den forrige analyse viste, at opgavetypen Tg:
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Redeggr for at .= | : f(x)dx kan opfattes som middelvaerdien for f pa intervaller [a, b]
var vanskelig for mange elever at arbejde selvsteendigt med.

Hvad der dog fungerede var arbejdet med hovedproblemtypen I1,: Hvad menes der med
det bestemte integral af en funktion f fra a til b, dvs. f: f(x)dx?, og enkelte grupper
opnaede uden tvivl en god forstdelse for hovedproblemtypen II,: Etabler en
sammenhang mellem integral og stamfunktion og specielt opgavetyperne Tp: Hvis
A(x) = faxf(t)dt (for en paen funktion f), hvad kan du da sige om A’? og Tg: Hvis
A(x) = faxf(t)dt (for en pen funktion f), hvad kan du da sige om A(b)?. Desuden
fungerede arbejdet omkring hovedproblemtypen II,: Bestem den eksakte veerdi af
f:f(x)dx for en given funktion f defineret pa intervallet [a, b] tilhgrende MO, ligeledes
udmarket. Der var saledes elementer af dette design, som aldrig fik lov at leve under
udfarelsen, men det skal understreges, at en del af de hovedproblemtyper som gav
problemer for eleverne blev indledt af et fornuftigt teknisk arbejde, og det ofte ferst var
i forbindelse med de sidste delopgaver at vanskelighederne indtraf.

13. Diskussion

| forbindelse med a posteriori analysen har en raekke konkrete samt mere generelle
vanskeligheder vist sig i forbindelse med forsgget pa at give eleverne en mere precis
tilgang til det bestemte integral. Som navnt tidligere blev a posteriori analysen skrevet
pa baggrund af de observationer jeg gjorde mig i lektionerne, det skriftlige elevarbejde,
videooptagelserne af de felles opsamlinger samt lydoptagelserne af elevdiskussionerne,
og analysen af dette data ferte til en rekke interessante observationer. Disse
observationer bestar eksempelvis af de vanskeligheder, som eleverne madte i
forbindelse med opgaverne, de vanskeligheder lereren mgdte i forbindelse med
institutionaliseringer og opsamlinger, og i et lidt sterre perspektiv observationer
omkring realiseringen af de indgaende didaktiske faser og udviklingen af de to lokale
matematiske organisationer. Et oplagt og interessant spgrgsmal er naturligvis, hvad jeg
ville ggre anderledes, hvis design- og udfarelsesfasen skulle gentages. | dette afsnit vil
jeg diskutere dette, og fremsatte de overvejelser jeg har gjort mig i forhold til en mulig
fremtidig gentagelse af forlgbet. Jeg vil ikke kommentere alle lektionerne, herunder
opgaver og opsamlinger, men i stedet med henblik pa en gentagelse, diskutere de
bemerkelsesverdige og essentielle udfordringer.

Det farste jeg vil kommentere er, meget passende, realiseringen af det farste made, hvor
eleverne skulle mgde det store spgrgsmal omkring arealet af plane figurer. Som
beskrevet tidligere skulle eleverne diskutere om tre givne punktmangder havde et areal,

94



hvilket desveerre ikke skete, og alle eleverne havde en Klar intuitiv opfattelse af, at
arealet af hver figur fandtes. Hvis dette forlgh skulle gentages, ville jeg bestraebe mig pa
at eleverne skulle fa mulighed for i langt hgjere grad at reflektere over spargsmalet,
hvad menes der med areal? Det viste sig, at eleverne associerede arealbegrebet med
formler frem for en starrelse, og pa baggrund af dette konkluderede de, at det blot
handlede om at finde eller lere en formel til beregning af arealet af de tre
punktmaengder. Jeg tror bestemt, at en alternativ opgave kunne fa det ferste made til at
fungere bedre og forhabentlig gere arealbegrebet lidt tvivisomt for eleverne. | et
fremtidigt design, kunne jeg godt teenke mig at lade elever diskutere flere typer af plane
figurer og praesentere eleverne for figurer, som ikke umiddelbart kan identificeres med
en kendt figur, og maske derfor kan fa eleverne til at forsta at arealet af en sadan figur
ikke pd forhand eksisterer og er givet. Et "modeksempel” i form af en figur eller
punktmangde, som ikke har dette sanselige areal og ikke umiddelbart kan tilskrives et
arealet ville forhabentlig igangsette den diskussion, som ikke indtraf i udferelsen af
dette designede forlab.

| forbindelse med introduktionen til venstre- og hgjresummer har udferelsen af mit
design vist et behov for en mere udferlig forklaring af disse to begreber eller et mere
udfarligt arbejde med disse. Som naevnt i a posteriori analysen blev bestemmelsen af
bredden og hgjden af de rektangler, som indgik i venstre- og hgjresummerne et
gentagende problem for en raekke elever, hvilket vanskeliggjorde det teknologiske-
teoretiske arbejde. Alternativt kunne man lade lereren introducere og forklare disse to
begreber i et starre omfang, eksempelvis ved hjalp af eksempler gennemgaet pa tavlen.
Pa denne made ville eleverne have nemmere ved det tekniske arbejde og formentlig
ikke finde det vanskeligt at bestemme rektanglernes hgjder ved hjelp af den givne
funktionsforskrift. Jeg ville dog i stedet veelge at konstruere en reekke forberedende
opgaver i beregning af en venstre- og hgjresum, da jeg tror, at et selvstendigt
elevarbejde frem for en leererstyret gennemgang vil resultere i, at en videre anvendelse
af teknikken vil forlgbe lettere.

Det kan ogsa diskuteres, hvordan og i hvilket omfang instrumenterede teknikker skal og
kan inddrages i forbindelse med dette emne. Udfgrelsen af mit design viste, at eleverne
ved hjeelp af instrumenterede teknikker kunne na et teknologisk niveau, som forberedte
eleverne pa det efterfalgende teoretiske niveau. | forbindelse med en revidering af dette
design tror jeg, at der er flere fordele at hente ved inddragelsen af et CAS-vearktgj, sa
disse instrumenterede teknikker ikke blot for eleverne vil fremsta som en alternativ og
langt mindre tidskraevende teknik, men at man i langt hgjere grad kunne na teknologisk-
teoretisk niveau. Eleverne fandt brugen af GeoGebra overkommelig, og de blev hurtigt
fortrolige med denne teknik, sa jeg ville bestemt i disse opgaver kraeve mere af eleverne
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i form af flere teknologiske-teoretiske spgrgsmal. En mulighed kunne vere at lade
eleverne kommentere pa de udfyldte skemaer, og ikke formulere de delspgrgsmal jeg
valgte og dermed undersgge, hvilke refleksioner og observationer de selvsteendigt ville
gere sig. Endvidere ville jeg formulere et spergsmal, som bad eleverne relatere
GeoGebras resultater til de diskussioner eleverne havde haft i forbindelse med det farste
mede, og fa eleverne til at kommentere pa tallene og den observerede graenseveerdi. Den
sidste opgave som eleverne lgste ved brug af GeoGebra omhandlede de negative
veerdier for venstre- og hgjresummerne, og denne opgave ville jeg klart revidere, hvis
forlgbet skulle udferes igen. Mange af eleverne havde svart ved at forklare de negative
veerdier, og jeg tror det havde hjulpet, hvis opgaven bestod i en indledende delopgave,
hvor eksempelvis venstresummen for 4 intervalinddelinger skulle beregnes uden brug af
GeoGebra.

Jeg lod i dette design eleverne arbejde med hovedproblemtypen Il;: Etabler en
sammenhang mellem integral og en funktions middelvaerdi pa et interval, for at undga
en udelukkende arealbaseret fortolkning af det bestemte integral. Udfgrelsen af mit
design viste, at opgaven omhandlende denne hovedproblemtype skulle introduceres
bedre, sa eleverne ville fa en klarere fornemmelse af den intuitive ide om en funktions
middelvardi pa et interval. Som naevnt tidligere fandt et par elevgrupper det desuden
vanskeligt at forsta det udglattede areal, og jeg fornemmede, at det ikke var praciseret
tilstreekkeligt, at nar eksempelvis tre rektangler med forskellige hgjder udglattes, opnas
der forst tre rektangler med samme hgjde, sadan at det samlede areal forbliver det
samme, og disse tre rektangler med samme hgjde kan da opfattes som ét fladt udglattet
rektangel. Jeg ville i forbindelse med en gentagelse forsgge at konstruere en opgave,
hvorigennem eleverne selv indser og formulerer ideen med det udglattede rektangel, og
hvis det foregaende arbejde med beregning af venstre- og hgjresummer blev mere
udfarligt, tror jeg bestemt, at en sadan opgave ville komme til at fungere i praksis.

| forbindelse med hovedproblemtypen I1,: Afgar om det bestemte integral findes, ville
jeg genoverveje det farste mgde med denne problemtype. Jeg ville forsgge at konstruere
en opgave, som kunne gere eleverne opmarksomme pa at spgrgsmalet omkring
eksistensen er interessant og vesentligt. Det kunne vaere en mulighed i forleengelse af
arbejdet med GeoGebra og “opdagelsen” af den felles grensevardi, at bede eleverne
diskutere om en sadan graenseveerdi altid vil eksistere. Desuden kunne det tenkes at
GeoGebra eller matematikprogrammet Maple kunne inddrages i forbindelse med en
preesentation af funktionen f: [0, 1] — R defineret ved:

nar x er rational
nar x er irrational

Fe =1y
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Pa baggrund af a posteriori analysen ville jeg endvidere ladet arbejdet med differensen
mellem venstre- og hgjresummer fylde mere i designet, da analysen viste, at en raekke
elever fandt det vanskeligt at tegne venstre- og hgjresummen pa samme figur, samt
skravere differensen. En opgave, som gav en illustrativ forstaelse af differensen, var
gjensynligt ikke tilstreekkeligt. Det kunne veere oplagt at inddrage GeoGebra i
forbindelse med dette, hvilket jeg undlod dels pa grund af tidsrammen og min
forventning om, at eleverne ikke ville finde arbejdet omkring differens sveert. En
mulighed kunne vare at bede eleverne definere funktionen f(x) = vx pa intervallet
[0,4] i GeoGebra og beregne bade venstre- og hgjresummen for eksempelvis 4, 10 og 50
intervalinddelinger, hvilket for 4 intervalinddelinger ville give falgende output.

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktaj Vindue Hjeelp

YR O )l P2l NN _

» Algebra vindue " Tegneblok
Funktion

f(x) = Vx 2

Numerisk
> Hejresum = 6.15
- Venstresum = 4.15

0 1 2 3 4

Figur 34: Beregning af venstre- og hgjresum for f(x) = v/x for n = 4 i GeoGebra

Eleverne ville stadig skulle besvare spgrgsmalet omkring hvilket omrade, som svarer til
differensen, men det illustrative element i GeoGebra ville tydeliggere, at denne
differens vil ga mod 0. | forlengelse af dette kunne opgaven desuden besta i at lade
eleverne vende tilbage til spgrgsmalet omkring eksistensen af det bestemte integral af en
funktion f (hvor det bestemte integral var praesenteret som grenseverdien af en
venstresum). | opgave 9 lod jeg det afsluttende spergsmal vere fglgende, hvad sker der
med differensen, H —V og differensen, V —H, nar antallet af intervalinddelinger
vokser? Hvis jeg skulle gentage forlgbet ville jeg her tilfgje et spargsmal omkring, hvad
svaret pa dette ville betyde, og eventuelt bede eleverne relatere svaret til spgrgsmalet
omkring eksistensen af det bestemte integral.

Jeg havde i dette design planlagt, at leereren afslutningsvist i opsamlingen af opgave 11
skulle introducere funktionen A(x). Som transskriberingen viser, definerede lareren
denne funktion som det bestemte integral fra a til x af en funktion f(t) defineret pa
intervallet [a,b] 0g hvor a < x < b, 0g navnte i forlengelse af dette, at det bestemte
integral af en funktion £, var defineret som en greenseverdi. Leereren tilfgjede, at nar f
er en positiv funktion, kan A(x) opfattes som arealet under grafen op til en vis x-verdi.
Jeg er ret sikker pa, at eleverne, grundet betegenelsen A(x), meget nemt forbinder denne
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funktion med en arealfunktion. Hvis jeg skulle gentage dette forlgb, ville jeg muligvis
veelge betegnelsen S(x), hvilket jeg som tidligere navnt ogsa overvejede, men efter
udferelsen tror jeg at det ville tydeliggare, at funktionen naermere er en ’sumfunktion”.

| forbindelse med planlaéegningen af mit design valgte jeg at konstruere en opgave, som
ville gare det muligt for eleverne at indse, at A’(x) = f(x), hvor f var en given lineger
funktion. Jeg @nskede ikke, at lereren skulle praesentere eleverne for denne
sammenhang, og jeg syntes bestemt at den konstruerede opgave var fornuftig. Det viste
sig dog at en betydelig stor del af klassens elever fandt den opgave meget vanskelig,
hvilket resulterede i, at kun fa elever naede at kommentere pa udtrykket for 4’(x), og
der var dermed sveert at realisere arbejdet med opgavetypen T : Hvis A(x) = f;‘ f(®dt,
hvad kan du sige om 4’(x)? Hvis denne opgave skulle indga i en gentagelse af forlgbet,
ville jeg tilfgje en reekke delopgaver for at ggre opgaven lettere og skabe et bedre
overblik. Det kunne ogsa veere interessant at konstruere en helt ny opgave med
inddragelse af GeoGebra, og undersgge om en sadan opgave ville fare flere elever frem
til den tilsigtede teoretiske pointe.

Jeg valgte at lade eleverne gennemfare det tilhgrende bevis for, at der for en vilkarlig
paen funktion f gelder, at A(x) er stamfunktion til f, dvs. A er differentiabel og A’'(x) =
f(x). Det viste sig, at et fornuftigt elevarbejde var umuligt at realisere i forbindelse med
dette, og det var enormt vanskeligt, at fa eleverne til at gennemfgre det deduktive
reesonnement. Jeg tror dog, at denne opgave vil kunne komme til at leve, men det
kreever for det farste at eleverne er fortrolige med differentialregningsteori, for det
andet, at eleverne kan gare brug af algebraisk notation og for det tredje, at opgaven
udstyres med flere ledende delopgaver. Jeg er dog i tvivl om konsekvens af dette, og jeg
er bange for at eleverne vil miste overblikket.

| forbindelse med den efterfalgende opgave 14, ville jeg i en revideret udgave af mit
design tilfgje en henvisning til kapitlet i deres bog om stamfunktioner og desuden ville
jeg tilfgje en afsluttende delopgave, som skulle lade eleverne kommentere pa udtrykket
for A(b). Det kunne vere interessant at se, om eleverne kunne formulere, hvad dette
teoretiske resultat bevirker i forhold til bestemmelse af den eksakte veerdi af det
bestemte integral. Det samme gar sig geeldende i den sidste opgave, hvor jeg ligeledes
ville tilfgje en delopgave, hvor eleverne skulle kommentere pa det opnaede resultat for
A(2).

Afslutningsvist vil jeg kommentere de indgdende introduktioner, institutionaliseringer
og opsamlinger. Det ville i forbindelse med udarbejdelsen af et revideret design veere en
klar fordel at udarbejde dette i samarbejde med den larer, som skal udfere
undervisningen. Jeg havde i forbindelse med dette speciale korte mgder med klassens
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leerer, og taget i betragtning af det synes jeg bestemt, at de indgaende introduktioner,
institutionaliseringer og opsamlinger fungerede udmaerket. Grundet tiden blev en
egentlig institutionaliseringsfase ikke realiseret, og dette ville jeg bestemt gnske ville
ske, hvis forlgbet skulle uferes igen. Jf. den antropologiske teori for didaktik er det
gennem institutionaliseringsfasen at der indtraeffer en tydelig identifikation og definition
af de udviklede lokale matematiske organisationer. Dette ville over for eleverne have
tydeliggjort de essentielle teoretiske definitioner og resultater, og forhabentlig
anskueliggjort forbindelsen mellem de to lokale matematiske organisationer, MO; og
Mo,.

14. Konklusion

Meget kort beskrevet bestod dette speciale i en undersggelse af, hvorvidt det ville veere
muligt at give elever i en dansk gymnasieklasse en mere pracis tilgang til det bestemte
integral, og specielt om det kunne lykkes at fa den matematiske organisation MO,
omkring de mere topologiske spgrgsmal knyttet til det bestemte integral til at leve.

Den teoretiske analyse af det bestemte integral, som omfatter afsnittet om den
akademiske viden samt den viden, som skal formidles, udgjorde mit udgangspunkt, for
at designe et undervisningsforlgb, som overordnet set skulle forsgge at realisere det
ovenstaende. Udfarelsen af dette undervisningsforlgb resulterede i en maengde empirisk
data og afslagrede den realiserede didaktiske proces herunder de udviklede matematiske
organisationer. Den epistemologiske referencemodel muliggjorde at en mere pracis a
priori og a posteriori analyse af designet kunne udarbejdes, og specialet tog sin
afslutning i forbindelse med en diskussion af, hvad jeg ville genoverveje og revidere,
hvis en planlaegning og udferelse af et lignende undervisningsforlgb skulle gentages.

Specialet har belyst en raeekke interessante fagdidaktiske udfordringer og begreensninger,
som viste sig at eksistere i forbindelse med en mere precis tilgang til det bestemte
integral. Specielt var det en udfordring at fa eleverne til at reflektere over spargsmal
knyttet til definition og eksistens af det bestemte integral, samt at realisere et fornuftigt
og leererigt arbejde i de teknologiske-teoretiske faser. Algebraisk notation samt
generaliseringer viste sig gentagende gange ogsa at veere udfordrende elementer i mit
design, og specielt ogsa det deduktiv reesonnement. Der var bestemt ogsa elementer,
som fungerede, og flere elever kommenterede interessante teknologiske-teoretiske
observationer, og mange af opgaverne gav trods alt anledning til et leererigt arbejde. Jeg
har et indtryk af, at eleverne naede langt, men desverre ikke i mal.

Ved en laesning af bekendtgarelsen om uddannelsen til studentereksamen star det klart
at gymnasiets matematikundervisning i dag er rettet mod matematisk analyse, og jeg
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tror, at de fgrnzevnte generelle vanskeligheder som udfgrelsen af dette design afslarede,
formentlig ogsa vil vere at finde i forbindelse med undervisning og leering i andre
emner inden for analyse. | et stgrre perspektiv er det derfor interessant, hvad formalet
med gymnasiets matematikundervisning skal vere, og hvad denne med rimelighed kan
og ber indeholde. | forlengelse af dette skal det kommenteres, at der specielt inden for
de seneste ar er set en stigning i inddragelsen af instrumenterede teknikker i forbindelse
med lering og undervisning, og disse har bestemt en indflydelse pa det tekniske
arbejde. Brugen af CAS letter bestemt det tekniske arbejde i forbindelse med mange af
de matematiske emner, som skal bergres af gymnasieelever, og jeg er sikker pa, at der
derved er plads til nye opgavetyper, som kan stgtte og skabe et interessant teoretisk
elevarbejde i forbindelse med en raekke emner inden for analyse. Jeg haber saledes, at
der vil blive foretaget en genovervejsele af det der i dag er formalet med
matematikundervisning i gymnasiet, og at dette vil give mulighed for at teoretiske og
topologiske spgrgsmal kan blive inddraget og tilfere en undervisningen en leererig og
interessant dimension.
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Bilag 1
Undervisningsforlgb i integralregning

Definition, eksistens og eksakt verdi af bestemt integral

Del 1: Definition og eksistens af bestemt integral

Opgave 1

1. Tegn tre figurer som | kan beregne arealet af, og forklar hvordan arealet
beregnes.

2. Diskutér om de tre bla punktmangder pa naeste side har et areal, og hvis ja, om |
kan beregne arealet. Skriv jeres overvejelser og ideer i tekstboksen.
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3. Hvis vi antager, at de tre punktmaengder har et areal, hvad kunne I sa sige om
disse tal? Angiv fx nogle tal, tal der er starre eller mindre end arealerne, geet pa
hvad veerdierne ca. kunne veere, osv.

Opgave 2

1. Inddel intervallet [2,5] pa x-aksen i fire lige store delintervaller, og beregn
lzengden af hvert delinterval.

0|
o 1 2 3 4 5 6
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2. Betragt et generelt interval [a, b]. Opstil et generelt udtryk for leengden af hvert
delinterval, hvis intervallet [a, b] inddeles i n lige store delintervaller.

Opgave 3

Pa nedenstaende figur ser | den punktmzangde, som begranses af x-aksen, grafen for
funktionen f(x) = % og de to rette linjer x = 2 0g x = 5.

14
0.8
0.6 1
0.4 1

0.2 1

0 2 4 6 8

1. Inddel intervallet [2,5] i tre lige store delintervaller, og tegn de tre rektangler,

hvis hgjder svarer til funktionsveerdierne af delintervallernes hgjre endepunkter.

0.6 1

0.4 4

0.2 4

0 1 2 3 4 5

2. Bestem bredden og hgjden af hvert af de tre rektangler og beregn arealet af
disse. Skriv dine resultater i skemaet.
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Rektangel Bredde Hgjde Areal
1
2
3

3. Beregn summen af de tre rektanglers arealer. Denne sum kaldes hgjresummen.

4. Tegn nu de tre rektangler, hvor funktionsveerdien af delintervallernes venstre
endepunkter benyttes som hgjderne.

0.6 1

0.4 4

0.2 1

5. Beregn summen af de tre rektanglers arealer. Denne sum kaldes
venstresummen.

Opgave 4
Betragt funktionen f(x) = Vx, pa intervallet [0,4].

1. Bestem leengden af hvert delinterval, nar intervallet [0,4] opdeles i tre lige store
delintervaller.

2. Beregn venstresummen
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3. Beregn hgjresummen

;\_

Opgave 5

Betragt igen funktionen f(x) = v/x pa intervallet [0,4]. | skal nu arbejde videre med
hgjre- og venstresummer, men nu ved brug af GeoGebra.

1. Definér f ved kommandoen ”Funktion[sqrt(x), 0, 4]”. Bemaerk at sqrt er en
forkortelse af det engelske ord squareroot, som pa dansk betyder kvadratrod.

Ved hjlp af kommandoen ”RectangleSum[<Function>, <Start x-Value>, <End x-
Value>, <Number of Rectangles>, <Position for rectangle start>]”, kan GeoGebra
beregne bade venstre- og hgjresummer.

Det farste, som indtastes i kommandoen er funktionen, her skrives f, da | har defineret
denne. | betragter funktionen over intervallet [0,4] pa x-aksen, og | skriver derfor 0 som
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<Start x-Value> og 4 som <End x-Value>. Antallet af rektangler (antal delintervaller)
indskrives pa pladsen <Number of Rectangles>. Det sidste I skal skrive ind er <Position
for rectangle start>. Her skriver 1 0, hvis | gnsker at GeoGebra skal benytte
delintervallernes venstre endepunkter som rektanglernes hgjder, og I skriver 1, hvis
GeoGebra i stedet skal benytte de hgjre endepunkter.

Summen af rektanglernes arealer skrives herefter bade i algebra vinduet og i
tegneblokken.

2. Benyt GeoGebra til at tjekke jeres resultat for hgjre- og venstresummen fra
opgave 4.

3. Abn en ny tegning, og definér igen funktionen f(x) = vx pa intervallet [0,4],
ved at skrive "Funktion[sqrt(x), 0, 4]” 1 input feltet.

Bemeerk at nar | har udregnet en sum, kan | dobbeltklikke pa den numeriske sum i
algebra vinduet, og nemt indskrive et nyt antal delintervaller i det vindue som abner.

4. Benyt GeoGebra til at udfylde nedenstaende skema. Start med at beregne
venstresummerne for de forskellige antal delintervaller, og skriv Igbende
summerne ind i nedenstaende skema. Beregn herefter hgjresummerne, og skriv
ligeledes disse ind i skemaet.

Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500

Venstresum

Hgjresum

5. Hvad sker der med venstresummen, nar antallet af inddelinger vokser?

6. Hvad sker der med hgjresummen, nar antallet af delintervaller vokser?
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Opgave 6
Betragt funktionen som du arbejdede med i opgave 3, f(x) = % pa intervallet [2,5].

1. Abn en ny tegning i GeoGebra, og definér funktionen f.
2. Benyt GeoGebra til at udfylde nedenstaende skema.

Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500

Venstresum

Hgjresum

3. Hvad sker der med venstresummen, nar antallet af delintervaller vokser?

4. Hvad sker der med hgjresummen, nar antallet af delintervaller vokser?
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Opgave 7

Abn en ny tegning i GeoGebra. Definér funktionen f(x) = cos(x) pa intervallet [1,4].

0.5

~0.5

“14

1. Beregn ved hjeelp af GeoGebra venstresummerne for de forskellige antal
delintervaller, som ses i nedenstaende skema, og skriv summerne i skemaet.

2. Beregn ligeledes hgjresummerne ved hjaelp af GeoGebra, og skriv disse i
skemaet.

Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500 600

Venstresum

Hgjresum

3. Hvad sker der med venstresummen, nar antallet af delintervaller vokser?

4. Hvad sker der med hgjresummen, nar antallet af delintervaller vokser?
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5. Begrund hvorfor venstre- og hgjresummerne bliver negative. Diskutér eventuelt
dette med din sidemand.

| forrige opgave sa | eksempler pa, at venstresummen og hgjresummen for en pan
funktion (fx voksende eller aftagende) nermer sig det samme tal fra hver sin side, nar
antallet af inddelinger vokser. | s desuden, at en sadan graenseveerdi kunne vere
negativ, og I fik praesenteret det bestemte integral fra a til b af en funktion f pa
falgende made:

For en pan funktion f pa intervallet [a, b], med en inddeling I: a = xy < x; < -+ <
Xn—1 < X, = b, geelder at:

[ F@)dx = limpyoeo (f (o) + F(x0) + -+ f(no1)) - 20,
under forudsatning af at greenseveerdien eksisterer.
Opgave 8

Betragt funktionen f(x) = % pa intervallet [2, 5]. | opgave 3, beregnede | venstre- og

hgjresummen for tre intervalinddelinger. Pa figur 1 nedenfor ser I de tre bla rektangler,
hvis samlede areal angiver venstresummen.

Intuitivt kan man forestille sig, at man kan glatte de tre bla rektangler (med forskellige
hgjder) ud til tre rektangler med samme hgjde. Disse tre rektangler (med samme hgjde)
vil danne ét rgdt rektangel (figur 2), sadan at det rade rektangel far samme areal som de
tre bla rektangler tilsammen. Vi kalder dette rgde rektangel det udglattede rektangel.

Figur 1 Figur 2
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Betragt i det falgende det udglattede rade rektangel pa figur 2.

1. Bestem bredden af det udglattede rektangel.

2. Husk at det udglattede rektangel har samme areal som de tre bla rektangler
tilsammen. Hgjden af det udglattede rektangel er et gennemsnit af tre tal, hvilke?
Beregn denne hgjde af det udglattede rektangel.

3. Beregn arealet af det udglattede rektangel.

Betragt nu en vilkarlig funktion f pa intervallet [a, b]; vi antager at f(x) = 0 pa
intervallet. Intervallet [a, b] inddeles i n lige store delintervaller, og der fremkommer
derved n bla rektangler (se figur 3). Lad xg, x;, x5, ..., x,, betegne de punkter pa x-aksen,
som svarer til endepunkterne for de n delintervaller (se nedenstaende figur). Som det
ogsa fremgar af figuren, vil x, svare til a, og x,, vil svare til b.

¥

Figur 3

] X3 xz Xn-1 Xn x
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4. Bestem et udtryk for hgjden af det ferste og det sidste rektangel.

Vi forestiller os, at vi igen udglatter de n rektangler, til ét redt udglattet rektangel, med
samme areal som de n bla rektangler tilsammen.

¥y

X0 X1 X2 Xn-1 Xn x

5. Bestem et udtryk for bredden af det udglattede rektangel.

6. Gar rede for, at hgjden af det udglattede rektangel kan opfattes som et
gennemsnit af alle funktionsveerdierne pa intervallet [a, b], og bestem et udtryk
for denne hgjde.

7. Benyt udtrykket for bredden og udtrykket for hgjden til at bestemme et udtryk
for arealet af det udglattede rektangel.
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Opgave 9
Betragt f(x) = v/x fra opgave 5 pa intervallet [0,4].

1. Opdel intervallet [0,4] i fire lige store delintervaller og tegn (pa nedenstaende
figur) de rektangler, som angiver venstresummen.

2. Tegn (pa samme figur) de rektangler, som angiver hgjresummen.

3. Skravér (pa samme figur) det omrade, som svarer til differensen mellem
hgjresummen og venstresummen.

0 1 2 3 4

| de felgende delspargsmal skal | benytte resultaterne fra skemaet i opgave 5, hvor |
arbejdede med funktionen f(x) = v/x pa intervallet [0,4].

4. Beregn for hvert antal af delintervaller *hgjresummen minus venstresummen’,
hvilket skrives H — V (evt. ved brug af lommeregner). Skriv resultaterne i
skemaet nedenfor.

5. Beregn for hvert antal af delintervaller ’venstresummen minus hgjresummen’,
V — H, og skriv resultaterne i skemaet nedenfor.
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Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500

H-V

V—-H

6. Begrund hvorfor den ene differens bliver negativ.

7. Hvad sker der med differensen, H — V, og differensen, V — H, nar antallet af
delintervaller vokser?

Opgave 10

Betragt funktionen f(x) = % pa intervallet [2,5]. Denne funktion arbejdede | med i
opgave 6.

08
06
04

02

T T T T T
0 1 2 3 4 5

1. Benyt jeres resultater fra skemaet i opgave 6 til at udfylde nedenstaende skema
for summernes differens.
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Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500

H-V

V—-H

2. Begrund hvorfor det ikke er den samme differens i opgave 9 og 10, som bliver
negativ.

Som det blev naevnt ved forrige opsamling, kan vi ikke her give en helt pracis
definition af for hvilke funktioner det bestemte integral fra a til b findes. Men alle paene
(fx voksende eller aftagende) funktioner er faktisk integrable og for disse vises det ved
at godtgere, at |H,, — V,,| - 0 for n - oo, hvor intervallet [a, b] inddeles i n lige store
delintervaller, og hvor H,, angiver hgjresummen, og V,, angiver venstresummen.

Opgave 11

Betragt funktionen f(x) = x2 pa intervallet [1,2]. Vi gnsker at vise, at funktionen er
integrabel pa dette interval. Opdel intervallet [1,2] i fem delintervaller.

1. Bestem ved beregning leengden af hvert delinterval (angiv denne som en brgk).

Venstresum / g Hgjresum 7
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2. Opskriv udregningen og resultatet for bade venstresummen og hgjresummen.

3. Benyt udregningerne fra forrige delspargsmal til at opskrive et udtryk for
“hejresummen minus venstresummen’ og reduceér dette udtryk (uden brug af
lommeregner).

Betragt fortsat funktionen f(x) = x? pa intervallet [1,2]. Forestil jer, at intervallet [1,2]
nu opdeles i n lige store delintervaller.

4. Bestem et udtryk for ’hgjresummen minus venstresummen’.

5. Lad antallet af delintervaller, n, gad mod uendelig, og diskutér med gruppen,
hvad der vil ske med udtrykket for "hgjresummen minus venstresummen’.
Begrund jeres svar.

6. Hvad kan du nu konkludere om funktionen f og hvorfor?
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Del 2: Eksakt vardi af bestemt integral

Hvis en funktion f betragtes pa intervallet [a, b], 0g a < x < b, defineres A(x) =
f;f(t)dt. Vi minder om at for f(x) = 0 for alle x € [a, b] kan A(x) opfattes som et
areal.

Opgave 12

Betragt funktionen f£(t) =S¢t + 2.

1. SetAx) = foxf(t)dt. Beregn A(1) ved at opdele omradet i kendte figurer som |
kan beregne arealet af.

Y S Y

Betragt igen funktionen f(¢t) = %t + 2.

2. SeetA(x) = fox f(t)dt for x = 0 og bestem et udtryk for A(x) ved at benytte
metoden fra forrige spargsmal
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3. Differentiér udtrykket for A(x) og kommenteér dette

Opgave 13

| denne opgave skal | vise, at hvis f er en vilkarlig paen funktion, er A(x) en
stamfunktion til £, dvs. A(x) er differentiabel, og A’(x) = f(x).

Betragt en paen funktion f, og lad x, vere et bestemt punkt i intervallet [a, b]. Vi
indskreaenker os til at se pa det tilfeelde, hvor h er positiv, sa x, + h ligger til hgjre for
Xg-

1. Opskriv differenskvotienten for funktionen A(x) i punktet x,.

Vi forestiller os, at intervallet [a, x, + k] 09 [a, x,] inddeles i lige store delintervaller.
Dette vil give en inddeling af intervallet [x,, x, + A].

1 @ T T T T T O T T @

a X0 xg+h

Husk at vi har defineret falgende for en pan funktion f, defineret pa [a, b]:
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e A() =[] f(vdt,fora<x<b.
o [IF®dt=1limye(f (o) + f(x1) + -+ f (1)) b%a ,

hvor (f(xo) + f(x1) + -+ f(xp_1)) - bn;a angiver venstresummen.
Betragt telleren i udtrykket for differenskvotienten fra delspgrgsmal 1.

2. Garrede for at A(xy + h) — A(x,) = f;o"J'hf(t)dt.

Vi forestiller os, at vi gar intervallet [x,, x, + h] meget lille, det vil sige at vi ser pa en
meget lille veerdi af h. Det betyder, at vi ikke behaver at inddele dette "meget lille”
interval i flere sma delintervaller.

3. Gar rede for at f;OOJrhf(t)dt ligger mellem f(x,) - h 0g f(xo + h) - h.

4. Benyt definitionen af det bestemte integral til at forklare, at Ko+l

Xo

f(t)dt =
f(xo) - h, for sma veerdier af h.

5. Beregn differentialkvotienten for A i punktet x, ved hjelp af de foregaende
spargsmal.
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Opgave 14

| denne opgave ser vi pa en paen funktion f, som betragtes pa intervallet [a, b], 0g Vi
setter A(x) = [ f(¢)dt. Vi minder om at A’ (x) = f(x).

1. Lad F(x) vere en vilkarlig stamfunktion til f(x). Hvad kan du sige om F(x) —
A(x) (for x € [a, b])? Hint: Differentiér.

2. Indszt nu x-veerdien a i udtrykket fra delspgrgsmal 1. Husk at A(a) = 0.

3. Indsat nu x-veerdien b i udtrykket fra delspgrgsmal 1.

4. Beregn A(b) ved hjelp af de to forrige udtryk.

Opgave 15

Betragt funktionen f(t) = +

.

1. Bestem en stamfunktion til f(¢).
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2. S®tA(2) = fofsf(t)dt, og bemeerk at A(2) kan opfattes som et areal, da f(t) =0
pa [0.5,2]. Skraver A(2) pa nedenstaende figur.

3. Beregn A(2) ved hjelp af resultatet fra forrige opgave.
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Bilag 2
Modelbesvarelse

I nedenstdende modelbesvarelse er opgaveteksten flere steder reduceret (der henvises til
bilag 1 for et eksemplar af det fuldsteendige designede opgavesat), og enkelte opgaver
har jeg valgt ikke at konstruere et svar til, da disse bestar i en diskussion.

Del 1: Definition og eksistens af bestemt integral

Opgave 1

4.

Tegn tre figurer som | kan beregne arealet af, og forklar hvordan arealet
beregnes.

Tre mulige figurer: Trekant, Rektangel, Cirkel

Delopgave 1.2 og 1.3. undladt

Opgave 2
3. Inddel intervallet [2; 5] pa x-aksen i fire lige store delintervaller, og beregn
leengden af hvert delinterval.
Leengden af hvert delinterval: % = % =0,75
4. Betragt et generelt interval [a; b]. Opstil et generelt udtryk for leengden af hvert
delinterval, hvis intervallet [a; b] inddeles i n lige store delintervaller.
Langden af hvert delinterval: b_Ta
Opgave 3

Pa nedenstaende figur ser | den punktmangde, som begreanses af x-aksen, grafen for

funktionen f(x) = iog de to rette linjer x = 2 0g x = 5.

6.

Inddel intervallet [2,5] i tre lige store delintervaller, og tegn de tre rektangler,

hvis hgjder svarer til funktionsveerdierne af delintervallernes hgjre endepunkter.

Bestem bredden og hgjden af hvert af de tre rektangler og beregn arealet af
disse. Skriv dine resultater i skemaet.
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Rektangel Bredde Hgjde Areal
1 1 1 1
3 3
2 1 1 1
4 4
3 1 - -
5 5

8. Beregn summen af de tre rektanglers arealer. Denne sum kaldes hgjresummen.

. 1 1 1
Hgjresummen: = + - + =
3 4 5

9. Tegn nu de tre rektangler, hvor funktionsverdien af delintervallernes venstre

=2 _ 078

60

endepunkter benyttes som hgjderne.

10. Beregn summen af de tre rektanglers arealer. Denne sum kaldes

venstresummen.

Venstresummen: - + 3 +

Opgave 4

Betragt funktionen f(x) = /x, pa intervallet [0,4].

4. Bestem laengden af hvert delinterval, nar intervallet [0,4] opdeles i tre lige store

delintervaller.

Laengde af delinterval: 43;0 =i

5. Beregn venstresummen.

Venstresummen: g(\/é+ \/é) = 3,72

113
47 12

4
3=

= 1,08

1,33.
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6. Beregn hgjresummen

Hgjresummen: %(\E + \E + ﬁ) = 6,38

Opgave 5

1. Definér f ved kommandoen ”Funktion[sqrt(x),0,4]”

2. Benyt GeoGebra til at tjekke jeres resultat for hgjre- og venstresummen fra

opgave 4.
€ Modelbesv. Opg 52990 &
Fil Rediger Vis Indstillinger Veerkisj Vindue Hjeelp
[ 8 PN o] ) P DN .ﬁ:
+ Algebra vindue » Tegneblok
Funktion 25]
s f(x) = Vx
Numerisk 2] ]
» Hajresum = 6.38 =
» Venstresum = 3.72 151 _—
//.
1 //
05 /
of
0 1 2 3 4
Input: i@

3. Abn en ny tegning, og definér igen funktionen f(x) = vx pa intervallet [0,4], ved

at skrive ”Funktion[sqrt(x),0,4]” 1 input feltet.
4. Benyt GeoGebra til at udfylde nedenstaende skema. Start med at beregne
venstresummerne for de forskellige antal delintervaller, og skriv lgbende

summerne ind i nedenstaende skema. Beregn herefter hgjresummerne, og skriv

ligeledes disse ind i skemaet.

Antal delintervaller, 4 10 50 100 500
n

Venstresum 415 4,88 5,25 5,29 5,33

Hgjresum 6,15 5,68 5,41 5,37 5,34

5. Hvad sker der med venstresummen, nar antallet af inddelinger vokser?
Venstresummen vokser, nar antallet af delintervaller forgges.
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6. Hvad sker der med hgjresummen, nar antallet af delintervaller vokser?
Hajresummen aftager nar antallet af delintervaller forgges. Desuden observeres
en felles greenseverdi for venstre- og hgjresummen, for n gdende mod uendelig,
og de to summer nermer sig denne feelles veerdi fra hver sin side. Den felles
veerdi vil ligge mellem 3,33 og 3,34 og verdien vil vere en tilnermet veerdi for
arealet under grafen.

Opgave 6

5. Abn en ny tegning i GeoGebra, og definér funktionen f.
6. Benyt GeoGebra til at udfylde nedenstaende skema.

Fil Rediger Vis Indstillinger Veerktaj Vindue Hjeelp
+ Algebra vindue "l Tegneblok
Funktion . 0.6 \
) = 05 \
Numerisk AN
» Venstresum = 1.04 04 \\“
03
0.2
01
0 >
0 1 2 3 4 5
Input: | @
Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500
Venstresum 1,04 0,96 0,93 0,92 0,92
Hgjresum 0,81 0,87 0,91 0,91 0,92

7. Hvad sker der med venstresummen, nar antallet af delintervaller vokser?
Skemaet viser, at nar antallet af intervalinddelinger stiger, vil venstresummen
falde.

8. Hvad sker der med hgjresummen, nar antallet af delintervaller vokser?
Hgjresummen vil derimod stige (igen i takt med at antallet af delintervaller
vokser), og desuden vil de to summer nerme sig den samme verdi, 0,92, hvilket
vil veere en tilneermet veerdi til arealet under grafen.
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Opgave 7

Abn en ny tegning i GeoGebra. Definér funktionen £(x) = cos(x) pa intervallet [1,4].

6. Beregn ved hjelp af GeoGebra venstresummerne for de forskellige antal

delintervaller, som ses i nedenstaende skema, og skriv summerne i skemaet.

7. Beregn ligeledes hgjresummerne ved hjelp af GeoGebra, og skriv disse i

skemaet.
Fil Rediger Vis Indstillinger Vaerktej Vindue Hjaelp
* Algebra vindue " |* Tegneblok
Funktion
- f(x) = cos(x) 14
Numerisk “\
» Venstresum = -1.07 05 .
0 N\ .
0 1 2 3|
05 \\\ %
1 L
Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500 600
Venstresum -1,07 -1,41 -1,56 -1,58 -1,59 -1,6
Hgjresum -1,97 -1,77 -1,63 -1,62 -1,6 -1,6

8. Hvad sker der med venstresummen, nar antallet af delintervaller vokser?

Venstresummen vokser, nar antallet af delintervallet forsgges.

9. Hvad sker der med hgjresummen, nar antallet af delintervaller vokser?

Hgjresummen bliver derimod mindre, nar antallet af delintervaller forgges.

Desuden narmer venstre- og hgjresummen sig den samme veerdi fra hver sin

side, nar antallet af delintervaller forgges.

10. Begrund hvorfor venstre- og hgjresummerne bliver negative. Diskuter eventuelt

dette med din sidemand.
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De to summer udregnes som et samlet areal af en antal rektanglers arealer. Hvert
af disse rektangler har en hgjde, som svarer til funktionsvaerdien af enten det
venstre eller det hgje endepunkt af et delinterval, og da funktionen f(x) =
cos(x) antager negative verdier pa hovedparten af intervallet [1,4], vil venstre-
og hgjresummerne blive negative (for ethvert n).

Opgave 8

Betragt funktionen f(x) = i pa intervallet [2, 5]. | opgave 3, beregnede | venstre- og

hgjresummen for tre intervalinddelinger. Pa figur 1 nedenfor ser | de tre bla rektangler,
hvis samlede areal angiver venstresummen (...). Betragt i det folgende det udglattede
rede rektangel pa figur 2.

1. Bestem bredden af det udglattede rektangel.
Bredden af det udglattede rektangel: 5 —2 =3
2. Hgjden af det udglattede rektangel er et gennemsnit af tre tal, hvilke? Beregn

denne hgjde af det udglattede rektangel.

Hgijden af det udglattede rektangel: G +3+ %) /3=5=036

3. Beregn arealet af det udglattede rektangel.

Areal af det udglattede rektangel: G +3+ i) [3:3=2+1+7=1=108

Betragt nu en vilkarlig funktion f pa intervallet [a, b]; vi antager at f(x) > 0 pa
intervallet. Intervallet [a, b] inddeles i n lige store delintervaller, lad x,, x, x5, ..., X5,
betegne de punkter pa x-aksen, som svarer til endepunkterne for de n delintervaller.

4. Bestem et udtryk for hgjden af det forste og det sidste rektangel.
Udtryk for hgjden af det farste rektangel: f(x,)
Udtryk for hgjden af det sidste rektangel: f(x,-1)

5. Bestem et udtryk for bredden af det udglattede rektangel.

Udtryk for bredden af det udglattede rektangel: x,, — x, eller b — a
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6. Gar rede for, at hgjden af det udglattede rektangel kan opfattes som et
gennemsnit af alle funktionsverdierne pa intervallet [a, b], 0g bestem et udtryk
for denne hgjde.

I (f(xg)+f(x)++f(xn-1))

n

Hgjden af det udglattede rektange

7. Benyt udtrykket for bredden og udtrykket for hgjden til at bestemme et udtryk
for arealet af det udglattede rektangel.

(f(x0)+f(x1):~~+f(xn—1))  (x, — xo)

Areal af det udglattede rektangel:

Opgave 9
Betragt f(x) = v/x fra opgave 5 pa intervallet [0,4].

8. Opdel intervallet [0,4] i fire lige store delintervaller og tegn (pa nedenstaende
figur) de rektangler, som angiver venstresummen.

9. Tegn (pa samme figur) de rektangler, som angiver hgjresummen.

10. Skravér (pa samme figur) det omrade, som svarer til differensen mellem
hgjresummen og venstresummen.

2

0 1 2 3 4

| de fglgende delspargsmal skal | benytte resultaterne fra skemaet i opgave 5, hvor |
arbejdede med funktionen f(x) = vx pa intervallet [0,4].

11. Beregn for hvert antal af delintervaller "hgjresummen minus venstresummen’,
hvilket skrives H — I/ (evt. ved brug af lommeregner). Skriv resultaterne i
skemaet nedenfor.

12. Beregn for hvert antal af delintervaller *venstresummen minus hgjresummen’,
V' — H, og skriv resultaterne i skemaet nedenfor.
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Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500
H-V 2 0,8 0,16 0,08 0,01
V—H -2 -0,8 -0,16 -0,08 -0,01

13. Begrund hvorfor den ene differens bliver negativ.

Da funktionen f(x) = v/x er voksende, vil hgjresummen vere sterre end
venstresummen for ethvert antal intervalinddelinger, og da vil venstresummen
minus hgjresummen blive negativ for ethvert antal intervalinddelinger.

14. Hvad sker der med differensen, H — v, og differensen, V — H, nar antallet af
delintervaller vokser?

Differensen H —V — 0 for n — o og differensen V. — H - 0 for n — .
Opgave 10

Betragt funktionen f(x) = i pa intervallet [2,5]. Denne funktion arbejdede | med i
opgave 6.

3. Benyt jeres resultater fra skemaet i opgave 6 til at udfylde nedenstaende skema
for summernes differens.

Antal delintervaller, n 4 10 50 100 500
H-V -0,23 -0,09 -0,02 -0,01 0,00
V—-—H 0,23 0,09 0,02 0,01 0,00

4. Begrund hvorfor det ikke er den samme differens i opgave 9 og 10, som bliver
negativ.

Da vi i opgave 9 betragter den voksende funktionen f(x) = vx vil
hgjresummerne veere starre end venstresummer for ethvert antal delintervaller,
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og da vil differensen "venstresum minus hgjresum’ derved blive negativ. I denne
opgave (opgave 10) betragtes derimod den aftagende funktion f(x) = % hvor

venstresummerne vil veere stgrre end hgjresummer for ethvert antal
delintervaller, og da vil differensen hegjresum minus venstresum’ blive negativ.

Opgave 11

Betragt funktionen f(x) = x? pa intervallet [1,2]. Vi gnsker at vise, at funktionen er
integrabel pa dette interval. Opdel intervallet [1,2] i fem delintervaller.

7. Bestem ved beregning leengden af hvert delinterval (angiv denne som en brgk).

Langden af hvert delinterval: % - %

8. Opskriv udregningen og resultatet for bade venstresummen og hgjresummen.

Venstresum:
e+ (©) + () + @) +()) -2+ 12+ 147 167 4 187 = 204
5 5 5 5 5) ) =3¢ ’ ’ ’ =2
Hgjresum:

2 2 2

HE ) + @) + () +2)-tar s 410418012 = 260
5\\5 5 5 5 S5 ’ ’ ’ -

9. Benyt udregningerne fra forrige delspargsmal til at opskrive et udtryk for
“hejresummen minus venstresummen’ og reduceér dette udtryk (uden brug af
lommeregner).

H V—1 62+72+82+92+22 1 12+62+72+82+92
"5\ 5 5 5 5 5 5 5 5

_1 62+72+82+92+22 12+62+72+82+92
55 5 5 5 5 5 5 5§
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Betragt fortsat funktionen f (x) = x? pa intervallet [1,2]. Forestil jer, at intervallet [1,2]
nu opdeles i n lige store delintervaller.

10. Bestem et udtryk for hgjresummen minus venstresummen’.

1 1
H—-V = E(xlz + x22 + 4 xn_lz + 22) - <£(12 + x12 + x22 + e+ xn_12)>

1 3
=—(2%2-1>)=-
n n

11. Lad antallet af delintervaller, n, ga mod uendelig, og diskutér med gruppen,
hvad der vil ske med udtrykket for "hgjresummen minus venstresummen’.
Begrund jeres svar.

3
H—V=Z—>Oforn—>oo

12. Hvad kan du nu konkludere om funktionen f og hvorfor?

Da er funktionen f(x) = x? integrabel pa intervallet [1,2], jf. den forrige
definition.

Del 2: Eksakt veerdi af bestemt integral

Hvis en funktion f betragtes pa intervallet [a, b], 0g a < x < b, defineres A(x) =
fcff(t)dt. Vi minder om at for f(x) = 0 for alle x € [a, b] kan A(x) opfattes som et
areal.

Opgave 12

Betragt funktionen f(t) = >t + 2.

4. SatA(x) = f(ff(t)dt. Beregn A(1) ved at opdele omradet i kendte figurer som |
kan beregne arealet af.

Areal af rektangel: 1-2 =2
Avreal af trekant: = - ((1 1+ 2) - 2) 1=1=025
2 2 4
9

S8A(D) =2+-=2=2725
4 4

Betragt igen funktionen f(t) = >t + 2.
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5. SetA(x) = f(f f(®)dt for x > 0 og bestem et udtryk for A(x) ved at benytte
metoden fra forrige spgrgsmal.

Areal af rektangel: x - 2 = 2x
Areal af trekant: = - ((l x4 2) - 2) cx = = x2
2 2 4
SaA(x) = %xz + 2x
6. Differentiér udtrykket for A(x) og kommentér dette.
A'( )—(1 2+2 )’—1 +2
X) = 4x X = Zx

Ser at A'(x) = f(x), for funktionen £(t) = Zx + 2.

Opgave 13

| denne opgave skal | vise, at hvis f er en vilkarlig paen funktion, er A(x) en
stamfunktion til £, dvs. A(x) er differentiabel, og A’(x) = f(x).

Betragt en paen funktion f, og lad x, veere et bestemt punkt i intervallet [a, b]. Vi

indskraenker os til at se pa det tilfeelde, hvor h er positiv, sa x, + h ligger til hgjre for x,.

6. Opskriv differenskvotienten for funktionen A(x) i punktet x,.

AA _ A(XO + h) - A(XO)
h h

Vi forestiller os, at intervallet [a, x, + h] 09 [a, x,] inddeles i lige store delintervaller.
Dette vil give en inddeling af intervallet [x,, x, + A].

O T T @

Q

a X0 Xo+ h

Husk at vi har defineret falgende for en paen funktion f, defineret pa [a, b]:

o A() = [ f(t)dt,fora <x <b.
. f;f(t)dt = limpe (f(x0) + f(x1) + -+ f(xp-1)) .b%a ’

hvor (f(xo) + () + -+ f(Xn_1)) b% angiver venstresummen.

Betragt teelleren i udtrykket for differenskvotienten fra delspgrgsmal 1.

134



x0+h

7. Garrede for at A(xy + h) — A(xy) = fXO f(t)dt.

A(xo + h) = f;°+hf(t)dt 0g A(xo) = [° f(t)dt jf. definitionen af A(x), og endvidere
geelder:

Xo+h . b—a
[ r@de = lim (@ + -+ fGros + )

a n
*o b—a
[ r@ae = im @+ raon -
Da fés at

b —
Alx + 1) = AGxo) = == (1im (F(@) + =+ fCxy + ) = (lm (F(@ + -+ f(x0-0))))

hvilket giver falgende:

b—a
A(xy + h) — A(x,) = T(rlanf}o(f(xO) + ot fxoor + h)))

Da IJ_Ta(limnw(f(xo) + oot flaxgg + h))) = f);“hf(t)dt ma

Xot+h
Axo + 1) — A(xy) = f f(Odt

Vi forestiller os, at vi gar intervallet [x,, x, + k] meget lille, det vil sige at vi ser pa en
meget lille veerdi af h. Det betyder, at vi ikke behaver at inddele dette ”meget lille”
interval i flere sma delintervaller.

8. Gor rede for at [**"

Xo

f(@®)dt ligger mellem f(xy) - h 0g f(xo + h) - h.
9. Pa et meget lille interval vil en pan funktion kunne betragtes som enten
voksende eller aftagende, og da vil fx°+hf(t)dt ligger mellem f(x,) - h 0g

Xo
f(xo + h) - h. Jf. definitionen angiver f;:’”lf(t)dt grenseveerdien for en

venstresum pa intervallet [x,, x, + k], og udtrykkene f(x,) - h og f(xo + h) - h kan
opfattes som arealer af to rektangler, hvor f(xy + h) - h vil vaere starre end f(xg) - h

for en voksende funktion om omvendt for en aftagende funktion, og da vil f):°+hf(t)dt

ligger mellem f(x,) - h 0g f(xo + h) - h.
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10. Benyt definitionen af det bestemte integral til at forklare, at fx°+hf(t)dt =

X0

f(xo) - h, for sma veerdier af h.

Hvis en enten voksende eller aftagende funktion betragtes pa et meget lille interval
vil den kunne opfattes som veerende naesten konstant (pa det meget lille interval), og

derved vil f):”hf(t)dt = f(xo) - h.

11. Beregn differentialkvotienten for A i punktet x, ved hjzlp af de foregaende
spargsmal.
Differentialkvotienten for A i punktet x,:
AA  A(xy + h) — A(xp)
h h
Dette betyder, at A’(x) = f(x) som gnsket.

= f(xo) for h >0

Opgave 14

| denne opgave ser vi pa en paen funktion f, som betragtes pa intervallet [a, b], 0g Vi
satter A(x) = foxf(t)dt. Vi minder om at A'(x) = f(x).

5. Lad F(x) veere en vilkarlig stamfunktion til £(x). Hvad kan du sige om F(x) —
A(x) (for x € [a, b])? Hint: Differentiér.

Da (F(x) — A(x))' =0 ma F(x) — A(x) = k (hvor k er en konstant).
6. Indszt nu x-veerdien a i udtrykket fra delspgrgsmal 1. Husk at A(a) = 0.

Indseetter a i udtrykket F(x) — A(x) = k og far F(a) — A(a) = k, 0g da A(a) = 0
fas F(a) = k.

7. Indszt nu x-veerdien b i udtrykket fra delspgrgsmal 1.
Indseetter b i udtrykket F(x) — A(x) = k og far F(b) — A(b) = k.
8. Beregn A(b) ved hjelp af de to forrige udtryk.

Da F(a) = k og F(b) — A(b) = k, fas at F(b) — A(b) = F(a).
Heraf falger det, at A(b) = F(b) — F(a).
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Opgave 15

Betragt funktion f(t) = -

e

4. Bestem en stamfunktion til f(t).

En stamfunktion til £(¢) = < er F(t) = In(t) + k.

5 S&:tA(2) = foz's f(t)dt, og bemerk at A(2) kan opfattes som et areal, da f(t) = 0
pa [0.5,2]. Skraver A(2) pa nedenstaende figur.

6. Beregn A(2) ved hjelp af resultatet fra forrige opgave.
Da A(b) = F(b) — F(a) fas:

A(2) = F(2) — F(0,5) = In(2) + k — In(0,5) + k = In(2) — In(0,5) = 2 - In(2) = 1,39
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Bilag 3
Design af et undervisningsforlab om det bestemte integral

Lektionsplan for lektion 1 og 2 (d. 15.4.2013)

Introduktion: Undervisningsforlgbet bliver udfert i en 2.g-klasse pa Hvidovre
Gymnasium og HF af klassens matematiklerer. Forlgbet er planlagt til at streekke sig
over 6 lektioner & 50 min. (3 moduler a 2 lektioner), og eleverne vil undervejs arbejde
bade individuelt og i leererbestemte grupper, hvor de lererbestemte grupper benyttes
gennem hele forlgbet. Eleverne far udleveret de konstruerede opgaver lgbende, hvori
eleverne i de indsatte tekstbokse kan skrive deres besvarelser pa de enkelte opgaver, og
der er samtidig indsat tekstbokse til noter eleverne eventuelt vil tage i forbindelse med
feelles diskussioner. Jeg heafter kopisiderne sammen for hver elev, sa de efterfalgende
har et samlet ark med opgaver, besvarelser, noter, definitioner og resultater.

Ved de felles opsamlinger giver lereren eleverne mulighed for at deltage aktivt,
hvorimod at lereren i forbindelse med opgaveregning forsgger at begraense sig til
opklarende spegrgsmal omkring, hvordan opgaverne eller delopgaverne skal forstas.

De to farste lektioner er ssmmenhangende, og pausen (5 min.) holdes derfor efter
opsamlingen af opgave 2 og 3 (efter 42 min.).

Lektion 1: kl. 10.05 — 10.47 (42 min.)

Mandag d. 15.4.2013

Aktivitet Tid Lererrolle Elevrolle

Introduktion | 5 min. Forklaring af baggrunden og emnet for Eleverne lytter og er

(Nicole) forlgbet, Nicoles rolle samt dataindsamling | naturligvis velkomne til at

stille spgrgsmal.

Opgave 1 7 min. Observerer elevernes gruppearbejde og Gruppearbejde: Eleverne
Iytter til deres diskussioner (dette vil overvejer arealer af
forhabentlig ogsa sikre at eleverne holder punktmangder med krum
koncentration) rand.

Opsamling 8 min. 1. Arealbegreb tvivisomt Elevgrupperne bidrager med
2. Forklare tilnsermelse vha. rektangler deres ideer, og har

naturligvis mulighed for at
stille spgrgsmal.

Opgave 2 0g | 12 min. Observerer elevernes gruppearbejde og Gruppearbejde. Hvis en
Iytter til deres diskussioner (hvilket gruppe bliver ferdig for tid,
forhabentlig ogsa vil sikre at eleverne skriver de svarene pa tavlen.
holder koncentration)

Opsamling 10 min. | Huvis der gnskes en gennemgang af en Eleverne deltager aktivt ved
beregning gives denne (af en elev/lareren). | at give svar og stille
Lereren understreger forskellen pa spargsmal.

venstre- og hgjresummen.
Afslutningsvist skriver laereren
hgjresummen op for opgave 3 med en
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| mere generel notation.

Lektion 2: kI. 10.52 — 11.50 (58 min.)

Mandag d. 15.4.2013

Opgave 4,5, | 25 min Leereren forbereder opsamling, og Individuelt arbejde med

6og7 oververer eleverne for at fa en GeoGebra. Na en forstaelse
fornemmelse for deres forstaelse. af en tilnermelsesproces, og

en sum af mange rektangler
(greensevardi).

Opsamling 8 min. Felles diskussion af tabeller, hvis arealet Eleverne tjekker deres egne
findes kan det opfattes som en udregninger, stiller
graenseverdi for en uendelig sum. spgrgsmal, og forsgger at

svare pa laererens spargsmal.

Opgave 8 12 min. | Leereren identificerer grupper med ”gode” | Gruppearbejde. Eleverne
betragtninger/besvarelser, og holder sig i diskuterer opgaverne, og
gvrigt til at besvare opklarende spgrgsmal | deler deres betragtninger og
om, hvordan spgrgsmalene skal forstas. S& | overvejelser. De forsgger at
vidt muligt skal lzereren holde sig fra at svare helt eller delvist pa
lede og guide eleverne. delspgrgsmalene. De hurtige

kan skrive resultater pa
tavlen.

Opsamling 13 min. | Se afsnittet om opsamlinger sidst i Enkelte elever: gennemga
lektionsplanen. lgsninger.

De gvrige elever (og alle til
slut): Lytte, stille opklarende
spargsmal og tage noter.

Da det langt fra er sikkert, at ovenstaende tidsplan kan falges, har laereren naturligvis
mulighed for at reagere undervejs. Formentlig vil de sidste delspergsmal i opgave 8
veere forholdsvis kraevende for en del elevgrupper, og en mulighed for at indhente lidt
tid, kunne derfor veere at starte den felles opsamling far tid. Naturligvis tages dette valg
pa baggrund af en vurdering af elevernes arbejde og diskussioner.

Hvis der sker et sterre skred i tidsplanen, kan en plan b vere at undlade opgave 8, og
lade opsamlingen pa opgave 4, 5, 6 og 7 vere det afsluttende element for lektion 2.

Beskrivelse af introduktioner, institutionaliseringer og opsamlinger

Jeg introducerer kort forlgbet samt baggrunden for dette, og forklarer rammerne for
forlgbet (opgaveark som samles til et kompendium, adidaktisk arbejde, dataindsamling
0g observationer). Herefter udleverer leereren opgave 1, som eleverne bedes arbejde
med i de laererbestemte grupper.
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Opsamling af opgave 1:

Nar lzreren far indtryk af at alle grupper er naet frem til nogle ideer, begynder en kort
feelles opsamling, hvor leereren udveaelger en elev til at naevne tre kendte figurer som
eleven kan beregne arealet af samt forklare beregningsmetoden (intet skrives pa tavlen).
De tre bla figurer fra opgave 1 tegnes pa tavlen og elevernes ideer til forstaelse samt
beregning af de tre arealer diskuteres. Forhabentlig navner en elev at man kan tilnaerme
sig “arealet” ved brug af figurer som man forstdr og kan beregne arealet af. Lareren
styrer kridtet og forsgger at samle op pa elevernes forslag ved at skrive pa/under de tre
figurer pa tavlen. Lereren sgrger for at ideen med rektangler preaesenteres og
understreger, at diskussionen har vist at det for nogle punktmangder ikke er let at
tilskrive disse et areal og forsta, hvad der menes med dette, og at det netop er dette, som
eleverne skal arbejde videre med. Leereren viser afslutningsvist pa tavlen, at der ved 4
inddelinger er to muligheder for rektangler. Man kan lade hgjden af rektanglerne svare
til enten delintervallernes venstre eller hgjre endepunkter. Lzereren skal ikke uddybe
dette mere blot sikre sig, at eleverne kan skelne mellem de to typer af rektangler.

Leereren udleverer opgave 2 og 3, og eleverne arbejder med disse i grupper, og laereren
forsgger sa vidt muligt ikke at guide eleverne undervejs. Leaereren gar imens tavlen klar
til den efterfglgende opsamling og de hurtige grupper kan fa lov at ga til tavlen og
skrive svarene til opgave 2 og 3 (inklusiv tegninger af rektangler).

Opsamling af opgave 2 og 3:

Leereren forklarer kort opgave 2 med udgangspunkt i de to resultater som en elev har
skrevet pa tavlen. En anden elev har desuden pa tavlen angivet besvarelsen pa opgave 3,
i form af tegninger af rektanglerne, det udfyldte skema, samt resultatet af venstre- og
hgjresummen. Hvis en eller flere grupper gnsker en forklaring af beregningerne kan
lereren enten bede en elev vise dette eller selv gennemga det. Laereren understreger at
(skrives ikke pa tavlen):

— Hgjresummen, er summen af rektanglernes arealer, hvor hvert rektangels hgjde
er funktionsveerdien af det hgjre intervalendepunkt.

— Venstresummen, er summen af rektanglernes arealer, hvor hvert rektangels
hgjde er funktionsveerdien af det venstre intervalendepunkt.

Lereren tegner en skitse af venstresummen for opgave 3 pa tavlen, og anfarer pa denne
felgende notation: xg, x4, x5, x5 samt f(x,), f(x1), f(x2), f(x3). Laereren pointerer at
funktionsvaerdierne f(x,), f(x1) og f(x,) angiver hgjden af de tre rektangler, som
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angiver venstresummen. Lareren skriver afslutningsvist venstresummen op for opgave
3 med folgende generelle notation:

fxo) + () + f(x2)

n

b—a
(fGo) + f) + f (1)) ——= (b~ @)

Leereren giver eleverne mulighed for at stille spargsmal til dette, og forseger at fa
eleverne til at se sammenhangen mellem udtrykket og grafen.

Lereren udleverer opgave 4, 5, 6 og 7 og beder eleverne abne matematik-
computerprogrammet GeoGebra. Eleverne arbejder individuelt med disse opgaver, ved
mindre en eller flere elever ikke har en computer til radighed.

Opsamling af opgave 4, 5, 6 og 7:
Opgave 4 verificerer eleverne selv (som en del af opgave 5) vha. GeoGebra.

Opgave 5 opsamles ved en indledende felles betragtning af det udfyldte skema pa
tavlen. Eleverne deler hinandens observationer af venstresummen og hgjresummen,
mens laereren kortfattet skriver disse pa tavlen. Forhabentlig har eleverne bemarket, at
venstresummen vokser og hgjresummen falder nar antallet af delintervallet, n, vokser.
Leereren understreger, at hgjre- og venstresummen narmer sig den samme veerdi, det vil
sige, at grensevardien for de to summer er den samme. | forleengelse heraf pointerer
leereren, at summerne naermer sig grenseveerdien fra hver sin side: venstresummen
nermer sig grenseverdien fra venstre, og hgjresummen narmer sig | fra hgjre, da
venstresummerne var mindre end hgjresummerne. Her kan nedenstdende illustration
muligvis tegnes pa tavlen. Desuden spgrger leereren om, hvordan man kan opna en
endnu bedre tilnzermelse til den felles vaerdi for summerne. Lareren skal sikre sig, at
eleverne indser, at det er for en meget fin inddeling, dvs. for n gdende mod uendelig, at
tilnermelsen vil blive mere precis.

Opsamlingen af opgave 6 pabegyndes ligeledes med en falles opsamling af det udfyldte
skema pa tavlen, og eleverne deler igen hinandens observationer og betragtninger.
Lereren supplerer med ord pa tavlen til delspgrgsmal 3 og 4, og understreger, at det nu
er en aftagende funktion, hvilket bevirker, at hgjresummerne vil vaere mindre end
venstresummerne. Lareren gentager om ngdvendigt at venstre- og hgjresummen igen
neermer sig en faelles graenseveerdi fra hver sin side.

| opgave 7 betragtes funktionen f(x) = cos (x), og opsamlingen af denne opgave
starter ligeledes med at det udfyldte skema pa tavlen kommenteres og leereren lader
efterfalgende elever svare pa delspgrgsmal 3, 4 og 5. Lereren skriver igen (Kkort)
elevernes pointer op pa tavlen til de tre delspgrgsmal. Laereren gentager om ngdvendigt
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forklaringen af de negative summer, og leereren tilfgjer, at funktionen kan betragtes som
stykkevis voksende eller aftagende, og at det vil geelde alle de funktioner som eleverne
vil stade pa i gymnasiet.

Leereren indleder nu en institutionalisering med at gentage pointen med opgave 1, at
areal for visse punktmangder er et tvivlsomt begreb, og at eleverne ikke var i besiddelse
af en teknik til at bestemme et sadan (under forudsatning af at det fandtes). I
forlengelse af dette forklarer laereren at, hvis der findes et areal, har vi fundet en
metode, som kan hjelpe os med at beregne en tilnermet veerdi, hvor vi beregner
hgjresummen (eller venstresummen) for et stort antal intervalinddelinger. Herefter
institutionaliserer laereren at det som summen af rektanglernes arealer gar i mod (for n
gaende mod uendelig), defineres som det bestemte integral fra a til b for f(x), og
falgende skrives pa tavlen:

For en pan funktion f defineret pa intervallet [a, b], med en inddeling I:a = x, < x; <
o < xp_y < x, = b, gelder:

b—a
n

b
[ Feodx = jim (rGo) + £G4+ FGta)

Leereren understreger, at det er en venstresum, der tages en grenseverdi af i det
ovenstdende udtryk, men tilfgjer at de forrige opgaver viste, at de to summer
konvergerer mod det samme, og at man i forbindelse men en hgjresum skulle benytte
delepunkterne x, ...x,. Lareren udleverer opgave 8, og tegner imens figur 2 pa tavlen
som skal indga i den efterfglgende opsamling.

Opsamling af opgave 8:

Lereren far en elev til pd tavlen at skrive beregningerne samt resultaterne til
delspgrgsmal 8.1, 8.2 og 8.3, og eleven bedes forklare lgbende. Denne elev udvalges af
lereren pa basis af laererens observationer af gruppearbejdet. Baggrunden for dette er, at
sikre et s godt elevbidrag som muligt og med fokus pa, at opsamlingens tidsramme
holder. En ny elev (tilsvarende udvalgt) skriver svarene til delspgrgsmal 8.4 — 8.7 pa
tavlen og forklarer ligeledes lgbende. Lereren samler op ved at illustrere svarene
(udtrykkene) vha. en figur.

Leareren inddrager herefter eleverne i en diskussion af delspgrgsmal 8.8 (pa trods af at
alle elever formentlig ikke naede at diskutere dette i gruppearbejdet). Leereren
understreger, at det udglattede rektangel har samme areal som de n rektangler, og derfor
sgges gennemsnittet af de n rektanglers forskellige hgjder i forbindelse med
bestemmelse af hgjden af det udglattede rektangel. Leereren inddrager generel notation,
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og det forklares, at udtrykket Z&2*/ (xl)n+ =+ /@n-1) an opfattes som et gennemsnit af

funktionsvardierne pa intervallet [a, b], og dermed kan udtrykket opfattes som hgjden af
det udglattede rektangel (gennemsnitshgjden).

Definitionen af det bestemte integral skrives herefter ligeledes pa tavlen, og laereren
forsgger at fa en elev til at kommentere pa delopgave 8.9. Forhabentlig vil en elev eller
flere se sammenhangen mellem fglgende udtryk:

L (f(xo) + fQ) + -+ f (1)) - =0

2. (b _ a) . flxo) + f(xg) + ..+ fxpn_q1)

n

| forlengelse af dette pointerer leereren (hvis ikke en elev har navnt det i forbindelse
med det forrige), at

lim,, e (b — a) - fxo)+f () +f (n1) _ fab F)dx (*)

n

hvor f(xo) + f(x1) + .. + f(Xn_1)
n

[a,b], og det uddybes, at man derved ogsa kan opfatte greenseverdien af dette
gennemsnit som en slags gennemsnit. Lareren kan benytte sig af en mere lgs
formulering, eksempelvis “gennemsnittet af uendelig mange hejder”, men understrege
at dette gennemsnit er lidt tvivilsomt, da man betragter uendelig mange.

var gennemsnittet af funktionsveardierne pa intervallet

Med udgangspunkt i det foregaende (*), forklarer lereren afslutningsvist det mere
generelle resultat — at gennemsnittet af funktionsveerdierne af f pa intervallet [a,b]

derved kan opfattes som ﬁ f: f(x)dx og felgende skrives pa tavlen:
im flxo) + fx) + -+ fxn-1) _

Aim n b-a)

: be(x)dx

Lereren forklarer, at dette ogsa galder for funktioner, som matte have bade negative og
positive veardier, og hvor “arealtolkningen” ikke umiddelbart er meningsfuld
(formentlig vil tiden veere knap, men en illustration kunne medtages). Lareren kan

eventuelt vende tilbage til at tallet (bfa)-f;’f(x)dx giver en definition af et sadant

gennemsnit af uendelig mange tal, hvilket derved bliver mindre tvivisomt. Det er
vigtigt, at leereren far institutionaliseret at fortolkningen af integralet i denne forbindelse
har relation til en funktionens middelveerdi pa et interval.
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Bilag 4

Design af et undervisningsforlab om det bestemte integral

Lektionsplan for lektion 3 og 4 (d. 17.4.2013)

Lektion 3: kl. 10.15 — 11.01 (46 min.)

Onsdag d. 17.4.2013

Aktivitet | Tid Lererrolle Elevrolle

Opgave 5, | 10 min. | Skriver de tre tomme tabeller pa tavlen Eleverne diskuterer

6097 og holder sig i gvrigt til at besvare delspgrgsmalene i grupper, og
opklarende spgrgsmal om, hvordan skriver deres besvarelser i
spergsmalene skal forstas. tekstboksene. En hurtig gruppe

udfylder de tre skemaer pa tavlen.

Opsamling | 10 min. | Falles opsamling af de tre skemaer Eleverne deltager aktivt, stiller om
(konvergens for de to summer samt ngdvendigt spgrgsmal og noterer
negativ summer). sig de vigtige pointer.

Lareren ”definerer” det bestemte
integral af en paen funktion.

Opgave 8 | 14 min. | Leereren forsgger ikke at hjelpe eleverne | Eleverne arbejder med opgave 8 i
med at besvare opgaverne, og begraenser | grupper, og forsgger at skrive en
sig til kun at hjeelpe med forstaelsen af besvarelse af alle
spgrgsmalene. delspgrgsmalene.

En hurtig gruppe kan skrive deres
Leareren gar tavlerne klar til den besvarelser af de 7 delspm. pa
efterfalgende opsamling. tavlen.

Opsamling | 12 min. | Lereren udvelger en eller to elever. En eller to elever besvarer og

forklarer delspgrgsmalene
Supplerer og praciserer elevernes svar (udvalgt af leereren). De
og institutionaliserer at tallet —— - resterende elever lytter og stiller
, (b-a) opklarende spargsmal.
J, F(x)dx kan opfattes som
gennemsnittet af funktionsveerdierne af f
pa [a, b]. Det pointeres at det ogsa
gaelder for funktioner, som matte have
béde negative og positive vardier.

Lektion 4: KI. 11.06 — 12.00 (54 min.)

Opgave 9 | 12 min. | Observere elevernes arbejde for at Eleverne arbejder i grupper. De

og 10 identificere grupper med “gode” betragter differenser, og skriver
betragtninger/besvarelser, og holder sig | resultater og begrundelser ned i
i gvrigt til at besvare opklarende tekstboksene.
spargsmal om, hvordan spgrgsmalene
skal forstas. Sa vidt muligt skal laereren
holde sig fra at lede og guide eleverne.

Opsamling | 12 min. | Lereren udvealger en elev. En elev gennemgar opgave 9 og 10.

De resterende elever har naturligvis
Efterfolgende ”definerer” leereren mulighed for at stille spargsmal.
integrabilitet for en pen funktion.

Opgave 11 | 15 min. | Lereren observerer elevernes arbejde, Gruppearbejde. Eleverne arbejder
og begranser sig stadig til besvarelse med konkret funktion, vise denne er
af, hvordan spargsmalene skal forstas. integrabel. Hvis en gruppe bliver
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hurtig ferdig, kan de pa tavlen
skrive deres udregninger samt svar
pa delspm. 3 og 4.
Opsamling | 15 min. | Lereren understreger at eleverne sa pa | En elev forklarer delspm. 3 og 4.

en bestemt pan funktion. En ny elev begrunder delspm. 5 og
6.

Leereren gennemgar beviset for at Eleverne deltager i det omfang de

enhver voksende eller aftagende kan, og kan naturligvis stille

funktion er integrabel. Lareren spgrgsmal undervejs.

forsgger at inddrage eleverne

undervejs.

Eleverne fik for som lektie til lektion 3 at udfylde tabellerne, som indgar i opgave 5, 6
og 7, og lektion 3 pabegyndes ved at lereren beder grupperne arbejde med falgende
delopgaver: 5.5, 5.6, 6.3, 6.4, 7.3 — 7.5. Lareren tegner imens de tre tomme tabeller pa
tavlen samt en skitse af hver graf. Hvis en gruppe lgser delopgaverne hurtigt, kan denne
begynde at udfylde de tre tomme skemaer pa tavlen.

Opsamling af opgave 5, 6 og 7:

Der henvises til lektionsplanen for lektion 1 og 2.
Opsamling af opgave 8:

Der henvises til lektionsplanen for lektion 1 og 2.

Efter opsamlingen pa opgave 8 udleveres opgave 9 og 10, og eleverne arbejder med
disse opgaver i grupper, mens laereren pa tavlen tegner en skitse af grafen fra opgave 9

og 10 (henholdsvis f(x) =+/x og f(x) = % ). Hvis en gruppe bliver hurtig feerdig, kan

denne tegne venstre- og hgjresummen som indgar i delopgave 9.1 pa tavlen samt
udfylde skemaet fra opgave 9 og 10.

Opsamling af opgave 9 og 10:

En elev illustrerer pa grafen (ved tavlen) differensen mellem hgjre- og venstresummen
og forklarer endvidere pa baggrund af skemaet, hvorfor den ene differens bliver negativ,
og hvad der sker med differensen H,, — V;, og V,, — H,,for n — oo (denne elev udvelges
af lereren for at sikre et fornuftigt elevbidrag og for at holde tidsramme).
Afslutningsvist forklarer eleven, at da det er hhv. en voksende og aftagende funktion,
som betragtes i opgave 9 og 10, vil det ikke veere den samme differens som bliver
negativ (delopgave 10.2).

145



Leereren understreger desuden (om ngdvendigt) at differensen ’venstresummen minus
hgjresummen’ vil blive negativ, for enhver voksende funktion, da venstresummerne vil
veere mindre end hgjresummerne og, at det omvendte geelder for en aftagende funktion.

Leareren pabegynder herefter en institutionalisering, hvor det indledningsvist forklares,
at det i gymnasiet ikke er muligt at give eleverne en helt preecis definition af for hvilke
funktioner det bestemte integral fra a til b rent faktisk findes, men at falgende dog kan
siges:

Alle pane (fx voksende eller aftagende) funktioner faktisk er integrable (integralet
findes), og for disse vises det ved at godtgere, at differensen mellem hgjre- og
venstresummen gar mod 0, nar antallet af intervalinddelinger n gar mod uendelig, dvs.
|H,, — V,, = 0| for n — oo (dette skrives pa tavlen).

Leereren forklarer notationen, hvis der er behov for dette, og forklarer endvidere, at idet
differensen gar mod 0, s& medes de to summer i et tal” (de to summer kommer helt tet
pa hinanden), og laererne understreger, at det var denne graenseveerdi, som eleverne
arbejdede med i de foregdende opgaver.

Opgave 11 udleveres og eleverne arbejder med denne i grupper. Hvis en gruppe bliver
feerdig far tid, kan denne skrive deres besvarelse af delopgave 11.3 og 11.4 pa tavlen.

Opsamling af opgave 11:

Leereren lader en elev forklare delopgave 3 og 4, og han understreger, at det kun er det
fgrste og det sidste led, som vil bevares i forbindelse med beregningen af differensen
mellem hgjre- og venstresummen. Lereren lader herefter en elev svare pa delopgave 5
og 6. Leereren pointerer, at eleverne hermed har vist, at denne konkrete paene funktion
f(x) = x? er integrabel pa intervallet [1,2], og at de nu i feellesskab vil bevise, at enhver
voksende eller aftagende funktion er integrabel. Laereren gennemgar det generelle bevis
for klassen, og forsgger at inddrage eleverne sa meget som muligt.

Satning: Enhver voksende eller aftagende funktion er integrabel.

Bevis: Antag at funktionen f er voksende (beviset er analogt for en aftagende funktion),
og defineret pa intervallet [a, b]. Lad I vere inddelingen, som deler [a, b] i n lige lange

. b—
delintervaller af lzengde Ta

Da f er voksende vil hgjresummerne vare stgrre end venstresummerne. Betragt nu
differensen:
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b— b—
Ho =Y = = () + o+ £ () = ==+ (o) + -+ [ ()

b_
——((FG) + F Q)+ + FGtnmy) + F () = (FO0) + () + -+ F (o))

a
n

b_
=2 (Fl) - F(x0)

n

S (ORI0)

Lader vi n vokse, ser vi, at udtrykket b_Ta - (f(b) — f(a)), som var et udtryk for
differensen, vil g mod 0, og derfor er f integrabel.

Beviset suppleres med illustration nedenfor og argumentet gentages kort.

Lereren ber i andet trin medtage flere led, sa det bedre kan illustreres, at det kun er
f(x0) 09 f(x,) som vil overleve.

Afslutningsvist falger en kort konklusion pa disse to lektioner. Lareren kan gentage at:

1. Det bestemte integral for en paen funktion pa et interval er graenseveerdien for
venstresummen (og hgjresummen), nar antallet af delintervallet gar mod
uendelig.

2. En peaen funktion kaldes integrabel, hvis det bestemte integral findes, hvilket
vises ved at vise, at |H,, — V| —» 0 for n - oo,

4 f(x) b—a

| ViR
’ : =l E f(b) — fla)
|
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Bilag 5

Design af et undervisningsforlab om det bestemte integral

Lektionsplan for lektion 5 og 6 (d. 22.4.2013)

Lektion 5: kl. 10.05 — 10.53 (48 min.)

Mandag d. 22.4.2013

undervejs, og besvarer eventuelle spgrgsmal.

Aktivitet Tid Lererrolle Elevrolle

Opsamling af | 6 min. Opskriver definitionen af fabf(t)dt pa Eleverne har mulighed for

I4ekt|on 30g tavlen samt, at en paen funktion kaldes 3;32':5;5’2 :?esrrgaelde
integrabel, hvis |H, — V,,| = 0, for - oo, lsereren uddybe.

Opgave 11 12 min. Lareren observerer elevernes arbejde, og Vise f(x) = x2er
begraenser sig til besvarelse af, hvordan integrabel. Hvis en gruppe
spargsmalene skal forstas. bliver hurtig feerdig, kan
Laereren gar tavlen klar til opsamlingen (se de pa tavlen skrive deres
tavleskitse). udregninger samt svar pa

delspm. 3 og 4.

Opsamling 15 min. Lereren understreger, at eleverne s pa en En elev forklarer delspm. 3
bestemt pan funktion, og gennemgar beviset | og 4. En ny elev begrunder
for at enhver voksende/aftagende funktion er | delspm. 5 og 6.
integrabel. Leereren forsgger at inddrage
eleverne undervejs. Eleverne deltager i det

omfang de kan, og kan
Leereren introducerer A(x), kommenterer at | naturligvis stille spargsmal
A(x) kan opfattes som et areal, hvis undervejs.
f(x) =0, og overvejer A(a) i feellesskab
med eleverne.

Opgave 12 10 min. Laereren begraenser sig til besvarelse af, Eleverne opdager at
hvordan spgrgsmalene skal forstas. A'(x) = f(x), for
Laereren ger tavlen klar til den efterfglgende | forskellige funktioner.
opsamling (se tavleskitse).

En elev fra hver gruppe
udfylder en tabel med
f(x) og A’(x) pa tavlen.

Opsamling 5 min. Styrer feelles opsamling: i almindelighed Eleverne lytter og stiller
gelder A'(x) = f(x). om ngdvendigt spargsmal.

Lektion 6: kI. 10.58 — 11.50 (52 min.)

Opgave 13 15 min. Lereren lader fortsat eleverne arbejde pa Eleverne arbejder med
egen héand (i det omfang det er muligt) argumentet for at A'(x) =

f(x). En hurtig elev
opskriver
differenskvotienten for
A(x).

Opsamling 6 min. Laereren preciserer elevernes argumenter En leerer-udvalgt elev

forklarer de efterfglgende
delspargsmal.
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Opgave 14 8 min. Laereren begraenser sig til besvarelse af, Eleverne arbejder sig frem
hvordan spargsmalene skal forstas. til, at A(b) = F(b) —
F(a).
Opsamling 5 min. Gennemgang af beviset hvis behov (evt. fra | Eleverne giver udtryk for,
et vist trin), ellers uddeles opgave 15. om der er behov for en
gennemgang.
Opgave 15 5 min. Laereren begranser sig stadig til besvarelse Vha. forrige resultat
af, hvordan spargsmalene skal forstas. beregner eleverne A(2) =
21
Jos7 at:
Opsamling 5 min. En elev gennemgar
lgsningen ved tavlen.
Leereren understreger, at stamfunktioner
blev “miraklet” til at bestemme eksakte Eleverne har mulighed for
veerdier for bestemte integraler. Eksemplet at stille spgrgsmal
J, e** dx naevnes Kort. undervejs.
Opsamling af | 8 min. Eleverne kan bede lareren
hele forlgbet De matematiske pointer skrives kort pa forklarer en eller flere af
tavlen. de matematiske pointer.

Lektion 5 indledes med en opsamling af lektion 3 og 4 ved lzreren. Lareren opskriver

falgende pa tavlen og forklare samtidig:

1. For en pen funktion £ pa intervallet [a, b] geelder:

b . b—a
[ Feodx = lim (e + £Gx) + 4 fla) -

2. Alle pzne funktioner er faktisk integrable (integralet findes), det vises ved
at vise, at |V, — H,| —» 0 forn - oo.

Herefter udleveres opgave 11.

Opsamling af opgave 11:
Der henvises til lektionsplanen for lektion 3 og 4.

Lereren introducerer herefter funktionen A(x) for eleverne. Leareren husker eleverne pa,
at det bestemte integral for en pan funktion var defineret ved:

b—a
n

b
[ Feddx = lim (FGro) + £G) + -+ )

Ved hjelp af en illustration forklarer leereren, at grenseveerdien for venstresummen vil
variere afhaengigt af, hvor x ”placeres” i intervallet [a, b], 0g derfor kan det bestemte
integral fra a til b af en funktion f betragtes som en funktion af x, hvor x betegner den
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gvre greense for det bestemte integral. Leereren definerer funktionen og skriver fglgende
pa tavlen:

Hvis en funktion f betragtes pa [a, b], 0g a < x < b, defineres A(x) = [ f()dt.

Lereren forklarer endvidere variabelskiftet, samt at for en funktion, som er positiv pa
intervallet (dvs. f(x) = 0 for alle x € [a,b]) kan A(x) opfattes som et areal. Leereren
forklarer desuden, hvilket areal, eksempelvis ved brug af en skitse af f(t) = t? pa [0,4]

benyttes til at illustrere A(3) = f03 t2dt. Lereren styrer afslutningsvist en felles
overvejelse af, hvad A(a) = faaf(t)dt er lig med, og sikrer sig, at eleverne forstar, at
A(a)=0dala—al| =0.

Leereren udleverer opgave 12 og ger tavlen klar til den efterfalgende lektion.
Opsamling af opgave 12:

En elev fra hver gruppe skriver (i en tabel pa tavlen) gruppens funktion f(t) samt
udtrykket for A’(x). Leereren forsgger at fa en elev til at kommentere at der maske i
almindelighed geelder at A’(x) = f(x), da dette har vist sig at veere tilfeldet for de ni
funktioner klassen har betragtet. Leereren understreger at, A dermed er en stamfunktion
til £, da x var valgt vilkarligt, og institutionalisere det fglgende:

Lad f veere en paen funktion defineret pa intervallet [a, b]. S& er A(x) differentiabel, og
A'(x) = f(x) (dette skrives pa tavlen).

Lereren udleverer opgave 13 og understreger, at eleverne i forrige opgave blot s3, at
resultatet gjaldt for enkelte funktioner, men at de i opgave 13 skal vise resultatet for en
vilkarlig funktion f. Samtidig gar lereren tavlen klar til den efterfglgende opsamling.
En gruppe som bliver hurtig ferdig kan eventuelt opskrive differenskvotienten pa
tavlen.

Opsamling af opgave 13:

En elev udvelges af leereren til at redegere for delopgave 13.2 — 13.5, og desuden give
en konklusion efter bestemmelse af differentialkvotienten. Eleven udvalges pa
baggrund af leererens observationer af gruppearbejdet for at sikre et sa godt elevbidrag
som muligt, og leereren uddyber og praciserer elevens svar om ngdvendigt.

Jeg tror at denne opgave Vil vare kraeevende for en stor gruppe elever, og lereren har
derfor mulighed for at reagere undervejs. Hvis han vurderer, at eleverne sidder fast, kan
opgaven tages ved tavlen. Leereren bgr ikke inddrage for meget matematisk notation,
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e .. ] ] h
men muligvis vil en illustration af [*°*

X0

f(®)dt vha. venstresummerne hjelpe eleverne

med forstaelsen af argumenterne. Lereren understreger, at argumentet ikke kraever en
betragtning af en positiv funktion, men at 4’(x) = f(x) geelder for en vilkarlig funktion.

Opgave 14 uddeles.
Opsamling af opgave 14:

Hvis en stor del af grupperne gik i sta ved et bestemt trin, gennemgar leereren opgaven
fra dette trin pa tavlen, men hvis lereren fornemmer, at alle grupper er kommet igennem
undlades gennemgangen og opgave 15 uddeles.

Opsamling af opgave 15:

En elev gennemgar lgsningen ved tavlen, og leereren understreger, at vi nu har en
metode til at bestemme den eksakte veerdi for et bestemt integral, og ikke blot en
tilneermelse. Herefter navner lereren kort, at man for visse funktioner ikke kan

opskrive stamfunktionen, eksempelvis kan vi ikke bestemme fole"zdx, vha. en

stamfunktion, men at det ved hjalp af definitionen pa det bestemte integral er muligt at
bestemme en tilneermet veerdi af det bestemte integral.

Endelig opsamling pa hele forlgbet:

De matematiske “definitioner” og resultater opskrives i kortfattet form pa tavlen, og
eleverne har mulighed for at stille opklarende spgrgsmal. Lereren kan inddrage
passende illustrationer i forbindelse med forklaringer.

1. Definition af det bestemte integral: greenseverdi for uendelig sum af uendelig
sma storrelser”. For en pen funktion gaelder:

b
[ Feodx = Jim(rGeo) + £G4+ FGt)

2. Integrable funktioner: En helt preecis definition kan ikke gives her, men alle
pane funktioner er integrable, og dette vises ved at godtgere, at |V, —H,| - 0
forn - oo.

3. Setning: Enhver voksende eller aftagende funktion er integrabel

4. Definition af A(x): Hvis en funktion f betragtes pd [a,b], 00 a < x < b,
defineres A(x) = [ f(t)dt.

5. Hvis f(x) = 0 for alle x € [a, b], kan A(x) opfattes som et areal (definitionen af
det bestemte integral gav mening til det tvivisomme areal)

6. For en pan funktion gaelder: A(x) er differentiabel, og A’(x) = f(x).

b—a
n
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7. For en pan funktion £, hvor F(x) er en vilkarlig stamfunktion til f(x) geelder:
A(b) = F(b) — F(a).

Det understreges for eleverne, at de for velkendte figurer kendte formler til at beregne
arealet af en sadan figur, men at det viste sig at veere et interessant spargsmal, hvilken
veerdi man kunne tilskrive en punktmangde under grafen for en paen funktion. Gennem
forlgbet blev der farst givet mening til dette areal ved hjeelp af det bestemte integral,
som blev defineret som en graenseveaerdi for en sum (den felles grenseveerdi de
observerede i forbindelse med venstre- og hgjresummer). Herefter blev det
institutionaliseret at de funktioner eleverne stader pa alle vil vare integrable, hvilket vil
sige, at det bestemte integral (greenseverdien) eksisterer for disse, men at der findes
funktioner som ikke er integrable. Det blev afslutningsvist institutionaliseret at arealet

beregnes som et bestemt integral, f: f(x)dx ved hjeelp af stamfunktioner og at arealet da
vil veere lig med den eksakte vaerdi af dette integral.
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Bilag 6

Tabel 1 — Den planlagte didaktiske proces

Lektion 1 0g 2

Hovedproblemtype

Matematiske teknikker

Teknologiske-teoretiske
elementer

Fase

Store spgrgsmal:

Qo: Hvad menes der med
arealet af en forelagt
punkt-mangde?

Qq: Findes arealet af en
forelagt punktmangde?
Q,: Hvordan  findes
arealet af en forelagt
punkt-meangde?

Etableret viden om kendte
figurer samt kendte
teknikker til arealberegning.

Det farste magde
Udforskningsfasen

Opsamling, som relateres
til de forrige store
spargsmal

Specielt inddeling vha.
rektangler.

Udforskningsfase

Store spgrgsmal:
Qo: Hvad menes der med
arealet af en forelagt
punkt-mangde?

findes
forelagt

Q,:  Hvordan
arealet af en
punktmangde?

Ikke-instrumenterede:
Beregne delintervallzengde,
nar intervallet [2,5]
inddeles i fire lige store
delintervaller.

Beregne venstre- og
hgjresum for fa antal
delintervaller, givet en
funktion og et interval.

Udforskningsfase
(quidet)

Den tekniske fase

Opsamling, som relateres
til Qo 09 Q2

Definition af venstre- og
hgjresum for f(x) = % pa [2,5],
og tre intervalinddelinger.

Generelt udtryk for
venstresummen for en funktion f
defineret pa [a, b], nar dette
interval inddeles i tre
delintervaller, med delepunkterne
X1 Og X>.

Udforskningsfase
(quidet)

Den tekniske fase

Iy: Hvad menes der med

J7 f(x)dx

Ikke-instrumenterede:
Beregne venstre- og
hgjresum for fa antal
delintervaller (en given
funktion, et givent interval
og antal delintervaller)

Den tekniske fase

Iy: Hvad menes der med

[ f(odx

Instrumenterede:
Beregne venstre- og
hgjresum for stgrre antal
delintervaller

Voksende funktion:
Venstresummen vil vokse og
hgjresummen vil aftage, nar
antallet af delintervaller vokser.

Aftagende funktion:
Venstresummen vil aftage og
hgjresummen vil vokse, nér
antallet af delintervaller vokser.

Den tekniske fase og
den teknologiske-
teoretiske fase
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Felles greenseveerdi for venstre-
og hgjresummen, nér antallet af
delintervaller gar mod uendelig.

Opsamling, som relateres
til y: Hvad menes der

med f;f(x)dx

Opsamling pa de forrige
teknologiske-teoretiske
elementer.

Iy: Hvad menes der med

I £ (x)dx

Definition af det bestemte integral
som graenseveaerdi for venstresum.

Institutionaliseringsfa
se

Il5: Etabler en
sammenhang mellem
integralet og en funktions
middelveerdi

Givet f(x) = i defineret pa
[2,5], og tre
intervalinddelinger, beregn
areal af det udglattede
rektangel.

Hgjden af det udglattede
rektangel kan opfattes som et
gennemsnit af alle
funktionsvaerdierne pé intervallet
[a, b].

Det generelle udtryk for arealet af
det udglattede rektangel, nar en
vilkarlig funktion f betragtes.

Teknisk fase

Teknologisk-teoretisk
fase

Opsamling De to forrige teknologiske-

teoretiske elementer
I5: Etabler en Tallet — [” £ (x)dx kan opfattes | Institutionaliseringsfa
sammenhang mellem b e se

integralet og en funktions
middelveerdi

som funktionens middelveerdi pa
[a,b].

Lektion 3 0g 4

Hovedproblemtype

Matematiske teknikker

Teknologiske-teoretiske
elementer

Fase

y: Hvad menes der med

I £ (dx

Instrumenterede:
Beregne venstre- og
hgjresum for starre antal
delintervaller

Voksende funktion:
Venstresummen vil vokse og
hgjresummen vil aftage, nar
antallet af delintervaller vokser.

Aftagende funktion:
Venstresummen vil aftage og
hgjresummen vil vokse, nar
antallet af delintervaller vokser.

Feelles greenseveerdi for venstre-
og hgjresummen, nar antallet af
delintervaller gar mod uendelig.

Den tekniske fase og
den teknologiske-
teoretiske fase

Opsamling, som relateres
til My: Hvad menes der

med fff(x)dx

Opsamling pa de forrige
teknologiske-teoretiske
elementer.

Iy: Hvad menes der med

[ f(x)dx

Definition af det bestemte integral
som graensevardi for venstresum.

Institutionaliseringsfa
se
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I5: Etabler en
sammenhang mellem
integralet og en funktions
middelveerdi

Givet f(x) = % defineret pa
[2,5], og tre
intervalinddelinger, beregn
areal af det udglattede
rektangel.

Hgjden af det udglattede
rektangel kan opfattes som et
gennemsnit af alle
funktionsvaerdierne pé intervallet
[a, b].

Det generelle udtryk for arealet af
det udglattede rektangel, nér en
vilkarlig funktion f betragtes.

Teknisk fase

Teknologisk-teoretisk
fase

Opsamling De to forrige teknologiske-

teoretiske elementer
I3: Etabler en Tallet — [” £ (x)dx kan opfattes | Institutionaliseringsfa
sammenhang mellem i se

integralet og en funktions
middelveerdi

som funktionens middelveerdi pa
[a, b].

I1;: Givet en funktion f,
afger om flff(x)dx
findes

Udfylde tabeller og
reflektere over de
indgaende veerdier

For en voksende og en aftagende
funktion gelder, at |V — H| -
0 forn— oo

For en voksende funktion er
H-V>009V—H<O0.

For en aftagende funktion er
V—-H>009H-V<0.

Teknisk og
teknologisk-teoretisk
fase

Opsamling

Pa de tre forrige teknologiske-
teoretiske pointer

Institutionalisering

Alle pzne funktioner er
integrable og for disse vises det
ved at godtgare at:

|[H, —V,| > 0forn > o

Institutionaliseringsfa
se

I;: Givet en funktion f,
afger om f;f(x)dx
findes

Opskrivning og reducering
af udtrykket for H-V, hvor 5
delintervaller betragtes

Opskrivning og reducering
af udtrykket for H-V, hvor n
delintervaller betragtes.

”Bevis” for at f(x) = x2 er
integrabel pa [1,2].

Teknisk fase

Opsamling

Argumentet for at f(x) = x2 er
integrabel pa [1,2].

Institutionalisering

Vise at |H, — V,| - 0 for
n — oo, for en vilkarlig
voksende funktion.

Bevis for s&tningen: Enhver
voksende eller aftagende funktion
er integrabel.

Institutionaliseringsfa
se
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Lektion 509 6

Hovedproblemtype

Matematiske teknikker

Teknologiske-teoretiske
elementer

Fase

Opsamling af forrige
lektioner

Definitionen af f: f(x)dx

At en pan funktion kaldes
integrabel, hvis |H,, — V},| - 0,

for - oo,

I1;: Givet en funktion f,
afger om fff(x)dx
findes

Opskrivning og reducering
af udtrykket for H-V, hvor 5
delintervaller betragtes

Opskrivning og reducering
af udtrykket for H-V, hvor n
delintervaller betragtes.

”Bevis” for at f(x) = x2 er
integrabel pa [1,2].

Teknisk fase

Opsamling

Argumentet for at f(x) = x2 er
integrabel pa [1,2].

Institutionalisering

Vise at |H, — V,| — 0 for
n — oo, for en vilkarlig
voksende funktion.

Satning: Enhver voksende eller
aftagende funktion er integrabel.

A(x) introduceres som [ £ (£)dt
A(x) kan opfattes som et areal,

hvis £(x) = 0
A(a) =0

Institutionaliseringsfa
se

I,: Etabler en
sammenhang mellem
integral og stamfunktion.

Bestem udtryk for A(x) og
differentier dette

Indse A’ (x) = f(x) for enkelte
lineare funktioner

Teknisk og
teknologisk-teoretisk
fase

Opsamling

Opsamling pa den forrige
teknologiske-teoretiske pointe.

Institutionalisering

For en vilkarlig pzn funktion
geelder A'(x) = f(x).

Institutionaliseringsfa
se

I,: Etabler en
sammenhang mellem
integral og stamfunktion

Overvejelse af en funktions
opfarsel pa et meget lille
interval

Bestemme
differentialkvotient for A.

Visat A'(x) = f(x) geelder for
enhver pan funktion.

Redegarelse for at:
A(xg + h) — A(xp) =
L ot

f;"mf(t)dt ligger  mellem

f(xo)-hog f(xo+h)h

L2 Fde = fx) - b, for
sma veerdier af h

Bestemmelse af
differentialkvotient for A.

Teknologisk-teoretisk
fase
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Opsamling De forrige teknologiske-teoretiske

elementer.
My: Etabler en Vise at Teknologisk-teoretisk
sammenhang mellem A(b) = F(b) — F(a). fase

integral og stamfunktion.

Opsamling

Argumentet for at
A(b) = F(b) — F(a).

[I,: Bestem den eksakte
veerdi af fab f(x)dx for en

given funktion f defineret
pa [a, b].

Bestemme stamfunktion til

f@®) =In(t)

Benytte at
A(b) = F(b) — F(a).

Teknisk fase

Opsamling

Bestemme stamfunktion til

f@® =In(®)

Benytte at
A(b) = F(b) — F(a).

Institutionalisering

De essentielle definitioner og
resultater fra hele forlgbet

Institutionaliseringsfa
se
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Bilag 7
Transskribering af udvalgte sekvenser fra lydoptagelserne af elevarbejdet

Sekvens 1 (Opgave 1)

« Elev A: Dens areal finder man bare ved en halv gange grundlinje gange hgjde

« Elev B: Ja, hgjde gange grundlinje gange b, gange en halv ikke?

« Elev A: Og sa laver vi en firkant.

e Elev A: agange b ikke?

e ElevB: Deter agange b.

o Elev B: Deter jo et kvadrat ikke? Det kommer an pa om det er et kvadrat, s er alle siderne lige
lange jo, og hvad kan vi sa gare?

o Elev A: Sa kan vi tage cirkel eller?

o Elev C: Pi gange radius i anden.

« Elev B: Jo radius i anden.

e Elev A: Jo det er den.

« Elev B: Pi gange radius i anden.

« Elev A: Eller pi gange diameter.

o Elev B: Ja pracis. Lad os bare sige radius i anden skrastreg diameter.

Elev B leeser delopgave 2.

o Elev B: Det har vi ikke lert jo.

o Elev A: Diskuter om de pa naeste side har et areal.

o Elev C: Og hvis ja, kan | beregne.

o Elev A: Narh vi skal bare se om vi kan beregne arealet af de her.

o Elev B: Det kan vi godt jo. Altsa hvis vi har to punkter pa den jo, ikke? Sa kan vi godt jo. Det
tror jeg ikke er noget problem.

o Elev C: Hvordan vil du sé regne, altsg, det farste.

« Elev B: Jamen det eneste vi skal overvejelser om det er om, hvad hedder det, om vi godt kan.

e Elev C: Det tror jeg godt man kan.

o Elev A: altsa alle sammen har et areal jo.

o Elev C: Det kan godt veaere de har et areal, men hvilken formel kan vi s& bruge for at regne det
her ud.

o Elev B: Det er det, der er spgrgsmalet, men vi skal teenke pé det, fordi vi kan ikke argumentere
for det, fordi vi ikke har laert om det.

« Elev A: Alle har et, man skal bare bruge sin gh baggrundsviden.

o Elev B: Ok, s vi siger alle har et areal, og derfor kan man godt lave overvejelser.

« Elev A: Problemet er bare om vi kan beregne arealet. Vi kan putte det ind i en computer og finde
arealet.

o Elev C: Jeg tror ikke det er det de mener, det er ligesom vi kan finde et areal for en trekant og en
firkant.

o Elev B: Det eneste, der star bare, diskuter om de tre bld punktmaengder pa siden har et areal, og
hvis ja, om I kan beregne arealet, skriv jeres overvejelser og ideer i tekstboksen. Det er to
forskellige ting.

« Elev A: Ok, vi skriver lige pa en computer kan vi nok finde arealet
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e Elev C: Hvad skriver du?

« Elev B: P& en computer kan vi, kan vi nemt regne (pause). Jeg har skrevet, pa en computer kan
vi nemt regne arealet af alle tre figurer.

o Elev A: Men gh jeg teenkte pa.

« Elev B: Men problemet er sa hvordan man kan gare det teoretisk.

e Elev A: De er svare at beregne arealet af. Man skal dele dem op.

e Elev C: Hvordan vil du dele dem op?

« Elev B: Vi kan regne det ud teoretisk.

o Elev C: Det vil sige halvdelen af den, og sé regner du den ud, og s den ud.

o Elev A: Vi laver bare flere af de her altsa.

o Elev B: Jeg taenkte pd, vi kan ogsa dele dem op, altsa hvor vil vi finde arealet fra jo. Altsa hvis
det for eksempel er her til her ikke, sa skal vi bruge de her to rum til noget jo.

o Elev C: Jeg tror ikke vi kan, altsg, jeg tror ikke der er en formel som det kan beregnes med. De
her skave figurer.

e Elev A: Javi kan godt finde arealet af dem.

« Elev B: Det er problemet hvordan vi skal ggre teoretisk. Hvilken formel.

Eleverne er ukoncentrerede men leereren far dem hurtigt i gang igen.

o Elev B: Det var ligesom jeg sagde far, vi kan vealge to punkter, fra 2 til 5 for eksempel, s& bare
lige det der stykke.

o Elev A: Vi kan dele dem op i dele.

o Elev B: Jadet er det jeg teenker pa. Men jeg tenkte bare, det er bare lidt sveert jo. Jeg teenker vi
kunne jo udveelge et bestemt punkt, og starte med det.

Opsamlingen starter.

Opgave 2 Igses pa baggrund af et velfungerende samarbejde. De gar herefter i gang med opgave 3. Elev
A laeser opgaveformuleringen.

o Elev B: Jadet er nemt jo.

e Elev A: 2til 5.

« Elev B: Ja de skal veere lige store ikke? Hvordan kan vi gare det?

o Elev A: Og vi skal lave det i tre lige store dele.

o Elev B: Jeg teenkte pd, hvis vi gar det som vi ogsa gjordet det far, deler det op i en stor firkant,
og sa to rektangler ikke?

o Elev A: Farst skal vi kun lave i tre lige store, sd kan vi bare lave.

o Elev B: Jamen problemet er, vi er ngdt til at lave farst til en firkant ikke, og sa bagefter to
rektangler, og s& kan vi cutte ned derfra.

o Elev A: Der star, hvis hgjder svarer til funktionsverdien for hgjre endepunkt. Det vil sige at dens
hgjde skal vaere lige sa hgj som denne her.

e« ElevB:Ja.

« Elev A: Og det skal vare tre rektangler, og de skal vare lige store.

o Elev C: Skal vi tegne pa den her, eller skal vi regne noget ud?

« Elev A: Jeg tror vi laver sddan her, farst laver vi en lige streg,... og sa skal vi lave tre lige store.

o Elev B: Det er ikke et problem, s& kan vi bare ggre det her jo, ikke? En to, der er en to tre jo
ikke? Men problemet er, den der lille trekant deroppe, det harer ogsa med til arealet jo.
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Elev A: Jeg tror vi skal lave noget med... Kan | se han har lavet det billede (pa tavlen)? Det er
sadan et vi skal lave.

Elev C: Hvordan ger vi det?

Elev B: Prgv at se, alt det her ikke.

Elev C: Det er ekstra.

Elev C: Det skal vare rektangler, og ikke kvadrater.

Leereren inddrages

Elev A: Jeg taenkte pa i den her ikke, vi skal have tre ikke? (laereren: ja) Der er en her og en her

og en her. Og s&, det skal veere tre rektangler. Og alle deres hgjde skal veere lige sé hgje som den

her.

Leereren: Nej de skal svare til funktionsveerdierne af delintervallernes hgjre endepunkt.
Delintervallerne, det er de tre her. Delintervaller ok. Det hgjre endepunkt, hvis vi nu tager det
farste her, hvor er det hgjre endepunkt af det delinterval? Ja og der skal hgjden vere.

Elev A: Narh det er nemt nok. Den skal veere hertil sa, og den her skal veere hertil, og den her
skal veere hertil.

Elev B: hvordan?

Leereren beder eleverne holde 5 minutters pause

Sekvens 2 (Opgave 4)

Elev A: Bredden skal den herovre vaere en?

Elev B: Er det 1,13 eller hvad?

Elev A: Den er ikke pracis.

Elev B: Jeg ved ikke hvad jeg skal sige, hvordan skal vi finde bredden af den?
Elev C: Skal vi prave at sparge?

Elev A: Og man kan ikke veere sa pracis herovre.

Elev B: Hvis jeg maler det, s giver det 1,8.

Elev A: Kan vi ikke sige at det er ca. 1,35, eller et eller andet

Elev C: Jo det ku man godt. Det ku man godt

Elev A: Hvad kan vi ggre?

Elev A kalder pa lereren

Elev A: Man kan ikke gare det sa precist herovre.

Laereren: Nej man kan ikke aflaese, men man skal beregne. Man skal beregne.

Elev A: Jamen hvis vi skal beregne venstresummen, skal vi s& ikke fgrst have bredden?
Leereren: Jamen hvis | ved det gér fra O til 4, vi har tre intervaller, de er lige store.

Elev B: Det giver 0,75.

Leereren: Nej.

Elev A: 4 divideret med 3.

Leereren: Ja, 4 divideret med 3, det er en og en tredjedel, eller 1,333. S det her det ma veere en,
en tredjedel og det ma veere to, to tredjedele.
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Sekvens 3 (Opgave 3)

« Elev A: Opgave 3, skal vi lave den. Hvordan har du gjort det?

o Elev B: Jeg har sat den ind i funktions, hvad er det det hedder, f(x) lig med 1 deles med x. Hvor
jeg har indsat de forskellige x-veerdier

o Elev A: Og sa har du bare skrevet hgjderne?

« Elev B: Men bredderne der er jeg lidt i tvivl, fordi, er det herfra, er det den her rektangel, eller er
det kun den her rektangel, du ved. Er det den her, eller er det hele den her?

o Elev A: To sekunder.

« Elev B: Men det er jo kun det markerede omrade, er det ikke? Sa ma det nok

e Elev C: Jeg tror det er de der tre.

o Elev B: Jasadet er kun den her, s& bredden er nok en for hver af dem, det mé det vare, skal vi
lige sparge om hvilken.

o Elev A: Hvad spgrger vi om, jeg har ikke helt forstaet det?

« Elev B: Vi skal beregne areal af de enkelte rektangler ikke? Sa af det forste rektangel, er det den
her hele, eller er det kun den her, du ved herfra. Sa er det sa en i bredde, sa er det 1 gange 0,33.
Det er det samme som der star her.

o Elev A: Og sa skal vi bare plusse de tre arealer her og s hgjresum.

o Elev B: Jasaer det bare de der tre plusset sammen.

o Elev A: Jadet var det jeg sagde.

Leereren inddrages for at tiekke deres resultat og fremgangsmdde (...). De gar herefter i gang med at
beregne venstresummen.

o Elev B: Nu skal vi sa bruge, (leser opgaven op).

« Elev A: Hvad sagde han var hgijre, eller venstre da du spurgte ham?

« Elev B: Altsa her har vi gjort det hgjre, s jeg tror det bliver sadan her, forstar du?
o Elev A: Skal vi tegne, skriver du det pa igen?

« Elev B: Ja for en sikkerhedsskyld, det behgver | ikke.

« Elev A: M4 jeg godt lane din lineal nar du er feerdig?

o Elev B:Jasagar jeg det lige hurtigt.

Sekvens 4
Elev A laeser opgave 5 hgjt for gruppen.

o Elev A: Jeg ved ikke om jeg kan definere her herovre.

o Elev B: Jeg kan slet ikke finde ud af GeoGebra.

o Elev A: Jeg ved ikke hvordan den her skal settes ind. Den er kommet, det er helt den samme,
men den er kun markeret dertil. Den er der, ok.

o Elev B: Sa skal vi skrive hgjre og venstresummer.

e Elev A: Ved hjelp af kommandoen ’rectangelsum’, funktion start.

« Elev B: Det star ogsa pa bagsiden, det skal du ogsa vere klar over nar du sztter ind i GeoGebra,
sé er der ogsa bagsiden

o Lereren: Har | lavet den her? Sa skal I, i gang med.

o Elev B: Javier gaetigang.

e Leereren: Godt.

o Elev B: Hvor er det du er néet henne?
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o Elev A: Det er der ved hjelp af kommandoen.

o Elev B: Sa prav at skriv det.

o Elev A: Sadan der ikke?

o Elev A: Skal jeg skrive g(x)? og antallet der, er...

o Elev B: Har du skrevet 0 som start? Sa star der, benyt GeoGebra til at tjekke.

« Elev A: Ja det har jeg, men det er delintervaller, der skal sta 3?

e Elev B: Prgv at st det ind.

o Elev A: Ja men vi mangler stadig. Jeg forstar ikke om jeg skal skrive venstre eller hgjre.
Hvordan det skal skrives, der star, position of rectangle.

Elev B kalder pa lereren.

o Elev B (til lereren): Hvordan satter vi venstre og hgjre ind pa GeoGebra

o Elev A: Vi har sat alle de her ind? g, 0, 4 og 3.

o Lereren: Ja position og rectangel, det er O der eller 1 der, det kan man stille der, det er 0, hvis det
er en venstresum, og 1 hvis det er en hgjresum.

o Elev A: S& 0 pé venstre og 1 pa hgjre.

o Elev B: Skal vi ikke lige skrive det hurtigt.

e Elev A: VardetOeller 1?

e Elev B: 0 deter venstre, og 1 er hgjre.

o Elev A: Jeg skriver 0 lige nu ok? S& har vi faet det der, og det var, hvad sagde du, 0 hvis det er?

o Elev B: 0 ervenstre, og 1 er hgjre.

o Elev A: Ok tak. Sa kan vi ogsa den anden hurtigt.

« Elev B: Jeg skal lige skrive resultatet. Eller bare ger det, nu har du alligevel ogsa styr pa det. Det
vil sige, var det hgjre du satte ind?

o Elev A: Altsa venstresummen ikke? For os, den passer godt her. Venstresummen er 3,72.

o Elev B: Jamen vi skal skrive det her. Du sagde venstresummen for 4 er?

e Elev A: Tre komma gh, 3,72.

e ElevB:327?

« Elev A: Syvto, syvto

o Elev B: Hvad sa med, hvad hedder det?

« Elev B: Hgjresummen det er 6,38, og hvad fik vi vores hgjresum til?

« Elev B: Ogsa deromkring.

e Elev A: Neeej.

« Elev B: Gjorde vi ikke?

o Elev A: Vi fik det til 4,83, hvordan kan det veere? Maske skulle vi plusse den sidste sammen?

o Elev B: Ja hvis vi plusser med den sidste, sa passer det.

o Elev B: Det gav 6 komma hvad?

« Elev A: Vent lige. Det gav 6, gh, derovre gav det 6,38, og hvis vi ogsa lzegger den der til ikke?

o Elev B: Sa det 0gsa 6,38 ikke?

e Elev A: 37, meeen.

« Elev B: Nej det er fordi det tredje decimal skal afrundes, for hvis du afrunder den sa, jeg skriver
bare 37, sadan.

De arbejder videre med at udfylde tabellen, og nar inden at leereren begynder opsamlingen at
kommentere pa delopgave 5.5.
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Elev B: Det vokser med.
Elev A: Vent lige.
Elev B: Er det ikke det dobbelte? Nej vel.

Sekvens 5 (Opgave 3)

Elev A: Det er den her rektangel der er tale om. Vi skal dele herfra og hertil i tre lige store, nej i
fire?

Elev B: Tre lige store.

Elev A: Sa det nemt jo, bare lige her og sa her. Undskyld, hvad skal man sé& gare?

Elev C: Det er umuligt de kan blive lige store.

Elev B laeser opgaven igen.

Elev A: Jeg forstar ikke, det her lille stykke skal det inddeles i tre lige store.
Elev B: Kan vi ikke lave den her.

Elev A: M4 vi gerne det, du sagde den ma ikke komme hgjere op end det her. Var det ikke det du
lige sagde?

Elev B: Jamen hvis nu jeg begynder den herfra og stopper den der.

Elev A: Skal vi sparge. @h ma vi lige sparge om noget?

Elev B: Vi teenkte pa om vi ma lave en herfra?

Elev A: Ma vi gerne det?

Lareren: | skal dele i tre lige store

Elev A: Ma det ikke bare vere sadan her?

Lereren: Jo. Sadan.

Elev A: Det var det jeg sagde. Det var mig der sagde det

Elev C laser delopgave 2 op.

Elev C: Skal vi bare give nogle tal eller hvad?
Elev B: Vi skal beregne arealet. Du skal sige 1 gange med
Elev A: Hvordan ved du,... er det 1 cm det her?

Elev A kalder pa lzreren, som hjelper med at tegne de tre hgjder korrekt.

Elev B: Nu skal vi regne areal ud.

Elev A: Yes.

Elev B: 1 gange med, hvor hgj er den her? 0,35 ikke?

Elev A: Nej, ikke 35, du kan i det mindste sige 39.

Elev B: Hvorfor 39?

Elev C: Ja hvorfor 39, kan vi ikke bare sige 0,3?

Elev B: Hvis du gar direkte op

Elev A: £rligt jeg mener det, s sig 38. Altsa 0,38, det er ikke 35.
Elev C: Det er 35.

Elev A: Hvorfor kan jeg ikke fa det til at passe.

Elev C: Ok bredden er 1 cm, eller vi ved ikke, hvad enheden er.
Elev B: Vi har ogsa trekanten.

Elev A: Nej der star rektanglerne.

163



De fortsaetter med at afleese hgjderne for de to resterende rektangler og laereren begynder efterfalgende
opsamlingen.

Sekvens 6 (Opgave 5)

Elevgruppen har lige fuldendt arbejdet med opgave 4, og pa baggrund af lydoptagelsen kan det
konkluderes at gruppen far lgst denne opgave korrekt gennem et par diskussioner. De gar herefter i gang
med opgave 5.

« Elev B: Det er nu vi skal bruge GeoGebra.
Elev A kalder pa lreren for at fa forklaret, hvordan en kvadratrod skrives ind i GeoGebra.

o Lareren: Det stdr her, sqrt parentes x.

e Elev A: Farst skriver vi f.

e Leereren: Ja f(x).

e Elev A: Er lig med sqrt.

e  Leereren: Parentes x.

o Elev A: Jasé har vi den der.

o Lareren: Jasd kan | lave den der rektangelsum.

Leereren hjeelper dem med at udregne den fgrste

o Leareren: Ja den tegner det ogsa, og ja 3,72

o ElevA:Vifik 3,7

e Lereren: Ja det er noget med jeres afrunding.
o Elev A: Lad os lige skrive ned vi fik 3,7.

Elev B beregner venstresummen ved hjelp af GeoGebra.

e« Elev A: 1,38, vi havde faet...

« ElevB:48.

« Elev A: Den farste havde vi i hvert fald lavet rigtig.

« Elev B: Vent, lad os lige prove at gare det igen.

« Elev A: Det er fordi den beregner for det hele. Ferst laver vi sadan her: 1,33. Man kan ogsa se
her ikke, at det her burde give mere end 3,07.

De beregner deres sum fra opgave 4 igen.

o Elev A: Det giver sd 4,778, og sa 4,778 gange 1,33, 6,35. Se nu passer det jo.
« Elev B: Det var vores kvadratrod vi havde lagt sammen forkert.

Falgende er elevdiskussionen forud for beregning af den sidste hgjresum:

« Elev B: Skal jeg veere &rlig? Jeg tror den falder til 32 nej 34.
o Elev A: Den falder til 5,33 ogsd, for begge to. Eller nasten det samme, og hvis man bliver ved
og ved s& kommer de samme.

Elev A lzser delopgave 5 op.
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Elev B: Den stiger.

Elev B: Hvad sker der med hgjresummen, den vokser, nej falder. Den er voksende og aftagende,
skal vi sige det?

Elev A: Lad os spgrge om det her faktisk, om vi skal skrive mere, det kan godt vere, vi skal
skrive mere.

Elev A (til lzereren): Vi lavede den her ikke, og sa havde vi fundet for venstresummen og
hgjresummen, og vi kunne se pa venstresummen, at den var voksende og faldende for
hgjresummen, og de nermer sig det samme tal. Det blev mere pracist. Behgver vi skrive mere?
Laereren: Prgv at skriv det ned, formuler det du lige har sagt.

Sekvens 7 (Opgave 3)

Elev A: Og sa hgjden. @h, hgjden er 0 komma, €] ok, hvis det her er 0,3 ikke?
Elev B: Men tager du hgjden herovre eller her?

Elev A: Hvad for noget?

Elev B: Altsa tager du hgjden eller skal du ogsa have den her til?
Elev A: Narh. Det er rigtigt.

Elev B: Fordi det er jo, altsa det er det hele, er det ikke rigtigt?
Elev A: Hvordan skal vi si lave det?

Elev B: Altsa det rigtig nok sadan der.

Elev A: Det er rigtigt, hvad du siger, men vi har jo en trekant her.
Elev B: Yes men s har vi jo en trekant.

Elev A: Men det er jo ikke en rigtig trekant. Prgv at se, den er buet.
Elev B: Nej det var ogsa det jeg spurgte ham om, s& sagde han.
Elev C: Det her er virkelig forvirrende er det ikke?

Elev A kalder pa lereren.

Elev A: Skal vi beregne hgjden herfra?

Leereren: Altsa nu tager vi hgjresummen, det vil sige vi gar til hgjre for at finde hgjden af
rektanglet.

Elev A: Sa det er kun herfra?

Lereren: Sa det er kun dertil ikke?

Elev A: Ok.

Leereren: Kan | beregne hgjden der, uden at afleese men beregne den i stedet for, mere precist?
Elev A: Narh, beregne den.

Elev C: Uden af aflaese? S& kan man sige hgjde gange grundlinje jo, ikke?

Laereren: Jo jo men farst skal vi jo afleese, nej beregne, kan | beregne hgjden her?

Elev C: Det kan man da ikke.

Leereren: Nar | rammer, | ved, hvad det er for en funktion ikke?

Elev B: Nérh s kan man bare se.

Elev A: Det er en eksponentiel.

Lereren: Nej nej. Det star herovre.

Elev A: Sa skal man da have...

Lareren: Det er en divideret med x. Laereren forlader gruppen.

Elev B: En divideret med x?

Elev C: Hvad?
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e Elev A: En divideret med x. Det er tre, det vil sige en deles med 3, en tredjedel.

« Elev B: Hvor skulle jeg vide det fra?

« Elev A: Maske er det rigtigt. Jeg ved dette ikke. Jeg tror nok det er rigtigt sadan der. Altsa en
deles med x, x er der, s& har vi, de er alle sammen 1 cm i bredden, i hgjden har vi en deles med
x, det vil sige en over, nummer to er en fjerdedel, og den sidste er en femtedel. Fordi hvis det er
en deles med x, og x-punktet her er 3, her er det 4, og her er det 5, og arealet er sa en gange en
tredjedel, det er en tredjedel, en fjerdedel og en femtedel. Hvis det er rigtigt.

Elev A leeser delopgave 3.4.

« Elev B: Jeg forstar godt, hvad de mener men.

e Elev A: Af det her?

« ElevB:Ja

« Elev A: Fordi han siger at det har noget med den her at gare. Det er den samme vi bruger ikke, f
af x er en deles med x. Hgjresum det vil sige vi skal sige en tredjedel plus en fjerdel plus en
femtedel ikke? @hm kan vi ikke bare 0,25 +

o Elev B: Skal man ikke finde en feellesnavner? Eller skal du bare gare det sddan der?

« Elev A: Hvordan var det nu man omregnede fra decimal til brgk?

e Elev B: Decimal til brgk? (griner)

o Elev A: Jadecimal til brgk.

e Elev B: Ja s skal du... Narh nej jeg ved fra brek til decimal.

o Elev A: Det ved jeg ogséa godt. Hvad ger man fra brgk til decimal?

o Elev B: Sa skal du bare dividere, hvis det er en halv, sa er det bare 0 komma 5. Sa skal man bare
kunne det udenad, jeg tror ikke der er en regel. Er der?

o Elev A: Det giver, en tredjedel. Jeg kan altsd 0gsa bare finde fellesnavner til de her to.

o Elev B: Ja det var ogsa det.

o Elev A: Sa kan vi finde feellesnaevner til den, og s& kan vi forkorte til sidst.

o Elev B: Det tror jeg er nemmere.

o Elev A: Entredjedel plus en fjerdedel. Her kan vi forleenge med 3, og her med 4, sa det giver 12,
12te del, er det ikke sadan her man gar?

« ElevB:Jo

« Elev A: Fordi man siger, narh sé skal det hedde tre og fire der. Pracis, det giver é 0g sa skal vi

have, jeg skal nok vise dig det til sidst, % plus % Det er sa, omvendt. Ikke?

« Elev B: Ja du skal bare sige, noget der giver. Du kan sige fx

e Elev A: 12 gange 5. Det er 60, og fem gange to.

« Elev B: Og syv gange, vent skriv lige det der farst.

o Elev A: S vi skal have, 12, 60, og sa skal vi have 35, 60, og det giver. 47, 60, det er s&
forvirrende.

o Elev A: Hvad kan man sa dele det her med? Man kan.

o Elev B: Altsa.

« Elev A: Gar 3 op, nej 3 gar ikke op i det her, 3 gar op i 60. Nej det gar det heller ikke. Men 47.
Hvad i alverden gar op i 47?

o ElevB:7garopi49 ikke?

e« Elev A:Ja.

e ElevB: 42 deter6, 48 deter 8.

« Elev C: @h sa skal vi have noget der er komma.
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« Elev B: Kan vi ikke ogsa bare sige det er det her?

o Elev A: Nej man burde kunne. Det er det samme resultat, det er rigtigt sa, vi er pa rette vej. 47,
60, 60’ne dele. Nej det er bare det resultat. Det er bare mellemregninger, jeg skal ikke bruge det
til noget. Her, du skal bare have resultatet.

« Elev B: Havde du skrevet det?

47 -
e Elev A: prs Det var bare mellemregninger.

« Elev B: Hvor meget var det, 0,78 ikke? Var det ikke 0,78, hvis man laver det om til decimal?

o Elev A:Jo, ogsé 3, 783.

« Elev B: Hvad skal vi bruge det her til?

« Elev A (til lzereren): Hvorfor skriver de det ind i brgker, er det ikke mere rigtigt at skrive det i
braker?

« Elev B: Jo vi har lavet det i brgker.

o Leereren: Jo det er mere precist.

Sekvens 8 (Opgave 7)
Elev A lzser delopgave 7.5: Begrund hvorfor venstre- og hgjresummerne bliver negative.

« Elev B: Fordi den gér jo sadan her jo, den gar nedenunder.

o Elev A: Det er fordi det cosinus jo.

o Elev C: Hvad for noget?

« Elev B: Begrund hvorfor venstre- og hgjresummerne bliver negative. Fordi det er cosinus. Det er
fordi at f(x) = cos (x).

(..)
Gruppen gar i gang med opgave 8 efter den felles opsamling.

o Elev B: Ok. Sé alle de her tre ikke, tilsammen, altsa det areal vi far.

o Elev A: Nérh s&dan der.

o Elev B: Sa det der svarer til det der areal.

o Elev A: Ja, den her og den hers areal er det samme.

« Elev B: Men hvordan kan vi.

o Elev A: Og sa skal vi finde bredden af den her.

« Elev B: Det er bare.

« Elev A: Er det ikke bare 3?

o Elev B: Nej det er 1. Er det ikke? Narh altsa jo det er 3 for det hele. Ok, hvor mange rektangler
er der, det er 3 delt med.

« Elev A: Bestem bredden, det er 3, fordi for.

Elev B kalder pa lereren.

o Elev B: Vi er kommet frem til at det her har det samme areal som det udglattede.

e  Leereren: Ja, det siger vi.

o Elev B: Og sé bredden for det enkelte her er 1, men tilsammen er det 3. Er det ikke?
« Elev A: Bredden den er 3, fordi det er fra 2 til 5.

o Leereren: Ja bredden det er her, og det er 3 ikke, ja.
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Elev B: Og nu skal vi finde hgjde og areal. Hgjde hvordan kan vi, narh det var det der, det var 1
divideret med.

Leereren: Ja det ved vi jo ikke rigtig, hvad er, men der star heroppe...

Elev B: Er et gennemsnit af tre tal.

Lareren: Gennemsnit af tre tal ja.

Elev B: Hvad for nogle tre, er det tre tal.

Leereren: Ja hvad tror | det er, prav at kig pa tegningen, pa figuren.

Elev A: Et gennemsnit af tre tal, 1, 2, 3.

Leereren: Hvis det der areal skal vere lige sa stort som det der areal.

Elev B: Sa er det den her, den her og den her.

Lereren: Ja, prav at skriv det ned, sddan mere formelt.

Elev A: Ok, hvad kan vi skrive?

Elev B: @h, hgjden af det udglattede er et gennemsnit af de tre hgjder fra figur 1. Men hvordan
finder vi hgjderne fra figur 1?

Elev A: Hvad har du skrevet?

Elev B: Jeg skal lige sparge.

Elev A: Hgjden af det udglattede er et gennemsnit af de tre hgjder fra figur 1.

Elev B: Og sa tror jeg det vil sige, 1 divideret med 2, 1 divideret med 3 og 1 divideret med 4,
men jeg skal lige sperge, om det er rigtigt, for hvis det er rigtigt, kan vi ogsa finde arealet, for s&
er det bare bredde gange hgjde.

Elev B kalder pa lereren.

Elev A: Sa er det tre gange hgjden.

Leereren inddrages.

Elev A: Vi tenkte pa hgjden ikke, det er de tre hgjder fra figur 1. Kan man s sige 1 divideret
med 2?

Elev B: 1 divideret med 3.

Leereren: Ja, Ja.

Elev A: Og sa plus, plus en fjerdedel ikke?

Leereren: Ja

Elev A: Og nar vi s& har fundet hgjden sa ganger vi bredden med hgjden, og sa har vi fundet
arealet.

Laereren: Ja men det der, er ikke hgjden. Nu har du lagt de der tre sammen, du kan godt se her,
det er i hvert fald mindre end den farste. Hvad skal | gare med de tre veerdier | har lagt sammen
her?

Elev A: Dividere det.

Laereren: Ja, dividere med 3.

Elev A: Og sé ganger vi de her veerdier med hinanden.

Elev B: Det er nemt nok.
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Sekvens 9 (Opgave 8)

Elevgruppens diskussion i forbindelse med delopgave 8.4.

Elev A: Jeg ved det ikke, jeg forstar det ikke, forstar du det?

Eleverne er tavse og ukoncentrerede i et par minutter. Leereren inddrages.

Elev A: Hvordan skal vi bestemme et udtryk?

Lereren: Prav at Kig pa tegningen, hvad er det for en tegning?

Elev B: Det er figur 2 ikke?

Laereren: Nej det er den her. Den der ikke?

Elev C: Det fgrste og sidste areal.

Lareren: Den farste og sidste hgjde, ikke? Hgjden af det farste rektangel, hvad er den?
Elev B: Er det, det vi har skrevet?

Lereren: Nej, det er den der figur, | skal kigge pa.

Elev B: Nej jeg tror ikke det er den der del, vi har lige regnet pa den der.

Lereren: S& har | sprunget noget over.

Elev C: Nej nej kig her. Vi har lavet den her opgave ikke, sa har vi lavet den her opgave, og
denne her, og s& hopper vi videre til opgave 4, og sa skal vi bruge den her. Vi skal beregne
hgjden af det her rektangel, og det sidste rektangel.

Leereren: Ja.

Laereren gar.

Elev C: Vi har ikke lavet den her jo. Vi har lavet opgave 3 og 2, vi mangler den her opgave 4.
Hvordan skal jeg beregne hgjden, nér der ikke er nogle tal?

Elev B: Jo vi siger...

Elev C: Bestem et udtryk.

Elev B: Jo, funktionen og sa satter man b ind i funktionen. Er det ikke det? Skal vi ikke sige b
minus, vi gjorde det lige far, vi skal bare gare det uden tal. Hvad er dens funktion?

Elev A: Vi ved jo ikke, hvad funktionen er?

Eleverne gar til pause og far efterfalgende ikke selvsteendigt formuleret et svar.

Sekvens 10 (Opgave 8)

Elev A: Og hvis vi sa finder hgjden af de her tre, sa er det det samme som den her hgjde, det er
gennemsnittet af de her tal. Beregn denne hgjde af det udglattede rektangel.

Elev B: Har vi ikke regnet den ud fgr?

Elev A: Jo, gav det ikke 0,97. Jo jeg tror nok jeg skrev det ned et eller andet sted. Hvor har vi
skrevet det henne? Her. Skal vi tage gennemsnittet af det her?

Elev A lzeser opgaveformuleringen igen.

Elev A: Areal er det, det der 0,787 Beregn arealet af det udglattede rektangel, sé er det bare det
her gange 3, 2,3.

Elev A laeser delopgave 4.
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Elev A: Hvis de gerne vil have, at vi skal bestemme hgjden ikke, sé skal vi have funktionen, og

der star bare, at det er en vilkarlig funktion, s& man kan ikke rigtig bestemme hgjden. For
normalt har vi brugt en funktion til at sige, for eksempel en deles med x eller et andet.
Elev B: Jamen skal vi sa ikke ogsa lave det der, er der ikke venstre og hgjresum her.
Elev A: Det er det.

Elev A kalder pa lareren.

Elev A: Hvis vi skal kunne bestemme et udtryk for hgjden af de her rektangler ikke, s& har vi jo

brug for en funktion. Men der star bare, at det er en vilkarlig funktion.

Laereren: Jamen, hvad bliver hgjden af det farste rektangel?

Elev A: Det kommer jo an pd, hvilken funktion vi har.

Leereren: Ja, den hedder f.

Elev A: Jamen sa vil det veere f(x,), og sd af x, n’te.

Leereren: Ja det er sa ikke helt rigtigt.

Elev A: Eller skal man s& minusse noget.

Laereren: Nej det her er rigtigt, f(x,). Den sidste der, hvad sagde du der?

Elev A: S sagde jeg bare det samme, men med x i n’te i stedet for.

Leereren: Det hedder ikke i n’te, men bare x, n. Men det er ikke rigtigt. Prgv at kig pa figuren.
Elev A: Den er jo aftagende.

Lereren: Ja, men prav at kig. Passer det? Hvor har du f (x,,) henne pa figuren?

Elev B: Nadeter f(x,_;).

Lereren: Pracis kan | se det pa figuren? Prav lig at snakke sammen, hvorfor er det ikke x,,?
Husk det er hgjden, | skal have hgjden af rektanglet.

Elev A: Den er da det samme, hvis det er herfra og herfra.

Lereren: Ja hgjden af rektanglet, men hvis du skal have f(x,), hvor har du det pé figuren?
Elev A: Det har jeg da stadig her.

Laereren: f(x,) er der, f(x,), hvor er det henne?

Elev B: Den er der ikke.

Lereren: Jo, | kan godt pege.

Elev C: Altsd mener du den der?

Lereren: Nej f(x,,), hvor er den pa figuren?

Elev C: Er det her?

Elev A: Altsa f af...

Lereren: Ja, hvordan kan | finde det pa figuren, nar | har grafen for funktionen

Elev B: Na er det her, sa er det oppe.

Laereren: Ja hvor er det precist? f(x,,)?

Elev B: Her, altsa f(x,,) her, og sa f(x) her.

Laereren: Ja, men det er jo ikke hgjden af rektanglet, kan | se det?

Elev B: Nérh det er det du mener.

Elev A: Narh, den ligger herovre, fordi den her funktion rammer her, og den her funktion
rammer her. Jeg forstar det godt nu.

Elev C: Sa nu skal vi bare skrive f(x,) 0g f(x,—,) ikke?

Elev A: f(x,) er det forste, og f(x,_1) er det andet.

Elev B laeser introduktionen og delopgave 5.
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Elev A: Er det ikke x, plus x,? Ville man ikke leegge de her to sammen, den her plus den her?
Elev C: Jo sa far vi bredden ikke?
Elev A: Jo, og sa skal vi sikkert ogsa bestemme hgjden.

Elev B laeser delopgave 6.

Elev A: Alt det, der er her, er det som skal forestille at vaere herinde, s& derfor kan vi sige, hvad
kan vi sige...

Elev A laser delopgaven igen.

Elev A: Hvad var det vi gjorde for? Vi sagde... Narh sa skal vi bare plusse alle de her, altsa s&
hedder det.

Elev B: Narh.

Elev A: Vi skal faktisk, vi skal sige den her, alle de her, dvs. f nul, f(x,) til f(x,_1).

Elev B: Ja. Er det f(x)?

Elev A: Altsé det hele er plus, det skal l&egges sammen ikke, og sé det tal man far,... Var det
ikke sadan her, vi gjorde far?

Leereren inddrages.

Elev A: Det er det samme som den forrige opgave med hgjden ikke? Her sparger de sa bare til
den her tegning. Sa hgjden, det er jo hgjderne af alle de her rektangler. Skal man sé ikke bare
sige fra f(x,) til f(x,_1). Dem legger man sammen, og sa far man hgjden.

Leereren: Ja nu behgver du ikke at skrive dem alle sammen. Sé skriver man de to farste og sd
prik, prik, prik.

Elev A: Jo, jo. Den farste og den sidste, de lagges sammen, og sa far man hgjden.

Elev A lzser delopgave 7.

Elev A: Sa skal man jo bare sige det her gange det her.
Elev B: Ja.

Sekvens 11 (Opgave 9)

Elevgruppen har et par problemer med at tegne venstre- og hgjresummen, samt skravere differensen, men
det lykkes. Gruppen kalder pa leereren i forbindelse med deres svar pa delopgave 9.7.

Elev A: Er det ikke sadan her, de kommer mod graenseverdien, de kommer teettere og tettere pa
hinanden.

Leereren: Differensen, hvad sker der med den?

Elev A: Den bliver mindre.

Lereren: Den bliver mindre og mindre, og hvad gar den imod?

Elev A: Mod granseveardien.

Laereren: Hvilken greensevaerdi? Hvad tror du der vil ske med de tal her, hvis du fortsztter med
at lave..

Elev A: De vil komme taettere og tattere pa hinanden jo.

Leereren: Ja, og hvad s& med forskellen, det er forskellen i regner ud her. Den starter med 2, 0,8,
0,1, 0,08, 0,016. Hvad sker det med den graenseverdi her?
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o Elev A: Kommer den ikke tattere pa 0? Den gér imod 0.
Gruppen udfylder tabellen i opgave 10 uden problemer, og leser herefter delopgave 10.2.

« Elev B: Den farste den er voksende, og den anden den er aftagende.
o Elev A: I virkeligheden ikke, der burde ikke sta 0 her, der burde std 0 komma et eller andet.
e ElevB:Ja.

Elev A kalder pa lereren.

« Elev A: Begrund hvorfor det ikke er den samme differens i opgave 9 og 10, som bliver negative.
«  Lereren: Sa skal vi kigge pa graferne.

Leereren starter opsamlingen.
Sekvens 12 (Opgave 11)

Elevgruppen lgser efter en kort diskussion delopgave 11.1. Elev A kalder pa leereren, og laeser delopgave
11.1 hgjt.

o Elev A: Er det sa bare b minus a delt med n, og i dette tilfeelde er det 1 minus 2 delt med 5.
e Leereren: Jo.

o Elev B: Det bliver sa en femtedel.

o Elev A: Siger man s& 1 minus 2, eller 2 minus 1?

e Leereren: b det er det sidste her.

o Elev A: Sd2 minus 1, delt med 5, og hvad sagde du det gav, en femtedel.

Elev A lzser delopgave 2.

« Elev B: kan du finde ud af, hvordan man ger?

o Elev A: Narh skal vi ikke, er det ikke her man ger det, og sa gar man herind.

« Elev B: Vi skal lave det der med venstre- og hgjresum.

o  Elev A: Narh, men problemet er vores forskrift hedder det her ikke, ellers teenkte jeg pa, at vi
kunne sige 1 divideret med 1, og 1 divideret med det der.

o Elev B: Jeg tror vi skal bruge den her, jeg er ikke sikker. Der star bare opskriv udregningen og
resultatet, men jeg ved ikke, hvordan.

o Elev A: Det er en voksende funktion.

o Elev B: Jeg forstar ikke, hvad de mener med udregning og resultat. Jeg ved ikke om de vil have,
bredde eller hgjde eller areal.

e Elev A: Jeg tror vi skal finde et areal.

Elev B kalder pa lzereren og leeser delopgave 11.2 hgit.

o  Elev B: Hvad mener de, skal vi finde arealet?

« Leereren: Ja, venstresummen det var jo arealet af de her, det er summen af de her arealer.
« Elev B: Og sé skal vi gare det med venstre og hgjre?

o Lereren: Ja.

« Elev B: Sa skal vi bare lave den her.
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« Elev A: Det var det jeg sagde, jeg teenkte pa hver enkelt af de der, er det ikke det? Narh, det er jo
den her formel vi skal bruge, s skal vi bare sige 1 gange med det der, 1 og sé& en halv gange det
der, tror du ikke det er det vi skal bruge?

« Elev B: Vi skal finde arealet af de her fem rektangler, og areal, det finde vi ved at sige bredde
gange hgjde, og bredden ved vi er en femtedel, for den har vi fundet her.

« Elev A: Og hgjden skal vi finde.

e ElevB: Ogdeter.

o Elev A: En divideret med en, en divideret med 1,2, vi skal bare gere sadan. Vi kender hgjden,
nej vi kender bredden.

« Elev B: Skal vi lave for hgjresummen farst?

o Elev A: Ja, skal vi skrive hgjresum?

« Elev B: Og sa siger vi rektangel 1, 2, 3, 4 og 5, fordi der er fem rektangler ikke? Og s skal vi
finde bredde og hgjde. Bredden den er en femtedel hos dem alle sammen, og sa hgjden.

o Elev A: Og hgjden det var, sa siger vi sadan her, der er jo, hvor mange, for hvis vi kigger sa er
det intervallet mellem...

o Elev B: Ja, sa vi skal tage den der, det er for eksempel.

o Elev A: Deter 1,20, 1,40. Det teenker jeg ogsa, men hvorfor star den der 1,5 lige i midten?

o Elev B: Den star i midten, fordi 1,2, 1,4, 1,6 jo. For eksempel, sa er den farste hgjde er 1, den
naste er 1,2, den naste er 1,4, den naste er 1,6, 1,8. Vi kan ogsa skrive det sédan her.

o Elev A: Det er hgjresummen, sd er det 1, 2, 3, 4, 5, 6.

o Elev B: Sa vi starter fra 1,2.

« Elev A: Jadet gor vi. Lad os farst lave venstre, kig herop, den starter ikke her, men den starter
her.

« Elev B: Men sa er den eneste forskel pa hgjre og venstre, at for venstre, sa starter vi fra 1 til 1,8,
og for hgjre, fra 1,2 til 2.

o Elev A: Det her er venstre ikke, sa laver jeg hgjre.

« Elev B: det her giver sa 1,2 gange 0,2, hvor meget giver det?

o Elev A: Sa siger du en gange det der, du ganger de to tal med hinanden.

o ElevB:0,32,0,36, saer det her nok 0,40.

o Elev A: Sé skal vi indsette x oplgftet i 2.

Elev A kalder pa lereren.

« Elev B: Sasiger vi 1 oplgftet i 1, det giver jo bare 1.

« Elev A: Vores funktion det er jo x i anden, skal vi ikke oplafte det i anden s&?

e  Leereren: Jo.

o Elev A: Altsa arealet, nar vi skal sige b gange a. Skal vi ikke?

o Lereren: Hvis vi nu tager den farste, hvad har | faet? Arealet, hvordan regner i arealet af det
farste rektangel?

« Elev A:agangeb.

e Leereren: Ja, og hvad giver det? De er dumt at sige a gange b, for det er jo de her granser.

« Elev B: Laengde gange bredde, og vores leengde har vi fundet her, og det giver en femtedel. Og
vores bredde det er sa...

o Elev A: 5 divideret med 2, for eksempel.

o Elev B: Her har vi 1, og sa plusser vi med en femtedel hver gang, s& 1,2, 4 og 6.

o Lereren: Ja, og hvad skal | sa gere for at finde hgjden af hvert rektangel?

« Elev A: Siger vi ikke bare, hvad hedder det.

173



o Elev B: Sa skal vi taste det her i anden, og sa 1,2 oplgftet i anden.

e Leereren: Ja

« Elev B: Huvis vi starter med den her ikke, 1,2.

o Elev A: i stedet for alle de her 2’ere, s skal der sta i anden.

« Elev B: Hvis vi starter med venstre, den farste er bare 1, for 1 oplgftet i anden er bare 1. Den
naeste er 1,2 oplgftet i anden, det er 1,44.

« Elev A: Det vil sige oplgftet i anden, oplgftet i anden, oplgftet i anden.

« Elev B: Og det her giver sa bare 1.

« Elev A: 1,5 gange 1 ikke?

« Elev B: Nej lige nu skal vi, nej vi kan ogsé bare gare det sidan jo, s& behaver vi ikke regne det
der ud.

« Elev B: Vi ved, hvordan vi regner hgjden nu, vi skal altid beskeftige os med forskriften for
funktionen.

o Elev A: Sa du har venstresummen, er det i anden pa dem alle sammen? Sa det vil sige 1 gange, 1
i anden, det er bare 1, nej vent, det er 1,2 gange, og sa er det 0,2. Sa hvis vi skriver den farste, sa
er det bare, 1,2. Den nzste er 0,2 gange. 0,288.

« Elev B: Problemet er bare, jeg tenkte pa det der 1,5 det skal vi ikke fa med vel? Jo, det er bare
0,2, du skriver bare 0,2.

De diskuterer deres udregninger, og bliver enige, og elev A leser herefter delspgrgsmal 11.3 hgijt.

« Elev B: Sa vi skal finde en formel for hgjre minus venstre. En femtedel ikke, det
er b minus a delt med n, og det andet er x i anden.
o Elev A: Og sa for at finde arealet siger man bare a gange b.

Elev B kalder pa lareren.

o Elev B: Nar vi finder et udtryk for hgjresummen, sa bruger vi den her formel f(x,), x,, x5 ikke?
Her har vi x; til x5 og her har vi sé fra x, til x,. Sa farst tage f fra x, til x,, 0g s& b minus a
divideret med n, og s minusse det med f for x; til x5. Kan man ikke sige sddan?

e  Leereren: Jo.

« Elev B: Huvis jeg lige skriver det ned. Farst tager vi for hgjresummen ikke?

« Elev A: Hvorfor det der x3?

« Elev B: Se, vi lavede det for her.

o Elev A: Hedder det s, 1 plus 1,2.

« Elev B: Der, hvor vi lavede det far var det x;, x,, b minus a divideret med n. Det var den formel
vi brugte. For hgjresummen skal vi skrive 2, 3, 4.

« Elev A: Narh skal vi kigge pa den der? Jeg troede vi skulle forholde os til den her.

e ElevB:Ogsab.

o Elev Atil lzereren: Vi skal forholde os til den her ikke?

e  Leereren: Jo.

e Elev A: b minus a divideret med n.

o Elev B: Bliver det her sd ikke 1, og 1,2.

o Elev A: Og sa minus. Herfra starter vi med x;.

e  Leereren: Hvad er du startet med i den anden?

e Elev A: x,.

« Elev B: Venstresummen starter ved 1.
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Leereren: Vi plejer at starte med x, her. x,, x; og op til x,,_; 09 x,,.

Elev A: Sa for hgjresummen starter man ved x, ?

Elev B: Der starter man ved 1.

Laereren: Ja. Hgjresummen starter ved x;.

Elev A: Vi slutter med x4 jo?

Laereren: Ja, det er kun for denne her. | er jo i gang med at skrive et meget generelt udtryk op,
det er ogsa fint nok, men | kan bare skrive det op for den her funktion.

Elev A: Det skal vi gare her jo, sa her laver vi generelt, og ved generelt, bruger man det der n, s&
bruger man de der generelle udtryk.

Laereren: Ja.

Elev B: Men sa lad os skrive det, at det er for hgjresummen, nar vi skriver 1. Det er op til, hvor
meget?

Elev A: Jeg skriver den her flot, s det her veek, og sa skriver vi sddan her, f(x,) plus f.

Elev B: Det er for venstresummen nu ikke?

Elev A: Det er for hgjre, der stdr hgjresummen minus venstre.

Elev B: Sa skal du starte fra 1, hvis det er hgjre.

Elev A: Plus, sa laver vi punktum, punktum, punktum, og sa x,,_;, b minus a divideret med n,
minus.

Elev B: Og det her, det var hgjre.

Elev A: Jeg tror vi laver 1 her, f(x;), x,. Kan man sa skrive, med hgjresummen s starter vi med
X1, 0g med venstre starter vi med x,?

Leereren: Ja.

Elev A: Men hvad skal den sidste s& veere i de her to?

Lareren: Der skal vare lige mange.

Elev A: Skal de begge to vare det samme?

Leereren: Nej.

Elev A: De skal slutte med to forskellige. f(x,), den her slutter senere end den her, sa her skal
der maske kun vere n sa.

Laereren: Ja det er rigtigt.

Elev B: Sa venstresummen slutter far.

Elev A: Sa her skal vi kun have n, vi tager minus 1 og x vak.

Elev B: Sa bare f af n?

Elev A: Ja faf n.

Elev B: Venstresummen, s er det f(x,)

Elev A: Nu er det hgjresummen minus venstre, sa starter vi med x; plus f(x,) plus f(x3) plus
f(x4) plus f(xs).

ElevB: 1,2, 3,4,5.

Elev A: Her starter vi fra 0 jo, 0, 1, 2, 3, 4. Er det ikke sddan? Minus, og sa starter vi fra x,.
Elev B: Nej, det er det, der er problemet. Kig pé& den her, her der starter den pa 1, og her pa 1,2.
Elev A: Og han sagde, at x,, den tager vi som 1.

Elev B kalder pa lzereren og leeser delopgave 11.4 hgit.

Elev B: Hgjresummen den starter fra 1,2 her.
Lereren: Lad mig lige se. Heroppe har | allerede gjort det generelt, | kan ogsa bare kigge pa de
her som leegges sammen, her har | venstresiden og her har | hgjre, venstresummen og
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hgjresummen, hvis | nu skal treekke dem fra hinanden, kan | s& kigge pa tallene her, og se om
man kan, hvis nu vi siger hgjresummen minus venstresummen, sa den minus den, hvis man gar
det, kan man sa...

o Elev B: Er det ikke sadan her, vi har for hgjresummen, det her ikke? Og for venstre har vi den
her, nu kan vi forkorte ud, f(x,) til f(x,), s er der kun.

o Elev A: Det er kun de her to som er tilbage jo. Det er det her der gar ud, det er meget enkelt jo.
Han siger vi skal forkorte ud, i sidste ende er det her tilbage og det her.

o Elev B: Saer det faktisk f(x,).

Elev A leser delopgave 11.5 hgijt, hvorefter elev B kalder pa lereren.

e Elev A: Det var det vi skrev sidst jo.

« Elev B: Kan vi ikke lave b minus a divideret med n til kun en af dem.

o Leereren: Jo du kan satte det uden for en parentes. Den brgk der.

o Elev A: Jo, sa star der, det han mener, det er b minus a divideret med n, og sa star der sadan her,
f(x,) — f(xo). Det er sadan her du mente ikke?

e Leereren: Ja.

o Elev B: Men hvad kan vi, er det her sa udtrykket? Na vi skal lave hgjre minus venstresum, sa det
her er venstresum, er det ikke den sidste, den her?

o Leereren: Det der er rigtigt.

o Elev A: Du sagde ogsa, at nar venstresummen vokser, sa bliver hgjresummen mindre, og det vil
sige, at venstresummen bliver negativ.

o Lereren: Nej, det kommer an pa om funktionen er aftagende eller voksende, om det er
venstresummen eller hgjresummen, der er starst.

o Elev A: Men der star her, at ndr venstresummen bliver mindre s& vokser hgjresummen, og
derved bliver v minus h negativ.

Laereren gar op til tavlen for at pdbegynde opsamlingen.
Sekvens 13 (Opgave 11)
Elev A kalder pa lzreren, i forbindelse med delopgave 11.3

o Elev A: Er det rigtigt at stille det op sddan her, hvis vi skal opstille et udtryk for hgjresummen
minus venstresummen, sa er det jo arealerne minus hinanden.

o Leareren: Ja, men prgv at brug de her udtryk, der star her, den fra den. De to der, prov at kig pa
dem, og se om | kan kigge pa dem. Jeg far godt nok ikke det her. Prgv lige at, det der ser heller
ikke rigtigt ud. Her har i 1 og her har i 2, hvad vil det der s& hedde? Huvis | skal finde hgjden af
det her rektangel, sa skal | bruge den der x-verdi til at finde hgjden ikke? Hvad vil den der x-
koordinat veere?

e Elev A: Den vil vare 2 femtedele.

o Lareren: Nej. En femtedel, det her er en femtedel, to femtedele, s den vil veere. Denne her
hgjde, den skal | jo fa der, s& | skal bruge der, s& | skal bruge denne her, | skal bruge 1 plus en
femtedel, og sette den i anden, det vil sige 1,2 i anden.

« Elev B: Det vil sige, at alt det der er forkert?

« Elev A: Det vil sige, at hvis han siger, at det her er 1 plus en femtedel, s er det et eller andet tal.
Det her tal skal du sa sige plus det her. Det ser ellers rigtig godt ud.
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« Elev C: Skal vi hviske det hele ud?

o Elev A: Jamen det er jo i anden, og han siger, at vi bare skal l&egge dem sammen her, sé giver det
jo ingen mening. Fordi hvis du allerede leegger dem sammen, hvordan kan man s& sette det i
anden?

« Elev C: Han siger det her er 1, og det her er en femtedel, s& det er 1 plus en femtedel.

« Elev B: Og sd er det resultatet, som skal plusses med det der.

e Elev A: Det her skal plusses med 2 femtedele?

o Elev B: Var det ikke det han sagde?

o Elev A: S& far vi 4, det er et starre tal.

« Elev C: Han sagde han havde féet 2,2 eller sddan noget.

Sekvens 14 (Opgave 12)
Elevgruppen pabegynder arbejdet med opgave 12.

o Elev A: Vi ved det er intervallet fra O til 1 ikke, og der er tre. Hvis vi deler det op i tre lige store
rektangler, skal vi ikke?

o Elev B: Jo tre eller fire.

« Elev A: Vi kan ogsa faktisk bare lave to, bare lige i midten.

« Elev B: Lad os lige lave en i midten.

o Elev A: (Henvendt til lzreren) Kan man ikke lave sadan en her?

e Leareren: Jo, men nu skal vi prove en anden metode, hvor vi... Der er jo valgt en pan funktion,
sa det er muligt at beregne arealet.

o Elev B: Men sa star der, ved at opdele omradet i kendte figurer, som | kan beregne arealet af.

o Lareren: Ja vi kan opdele det her omrade i kendte. Hvis vi laver det der med rektangler, s& bliver
det jo ikke helt preecist det der omréade. Vi kan ggre det pa en anden made.

« Elev B: Vi kan lave en trekant, kan vi ikke? En her fra og hertil, og sa har vi to trekanter

« Elev A: Vi kan starte herfra, og sa gar vi herned, sa har vi en trekant her, og sa kan vi lave et
rektangel, og sa har vi to trekanter.

« Elev B: Skal vi ikke lave en streg herfra og hertil?

e Leareren: Man kan gore det lidt nemmere. Hvordan kan man nemmest dele det her op?

« Elev B: En herfra og hertil.

o Lereren: Ja, nej, man kan dele det op i... Man kan gere det pa en nemmere méde, s& man far...
S& far | sddan en skaev trekant der.

o Elev A: Narh jeg ved det godt jo, altsd man kan lave denne her hertil og sa har vi et rektangel og
en trekant.

o Leereren: Ja det gar det lidt nemmere.

«  Elev B: Herfra og hertil.

o Lereren: Jasa har | et rektangel og en trekant.

« Elev B: Ja et rektangel og en trekant.

o Leereren: Ja og det er ikke bare en trekant, det er en retvinklet trekant.

« Elev A: Pythagoras kan vi tage.

« Elev B: Det er faktisk en halv trekant.

e Elev C: En halv trekant.

e Leereren: Hvad mener du med en halv trekant? Det er en retvinklet trekant ikke?

« Elev B: Jaen retvinklet.

o Lereren: Og Pythagoras er jo lige meget her.

177



Leereren forlader gruppen.

Elev B: Sa er det leengde gange bredde, sé for den her er det 1 gange 1,5.

Elev A: Du finder arealet ved at sige | gange b ikke?

Elev B: Ja af et rektangel. Hvordan finder man arealet af en retvinklet trekant?

Elev A: Der er det hgje gange grundlinje delt med 2.

Elev B: Narh ja, det er rigtigt. Den er 2. 1 gange 2 divideret med 2, er lig med 1.

Elev A: Og herfra, hvor meget er der dér? Der er 2 her, ikke? Nej der er ikke 2. Der er 2,5, ikke?
Elev B: Nej nej, der er 2 herfra hertil.

Elev A: Den slutter pa 4.

Elev B: Er det ikke 3,5?

Elev A: Det er 2,5 i stedet for 2.

Elev B: Er det 4?

Elev A: Ja. Jeg troede ogsa det var 3,5.

Elev B: S er det 2,5 i stedet for. Det vil sige 2,5 divideret med 2 er lig med 1,25. S er det 1,5
plus 1,25.

Elev A: Det er 2,75.

Elev B: Pracis.

Elev B kalder pa lareren.

Elev B: Farst fandt vi det for rektanglet, det var 1,5. Sa for den retvinklede trekant, det var bare
hgjde gange grundlinje divideret med 2 eller gange en halv. Vores grundlinje det var 2,5, og den
her den var 1, og det var s& 1,25, og sa det der plus det der.

Lereren: Ja det ser rigtigt ud. Sé skal T ga videre til... Det er den samme funktion, er det ikke?
Jo.

Elev A forklarer det forrige til elev C.

Elev A: Farst sa der her, beregn A ved at opdele omradet i kendte figurer, som | kan beregne
arealet af. Kendte figurer det kan veere rektangler, trekanter, cirkler. S& kigger vi her, hvad er det
mest logiske vi kan ggre. Vi har en hel ren figur, sa laver vi en streg her, s& har vi et rektangel og
en trekant. S& jeg har skrevet, at vi starter med at dele den i et rektangel og en trekant, derefter
regner vi arealet ud for bade trekanten og arealet. Det vil sige vi farst kigger, hvordan regner
man arealet for et rektangel ikke, det er leengde gange bredde. Vi ved, at herfra er den 1,5, og
leengden den er 1, altsa fra O til 1 ikke? S siger vi | gange b, det er 1,5 gange 1 er lig med 1,5, s&
vi har arealet for rektanglet her. S for at finde det for trekanten ikke, man kan ogsa bruge
Pythagoras, men det er nemmere sadan her, hvor man bare siger hgjde gange grundlinje delt med
2, og fordi det er en trekant dividerer man med 2. Sa ved vi, at derfra og dertil kan vi aflese pa
y-aksen, at der er fra 1,5 til 4, det er 2,5. Sa vi ved at hgjden h er 2,5, og grundlinjen det er denne
her, den er 1, dividere med 2, det er 1,25. Og for at finde arealet af det samlede, s& plusser man
arealerne og far 2,75.

Elev B leser nu delopgave 12.2 hgit, og efter en kort diskussion kalder elev B pa lereren.

Elev B: I den her ikke, vi finder h gange b, det 1,5 gange x.
Elev A: Altsa hgjden, og sa x her er leengden. Langden der er x.
Laereren: Ja.
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Elev B: Og sa til den her brugte vi g gange h divideret med 2, og g er sé 2,5.

Laereren: Nej.

Elev A: Er det ikke bare x?

Laereren: Jo det er x.

Elev B: Er det stadig x?

Leereren: Ja, det er jo den samme grundlinje du har her.

Elev B: Og sa 1,5, hgjden?

Elev A: Det er 2,5.

Elev B: Skal vi skrive h i stedet for x?

Elev A: Narh det her er 2,5, det er for trekantens hgjde, er det ikke? Jo det er.

Lareren: Ja, hvordan kan | finde hele den hgjde her?

Elev A: Det er ved at plusse de her to sammen.

Lereren: Nej, det gjorde I far, men det var fordi det her var 1. Hvis det her er x, hvordan kan | sa
finde hele denne her hejde..., nar det her er grafen for den funktion?

Elev B: Vi kan finde haldningen.

Elev A: Nej x oplgftet i det dér.

Leereren: Man satter x ind pa den her, pa t’s plads, sa far vi jo funktionsveerdien, sa har | hele
den her hgjde.

Elev B: Men hvad var det vi skulle lave her?

Lereren: | skal finde hgjden, denne her hgjde, sa ved at sette x ind kan | finde hele denne her
hgjde.

Elev B: Sa jeg siger 2,5x plus 1,5.

Lereren: Ja det er den totale hgjde, og hvad skal | sa gare?

Elev B: Hvad skal vi mere finde, vi skal finde leengden ogsa. Eller herfra og hertil.

Elev A: Dividere med x.

Lereren: Det er trekanten vi snakker om nu, vi har en grundlinje, den hedder x, sa skal I finde
det her stykke. Det | har fundet der, det er jo det her stykke.

Elev A: Det der gange x delt med 2.

Leereren: Nej.

Elev B: Minus...

Elev A: x’erne gar ud, sa stéar der bare 2,5 plus 1,5.

Leereren: | gatter jo. Denne her hgjde, den har I her, | har bare sat x ind i udtrykket deroppe. Ok,
hvordan far man trukket det her stykke fra, som er det samme som det her.

Elev B: Man finder det her og s& minusser man.

Laereren: Ja, hvordan kan I finde ud af, hvor hgjt det her er.

Elev A: Det har vi fundet for jo.

Laereren: Ja, hvad er det?

Elev B: Deter 1,5.

Elev A: Det er 1,5 gange X.

Leereren: Ja 1,5.

Elev B: Sa det her minus 1,5.

Leereren: Ja.

Elev A: S& ved vi, at h gange b det er lig med 1,5 gange x, og sd ved vi, at for at finde
grundlinjen siger vi hgjde gang g delt med 2 er lig med, hgjden det var alt det der ikke? 2,5x plus
1,5, ikke? Gange grundlinjen det er 1,5, eller det er minus er det ikke?

Elev B: Vi skal bestemme et udtryk for A(x).
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Elev A: S& A(X) er lig med 2,5x plus 1,5 minus 1,5.

De forkorter udtrukket og ender med et korrekt udtryk for A(x).

Elev A: Hvordan er det vi differentierer?

Elev B: Sa er det bare 1,25 gange 2x plus 1,5.

Elev A: Nar man differentierer 1,25x i anden, sa giver det 2 gange 1,25x, er vi enige? Og nar vi
differentierer det der?

Elev B: Sa gér x ud, sa er det bare 1,5. Vi har féet den her jo.

Elev A: Det her er det samme som det her jo.

Elev B: Sa vores areal differentieret er det samme som vores funktion.

Elev A: S& den her er differentiabel til den her.

Sekvens 15 (Opgave 13)

Elev B laser delopgave 13.1 hgijt.

Elev A: Forstar du det?
Elev B: Jeg kan ikke huske det der.

Elev A sparger en anden gruppe.

Elev A: Narh nu forstar jeg.
Elev B: A(x,) divideret med h, var det sddan?

Elev B lzser delopgave 13.2.

Elev B: Beregn teelleren, det bliver sveerere og sverere opgaver jo.
Elev A: Telleren, er det ikke det her?
Elev B: Vi skal gare rede for, at det der, er det samme som det der.

Elev B kalder pa lareren.

Elev B: Der star jeg skal gare rede for at det der, er det som det der. Men her der star x, + h, og
det er sa ens slutveerdi, og det her er ens start.

Lereren: | skal kigge pa den her figur her, hvor der er et interval. Det er herfra og hertil, men vi
har ogsa et A her, fordi vores store A er defineret pd den méde, altsé heroppe star, hvordan vi har
defineret store A, og hvordan vi definerer det bestemte integral.

Elev B: Store A er det samme som det der?

Laereren: Og det der, definerer vi som en graenseverdi af venstresummen. Det der A(x) betyder
venstresummerne fra a til x.

Elev B: Og venstresummerne, det er sa det her og det her.

Lereren: Ja, sa skal | teenke pd, hvad det her betyder, og der her betyder.

Elev A: Det her er jo sekanthzldningsformlen, altsa hvis vi minusser.

Leereren: | skal bare teenke pa de der to starrelser, hvad de betyder ikke.

Elev B: Er det venstresummen?

Elev A: Det er bare de her to, som traekkes fra hinanden jo.
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o Leareren: Ja, men det er jo defineret i forhold til A hernede. S& hvad betyder det her, det betyder
det samme som det der integral, som betyder en sum af venstresummer, eller en greenseveerdi af
venstresummer. Hvad betyder det her?

e Elev B: Det betyder det samme som A, i hvert fald hernede.

o Lereren: | er inde pa noget af det rigtige, brug den der figur og teenk pa, at det her A altid er
defineret som noget, der starter hernede fra a.

Lereren forlader gruppen.

o Elev A: Ok, vi ved at det her er et interval og det her er et interval. S star der betragt telleren,
hvad kan vi sé sige?
« Elev B: Vikan lige skrive at A(x) er lige med x, a.

Diskussion stopper, og elev A fortaller gruppen ved siden af, at de sidder fast, og derfor ikke kan hjalpe
dem. Leereren vender tilbage.

o Lereren: Kig pa denne her, store A af x, + h. Vi har defineret A pa den made der.
Leereren forlader gruppen.
« Elev A: Vi kigger pa det, vi forstar det bare ikke man.
Leereren tager en kort opsamling af delopgave 13.2, hvorefter eleverne arbejder videre med opgave 13.
Sekvens 16 (Opgave 14)
Leereren sztter eleverne i gang med opgave 14. Elev A lzeser delopgave 14.1 hgit.

e Elev A: F(x) minus A(x) er lig med...

« ElevB: Lille f(x).

e Elev A: Det er det samme er det ikke?

o Elev B (til lzereren): Er det der ikke det samme?

e Elev A: Nej nej, A meerke differentieret er lig med f

e  Lereren: Hvad spgrger | om?

o Elev A: Vi taenker bare over det. Vi ved at det der differentieret, A maerke differentieret det giver
f(x), 09 vived at F(x)...

o Leareren: Skriv det ja, det lyder rigtigt, pa at skrive det ned.

« Elev B: Er differentiabel til A. Ok, hvis vi siger at A(x) er lig med f(x) ikke, og hvis vi siger
store F differentiabel, hvad er det sa?

o Elev A: Deter ogsa f(x).

e Elev B: Er det bare det?

o Elev A: S& hvad kan vi sige, F (x) minus A(x).

« Elev B: Det er lig med lille f(x) ikke? Eller vent.

o Elev A: Men jeg kan ikke forsta det der tegn.

« Elev B: Vived, at de begge differentieret giver f(x). Tror du sa ikke det giver...

o Elev A: S hvis vi laver dem begge to differentieret.

« Elev B: Sa giver det f(x).

o Elev A: S bliver de begge to f(x).
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Elev B: Ja men jeg teenkte pa, at det bliver differentieret £ (x). Tror du ikke? Hvis vi minusser de
der to med hinanden. F(x) minus A(x) lig med f differentieret, lille.

Elev B kalder pa lareren.

Elev B: De her begge to differentieret giver f(x). Sa hvis vi minusser de her to giver det bare f
af x merke, gor det ikke?

Lereren: Nej, hvad giver det s3?

Elev A: Hvis vi differentierer F(x) minus A differentieret sa giver det x,.

Elev B: Sa giver det f(x).

Elev A: Det giver 0. Det der giver f(x).

Leereren: Nar du siger, at det der giver f(x) s skriv det. Skriv det, det giver f(x).

Elev A: f(x) minus f(x) lig med 0.

Lereren: Ja, og hvad kan | s& sige om det her?

Elev A: At det gar i mod O eller...

Lereren: Vi ved, at hvis vi differentierer den, s giver den 0, hvad kan vi sa sige om den der
starrelse? Hvad er det, der giver 0 differentieret?

Elev A: f(x).

Elev B: x,.

Leereren beder klassen holde 5 min. pause. | pausen fortsztter elev A diskussionen med lzreren.

Lereren: Hvad kan du sige om den starrelse der? Den eneste du ved om den, er at nar du
differentiere den giver den 0.

Elev A: Sa er det en konstant.

Leereren: Ja precis.

Efter pausen laser elev B delopgave 14.2 op, og spgrger leereren om hjalp.

Elev A: Hvad er det for et udtryk?

Lareren: Det er denne her F.

Elev A: Sa vi skal sette a ind pd x’s plads, og a giver 0.

Elev B: Det giver stadig 0 jo. Det giver stadig en konstant jo.

Laereren: Ja det giver en konstant.

Elev B: a er jo bare lig med 0O jo, og O er en konstant.

Leereren: Nu skal jeg lige se, hvad jeg har lavet.

Elev A: P& x’s plads skal vi sztte a ind, og a er det samme som 0.

Lereren: | skal isolere store F(x).

Elev A: Vi skal isolere den her, og det er sa.

Elev B: Hvis vi skal isolere den bliver det plus, nej minus. Nej vi skal ikke skrive 0, men vi skal
skrive k. Skal vi ikke skrive k. Isoler, sa bliver det minus. Sa star der A(x) lig med k minus
F(x).

Elev A: F(x) lig med A(x), nej F(x) minus A(x) er lig med 0, og sa har jeg sat A(x) over pa
den anden side.

Elev A kalder pa lereren.

Elev A: Er det ikke sddan
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Lareren: Nej.

Elev B: Der skal sta k ikke, i stedet for 0.

Leereren: Der skal std k her.

Elev B: Er det ikke sadan her.

Leereren: S& prev at set a ind der.

Elev A: A(x) gange k, og A(x) det er 0 gange k.

Laereren: Prgv lige at skriv det.

Elev B: Skal vi isolere A, F(x) eller A?

Elev A: F(x), A(x) er det samme som 0 ikke? A er lig med 0 gange k.
Elev B: Nar det er mig der laver det omvendt. Jeg troede vi skulle isolere den her. S& bliver det
plus ovre pa den anden side.

Elev A: Ja det er plus herovre.

Leereren starter opsamlingen.

Sekvens 17 (Opgave 15)

Elev A: Vi skal finde store F(x), hvordan var det man fik store F(x)? 2 sekunder, jeg har mit
haefte.

Elev B: Der star, at vi skal skravere A(2) pa nedenstaende figur.

Elev A: Narh vi skal bare integrere den, vi skal bar sige sadan her.

Elev B: Altsa den der 1 delt med 3, nej 1 delt med t.

Leereren inddrages.

Elev A: Skal vi ikke bare integrere denne her, sé finder vi stamfunktionen.

Leereren: Jo det star der ogsa. Det farste spargsmal er bare at bestemme stamfunktionen. Der
skal | bare bestemme stamfunktionen.

Elev A: Ln(t).

Leereren: Ja.

Leereren forlader gruppen, hvorefter elev A laeser delopgave 15.2 hgijt.

Elev A: Det er sa herfra.

Elev C: Hvordan kom du til [n?

Elev D: Det er ikke sadan der.

Elev A: Jo. Ln(t) differentieret giver 1 deles med x.

Elev D: Sé skal du sztte 0 i stedet for ¢.

Elev A: Nej, for de har selv sagt t.

Elev B: Det hedder t.

Elev A: Det er kun det du skal, bare ga videre, ga videre med opgaven. Det er kun det.
Elev C: Nu forstar jeg det ikke. Stamfunktion er det samme som at integrere en funktion.
Elev A: Ja.

Elev D: Du skal ikke integrere, du skal bare sige det der merkelige integrale, bare integraltegn.
Elev C: Du siger differentiere, du siger integrere, og dig, du siger, nej, nej, nej bare skriv
integraltegn. Prav lige at forklar mig det. Bestem en stamfunktion til f(t).

Elev D: Du skal differentiere.

Elev C: Differentiere, sa ikke integrere.
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Elev A: Skal jeg forklare dig, hvad du skal? Du har noget, der allerede er differentieret, som er
det der, det der, det er differentieret. Du skal finde det omvendte, det omvendte.

Elev D: Derfor kan du skrive det der integral, og sa 1 delt med.

Elev C: 1 delt med t.

Elev D: Og sa dt. Er lig med.

Elev C: Det hedder stamfunktion det der?

Elev D: Ja du skal finde noget som du kan differentiere, som giver 1 divideret med x.

Elev A: Hvis du ikke kan huske dem, sa kan du kigge i den her.

Elev D: P4 reglerne.

Elev A: S kan du se, at 1 deles med x, det er In(x).

Elev D: Ln(t) i stedet for x. Sadan, sa har du gjort det.

Elev C: Ok, tak. Sa stamfunktionen det er altid ndr man integrerer.

Elev A: Altsa ndr du finde en funktion til en differentiation.

Elev E: Hvis man skal differentiere, har man sa stamfunktionen, men skal finde det andet?
Elev D: Nar du skal differentiere, har du allerede stamfunktionen.

Elev E: Sa har du den der, som du skal differentiere.

Elev A vender tilbage til delopgave 15.2.

Elev A: Er det ikke det her vi skal skravere, som jeg forstar det?
Elev B: Jeg teenker pé, hvad med det der?

Elev A: Narh som hgjresum og venstresum.

Elev B: Skal vi ikke kigge pa det?

Elev A lzser delopgave 15.3 hgijt.

Elev A: Det var det her, vi lige fandt her. A(2) er lig med det der.

Elev B: A(2) er det sa det her? Sa vi skal beregne det der, ved hjalp af det her?

Elev A: Er det ved hjeelp af den, eller skal vi bare skrive det her, jeg ved det ikke.

Elev B: Jeg tror vi skal beregne det der ved hjzlp af resultatet, det er det der star.

Elev A: Ved hjelp af resultatet fra forrige opgave, ved hjelp af In(t). Skal vi sé sige, denne her
er jo lig med F(2) — F(a), er det ikke sadan?

Elev B: Men hvad skal vi s& bruge resultatet fra denne her opgave til?

Elev A: Er det ikke, jeg teenker pa den gamle opgave, vi lavede deroppe?

Opsamlingen starter.

Sekvens 18 (Opgave 15)

Elev A lzeser delopgave 15.1.

Elev B: ”Man er helt blank”

Elev A: Stamfunktionen til denne her, 1 deles med t. Nej det er ikke stamfunktionen, undskyld,
men for at finde stamfunktionen, sé siger vi... hvor er de der regler? Det vil sige, at det skal
hedde, plus k. Jeg tror det er det her, fordi nar man differentierer den der, sé giver det ...”

Elev B: Det ved jeg godt, In(t).

Elev A: OK, vi skal satte 2 ind i stedet for t. Tror jeg.

Elev B: Vi har en halv time tilbage.
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« Elev A: Deter lang tid.

o Elev B: Altsa 25 min.

o Elev A: Szt A(2), altsa.

e Elev B: Det vil sige, at det er herfra”

o Elev A: Nej der star bemeerk, at A(2) kan opfattes som et areal. Er det sd ikke her, fordi nar vi
siger en halv gange 2, det er 1. Det ma nok vare her. Nej.

« Elev B: Du forvirrer mig rigtig meget.

e Elev A: Det er herovre.

o  Elev B: Hvorfor her?

e Elev A: Fordi arealet skal give 2”

o Elev B: Skal vi sa lave en streg her?

Leereren inddrages.

e Leareren: Nej ikke det.

o Elev B: Er det ikke her ved 2-tallet?

e Leereren: Jo

o Elev A: Men hvorfor star der s&, at A(2) kan opfattes som et areal?

e Lereren: Fordi vi kan opfatte A som et areal.

o Elev B: Se, det var det jeg sagde, men jeg ved ikke hvorfor.

o Elev A: Altsg, jeg teenkte ogsa pa det farst, fordi de sagde, at det kan opfattes som et areal.
« Elev B: Ok, vi skal bare skravere det.

Elev A lzser delopgave 15.3 hgit.

o Elev B: Er det s& hgjre- eller venstresummen vi skal beregne?
« Elev A: Du sparger den forkerte.

Elev A sparger en anden gruppe, som ikke nar at hjelpe, da opsamlingen starter.
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Bilag 8
Transskriberinger af de realiserede leererstyrede opsamlinger (herunder
introduktioner og institutionaliseringer)

Opsamling af opgave 1

o Lereren: Jeg tror | er kommet sa langt, at vi godt kan begynde at samle lidt op. Hvis vi lige tager
de farste figurer. Er der nogle, der har nogle figurer man kan beregne arealer af?

« Elev A: Altsa fx figur 2.

o Leerer: Det er ikke den her. Det er helt generelt, ja farste opgave.

o Elev A: Altsa ved farste spargsmal har vi valgt tre figurer, trekant, cirkel og kvadrat. Skal jeg
ogsa sige formlen?

o Lareren: Ja lad os bare f& formerne ogsa.

o Elev A: Altsa for en trekant, s& hedder formlen, en halv gange hgjde gange grundlinje, og en
cirkel hedder den pi gange r i anden, og kvadratet hedder det lzengde gange bredde.

e Lareren: Ja er der nogle, der har andre? Der er i hvert fald en mere.

«  Elev B: Hvad med rektangel?

« Elev C: Vi har en retvinklet trekant, hvor man kan bruge Pythagoras: a i anden plus b i anden er
lig c i anden.

e Leareren: Det er jo ikke arealet, det er jo sidelengder man finder der. Men vi har, udover
kvadratet, cirklen og trekanten, har vi ogsa?

o Elev B: Rektangel, a gange b.

o Leareren: Ja rektangel, den tager vi ogsa. Godt, hvis vi nu gar over til de her tre figurer her, kan
vi pa nogen made komme i gang med at beregne arealet af sddan nogle?

o Elev C: Vi ved de alle sammen har et areal ikke, og sa figur to for eksempel, s& kan man farst
den op i rektangler, og s& kan du dele den op i flere bitte sma stykker som trekanter.

e Lereren: Hvordan skulle jeg finde et rektangel?

o Elev C: Ma jeg preve at vise dig det?

Elev C gar op til tavlen, og retter farst lidt pa leererens skitse af figur to.

o Elev C: Den gar sadan her jo. Sa ville jeg tage herfra og herud til, og sa ville jeg g& ned herovre,
sd har jeg et rektangel. Det er ikke helt preecist, og s derefter ville jeg dele den op i trekanter.

e  Lereren: Er det et rektangel?

o Elev C: Ikke helt precist.

o Lereren: Ok, er der er andre forslag. Ja, bare forklar det, det er det nemmeste.

« Elev D: Det der rektangel ikke, der kan vi lave to trekanter.

« Elev E: Vihar jo en halvcirkel.

o Lereren: Vier jo ikke sikre pa det er en halvcirkel.

o Elev B: Det ligner lidt.

Elev D gar til tavlen og tegner sine to trekanter.

« Elev D: Og sa har du to trekanter, og sa har du en halvcirkel.
o Leereren: Hvad med resten?
e Elev D: S& har du en halvcirkel.
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o Lareren: Jamen vi er ikke sikre pa det er en halvcirkel (eleverne diskuterer).
Laereren lader elev F tegne sit forslag pa tavlen.

o Elev F: Nedenunder kan du lave en lige linje, og sa op, hvor der er en lille trekant-agtig, og s
op, og sa far du en trekant her, og sa kan du bare blive ved sadan her.

o Lereren: Nu er vi jo ikke sikre pa det er trekanter det her, hvis det er skra sider, men det er rigtig
nok at man kan dele det op i sddan nogle rektangler her, det kunne vi godt gare.

« Elev B: Jeg tenkte bare, den der hele (figur to) kan man ikke bare satte den ind i en firkant?
Altsa rundt om, lave en firkant rundt om.

e  Lareren: Denne her?

o Elev B: Nej det hele. Skal jeg prave at komme op og vise det? Altsé.

o Elev G: Narh, bare rundt om. Ja sadan der.

o Lereren: Ok hvad far vi her, hvis vi beregner arealet af denne her firkant, rektangel, det er et
rektangel? Hvad far vi sa?

o Elev G: Saer det bare hgjde gang side.

o Lereren: Far vi noget som er for stort eller for smat?

o Alle eleverne: Noget der er for stort.

o Lereren: Ok. Kunne vi lave noget som er mere precist end det?

« Elev H: Vi kunne halvere.

o Lareren: Halverer den, hvordan? Sadan her? Ok det er maske ikke s tosset. Kunne vi s justere
det, sa det kunne komme til at passe lidt bedre, nu vi har det delt det op i to rektangler.

o Elev G: Saer det ogsa bare halvcirkler.

o Leareren: Vi er ikke sikre pa det er en halvcirkel. Ok, vi har to rektangler, kan vi justere dem, sa
det samlede areal bliver lidt mere preecist.

e Elev B: Den er symmetrisk.

o  Elev H: Trekanter kommer der ogsa.

o Lereren: Vi er ikke sikre pa det er trekanter det her. Hvad gar vi med denne her ovre (lereren
peger pa figur 3 pa tavlen)? Hvad kan vi prave her?

o Elev D: Der kan du sztte et rektangel og en trekant.

e Lereren: Et rektangel, hvordan?

o Elev D: Der hvor den buer ned. Nej nej, jeg mener vandret.

o Leereren: Ja ok (leereren tegner)

« Elev D: Nej, der hvor den buer ned, den skal ramme. De skal ramme hinanden (leereren
korrigerer tegningen). Og sa har vi to trekanter.

e Leareren: En trekant her, vi ved ikke om det bliver precist. Hvad med andre forslag?

Leereren vender tilbage til figur to.

o Lereren: Hvad med denne her? Kunne vi ggre den mere precis, lidt bedre, s den kommer til at
passe mere pracist?

o Elev H: De der to trekanter, kunne du ikke dele dem op?

o Lereren: Hvordan skal vi dele dem op, i flere (leereren begynder at tegne)

« Elev G: Nej trekanter fra siden af.

e Elev H: Hvis man skal dele dem op i trekanter, s& skal man...

o Leareren: Sadan her, ville du dele den op i trekanter her? (leereren forsgger at tegne det som
eleverne mener).
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« Elev G: Nej nej. Hele vejen ned jo.
« Elev H: Hele vejen ned.

Lereren forsgger igen.

e ElevG: Nej.

o Elev D: Skrat ned.

o Lereren: Herned til?
« ElevH:Ja

e Lereren: Ok.

Eleverne diskuterer pa kryds og tveers.

« Elev I: Kan du ikke bare tegne et kvadrat og s minusse de to trekanter? Sa har du arealet.

o Leareren: Jo men det bliver bare svert at fa de her trekanter til at passe med siden herude, og
beregne hvor meget der er tilbage. Jeg tror mere pa den her med at dele den ind i rektangler.

« Elev B: Hvad ville du ggre? (henvendt til laereren)

o Lereren: Kunne vi kare videre med den ide med rektanglerne, og sa justere den sa det bliver
mere precist?

Leereren lader eleverne teenke, men ingen elever markerer.

o Leereren: Hvis vi nu tager den her igen (leereren vender tilbage til figur 3). Kunne jeg bruge den
ide med to rektangler herovre til at finde en grov beregning af arealet? Hvordan kunne jeg gare
det? Hvad med den her med de lodrette rektangler? (leereren peger pa figur 2).

Eleverne er stille sa efter en kort teenkepause fortsetter leereren.

e Lareren: Her har vi to rektangler. Ok, lad os prgve at gare det samme her, hvis jeg nu deler den i
to, hvor hgijt skal jeg sa kare op her.

e Elev B: Helt op.

o Leareren: Ok, hvis jeg nu ger sadan her, sa har jeg i hvert fald skudt over mélet. Kan jeg pa
nogen made gare den her mere preecis?

Ingen elever markerer.

o Lareren: Maske er der en made sd man kan ggre det mere precist, end hvis det bare er et
rektangel. Hvad nu hvis vi har to rektangler her, sd kan vi maske justere hgjden af dem,
individuelt. Kunne vi ggre det s, sa det samlede areal af rektangler kom til at ligne mere.

« Elev D: Jaden til venstre.

o  Lereren: Den til venstre kunne vi tage l&engere ned, ikke? Hertil méske.

o Elev B: S har vi to trekanter.

e Leereren: Er det her ikke mere pracist end det vi startede med?

o Elev B: Jo sé skal du bare dividere med 2.

e  Leereren: Hvad mener du med at dividere med 2?

e Elev B: Du har to trekanter.

« Elev J: To rektangler.
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« Elev B: Ja to rektangler, nu ligner det to trekanter nar du har lavet den der streg. Det ligner ogsa
to trekanter, hvis man kigger sddan der jo. Sa kan du finde arealet for den ene trekant bare, og s
de to rektangler.

o Lereren: Jamen stadig, det er svert, hvis vi laver en trekant her, sa er det svert at fa beregnet det
areal vi mangler. Jeg tror mere pa den der med rektangler. Hvis vi holder fast i den med
rektangler, kan vi sa arbejde videre med den, og fa den gjort mere pracis?

« Elev K: Man kan lave en streg igennem, ikke? Sa det bliver to trekanter.

o Lereren: Ja problemet med sddan en trekant er, at det er svert at beregne det der areal der bliver
tilbage her.

« Elev L: Vi skal bruge tangenten. Hvad er det det hedder, det der vi laerte om sidste gang.

« Elev H: Pythagoras?

« Elev M: Han snakker om integral.

e Elev L: Integral ja.

o Lereren: Sa langt er vi slet ikke endnu. Kan vi pd nogen made gare dette mere preecist, hvis vi
deler det ind i flere rektangler.

Laereren tegner flere lodrette streger, sa der i alt ses fire rektangler.

o Elev D: Jo sé& kan du tage de to i midten ned.

o Lereren: S& kan vi tage de to midterste ned (leereren saenker hgjden af de to midterste
rektangler).

o Elev A: Ej det er total forvirrende jo.

e Lereren: Er det ikke blevet mere preecist nu? Nu har vi de her arealer her (leereren skraverer
rektanglernes arealer). Det er rektangler det hele, det er da mere precist end det vi beregnede til
at starte med.

o Elev N: Men du skal stadig treekke det ekstra fra.

o Leereren: Der er stadig en fejl ja. Det her er en fejl, det her er en fejl og det her er en fejl (leereren
skravere det overskydende omrade).

o Elev B: Kan vi ikke undlade de der fejl?

o Lereren: Kan vi pd nogen méade gare det bedre, sa det kommer til at passe bedre?

o Elev G: Satte dem i helt tynde rektangler.

e  Leereren: Ja man kunne gere dem tyndere endnu.

o Elev B: Narh.

« Elev A: Du ggr det bare endnu mere besveerligt.

« Elev B: Han kommer tettere pa jo. Nu bliver det ungdvendige mindre.

Leereren redigerer hgjderne pa rektanglerne.

« Leereren: Den hgjde kan vi justere dertil ikke?

« Elev B: lad os bare fordele dem, lave dem mindre og mindre og mindre.

o Lereren: Den hgjde kan vi fordele dertil. Se, pa den her made kan man jo godt fa et geet p& hvad
arealet er. Selvom det ikke er pracist sa har vi trods alt en ide om, hvad arealet er her.

Laereren gar tilbage til figur 1, som der ikke er tegnet pa.

«  Leareren: Na man nu skal lave sddan nogle sgjler her for at beregne arealet, sa kan man veelge to
forskellige former for, hvis jeg nu tager den i midten her, og skal lave et rektangel her, hvor hgjt
skal jeg lade det g& op?
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o Elev B: Altsa indtil den sidste streg, og sa ned.
Leereren tegner en vandret streg fra funktionsvaerdien af det hgjre og det venstre intervalendepunkt.

o Lereren: Man kan gare det pa to steder ikke? Der er to muligheder for at bestemme hgjden af
rektanglet her. Jeg kan tage den her og den her. Sa enten bruger jeg denne her, som vi kunne
kalde, det er denne her jeg snakke om (leereren skraverer arealet af rektanglet, hvis hgjde er
funktionsveerdien af det venstre intervalendepunkt), den venstre side af mit rektangel ikke?
Venstreside (leerere tegner en pil og skrive venstre pa tavlen). Hvis jeg valger denne her, sa ville
det vaere den hgijre side (leereren tegner endnu en pil og skriv hgjre). Sa der er to forskellige
mader at gare det pd, vi kan tage dem i venstre side, det vil sige, her kommer vi til at vaelge en
hgjde, der er her, en hgjde, der er her og en hgjde, der er her. Det kalder vi venstresummen. Eller
vi kan veelge den verdi, der er i hgjreside af vores rektangler. Det vil sige den her veerdi, den her
veerdi og den her veerdi. Det kalder vi en hgjresum.

o Elev H: Nar du har et kvadrat, og skal beregne trekanterne, sa har du sadan en buet streg, ikke en
ret linje, hvordan kan vi beregne det?

o Lereren: Ja det skal vi se pa, om der ikke er en eller anden made, hvor hvis vi vil beregne
arealerne af de her rektangler, er en made hvor vi kan gare det mere pracist.

Leereren setter eleverne i gang med opgave 2.
Opsamling af opgave 2 og 3

o Lereren: Hvis vi starter med hgjresummen, vi har to forskellige mader at komme med et bud pa,
hvad arealet under kurven her er, og vi gar altsa det, at vi inddeler i rektangler, vi inddeler i lige
store. S& kan man gare det pa to forskellige mader. Enten kan man valge hgjden af rektanglerne,
som den veerdi der er til hgjre i intervallet, sa kalder vi den en hgjresum, eller vi kan vealge
hgjden af rektanglet til den vardi der er til venstre i et interval. Sa far vi den her veerdi. Sa bare
ved at kigge pa tegningerne, kan | sige noget om hvilken, hvor vi far det starste areal eller hgjde?

o Elev A: Vi far det starste areal i venstresummen.

o Lereren: | det her tilfeelde far vi en venstresum, der er stgrre end den anden.

o Elev B: Deter logisk jo.

o  Leerer: Delintervallernes bredde er alle sammen 1. Hgjderne finder vi selvfglgelig ved, | kender
funktionen heroppe. Sa far vi to arealer til 1,78 og en til 1,08. Hvis vi lige skulle forsgge os med
en mere generel beskrivelse. Hvis vi nu kalder de her vardier for x,, x;, x,, 0g x3. Sa kan vi
skrive, at det samlede areal det bliver, hvis vi veelger venstresummen, sa skal vi tage
funktionsveerdien af x,, altsa ndr vi skal finde hgjden af det her rektangel, s& finder vi
funktionsveerdien af den her x-veerdi der er her. Sa det er f(x,). Det naste bliver f(x;) og
f(x). Det her oppe skal ganges med.

o Elev C: Skal vi gange det?

o Leerer: Det er det vi har gjort her. For at finde hgjden her, sa har | taget funktionsveerdien af den
farste veerdi nemlig 2, s hgjden bliver 0,5, sd har man fundet arealet ved at gange med bredden
her. Bredden er bare 1, og vi kan ikke generelle udtryk for bredden og delintervallerne. Det var
det du fandt fer i opgave 2, sd nu har jeg bare sat det her udenfor en parentes. Sa her har vi
faktisk et udtryk for arealet, skrevet op sé vi har tre delintervaller og det er en venstresum. Godt,
men vi skal sd i gang med opgave 4, 5, 6 og 7, og der skal | bruge GeoGebra, sd | ma gerne tage
computeren frem.
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Opsamling af opgave 5, 6 og 7

o Leareren: Ja lad starte opsamlingen, sa jeg kan se, hvad | har af resultater. Vi starter med den
farste, lad os bare fa det hele udfyldt.

Leereren udfylder tabellen fra opgave 5 med elevernes hjelp.

e Lereren: Ja, hvad kan | sige om de her ting?

e Elev A: Vi kan farst og fremmest sige, at venstresummen er voksende og hgjresummen er
aftagende, men det vi kan sige er at de ender pa det samme punkt.

o Leereren: Ja lige precis. Hvis vi kigger pa venstresummen her, den vokser, hgjresummen aftager,
og de her er n@sten det samme tal. Naesten samme verdi vi fir. Lad os preve at kigge pa 6’eren.

Leereren udfylder tabellen fra opgave 6 med elevernes hjelp.

o Leareren: Det er lidt mere interessant, at have flere decimaler med her, for sa kan vi se, at det er
ikke helt det samme tal. Hvad kan | sige om talreekken her?

« Elev B: Vi kan sige at venstresummen aftager, og hgjresummen den vokser.

e Leereren: Ja, og hvad med det tal de ender med her?

« Elev B: De minder lidt om hinanden.

o Leareren: Ja de kommer tattere og teettere pa hinanden her. Ja sa vi kan jo sige, at hvis vi kigger
pé denne her (tabellen tilhgrende opgave 6), s& kan vi jo sige vi har at venstresummen er stgrre
end hgjresummen. S det er ligesom om de kommer herfra, hvis vi har en tallinje,
venstresummerne er herfra, hgjresummen bevaeger sig herovre fra, hgjresummen vokser og
vokser, og de ender naesten pa det samme tal. Man kan sige, at der er, maske, en gransevardi her
imellem. VVores venstresummer, og hgjresummer. Vi prever 7’eren.

Leereren udfylder tabellen fra opgave 7 med elevernes hjelp.

o Lareren: Ja hvad kan | sige om de her tal, | far her?

« Elev C: Vi kan sige, at de begge er negative.

o Lareren: De er begge negative ja, kan | forklare, hvorfor de bliver negative. Hvorfor far vi et
negativt tal for arealet her, det er jo ca. det her omrade (lzereren tegner en skitse pa tavlen).

« Elev A: Lad mig forklare det.

e Elev C: Det er cosinus.

o Lereren: Ja det er cosinus, men hvorfor far vi et negativt tal her, for vores areal?

« Elev D: Fordi det gar nedunder, det er minus-tal.

o Leereren: Ja vi er jo under x-aksen her, dvs. de arealer vi for hernede, det beregner vi jo som
vores funktionsveerdi her, og s& gange bredden, vores funktionsvardi vil veere negativ.

o Elev A: Det er ogsa fordi at vores areal er stagrre nar det er negativt, nedenunder, end nér den er
positiv.

e Leereren: Ja, alt det vi har under x-aksen her vil bidrage med en negativ verdi ikke, fordi det her
nede s& er stgrre end det her oppe. Hvad kan vi sige om, gh, efterhdnden som vi forgger
inddelingen her, hvad sker der s&?

o Elev E: Tallene kommer tettere pa hinanden.

o Leareren: Ja de kommer tattere og teettere pa hinanden, og hvis vi havde dem med flere
decimaler, sa kunne vi godt se, at der stadig var forskel.
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Elev E: Hvis man tog endnu flere delintervaller, ville de s& pa et tidspunkt ende pa det samme,
eller ville de bare komme teettere pa hinanden?

Lereren: Ja det er jo et interessant spargsmal, men der sker jo det, at vi har det der begreb med
grenseverdi igen. Altsa hvis vi forgger det her til endnu starre, eller endnu flere inddelinger.
Elev F: Ja sé greenseverdien er den samme, (...) den ene stiger, den anden falder.

Leereren: Ja, og hvad sa?

Elev G: Sa vokser forskellen mellem dem.

Elev A: Nej det bliver jo bare det samme jo.

Lereren: Ja vi kan sige, at hvis vi forgger antallet af delintervaller her, sa vil den her veerdi falde,
og denne her vil vokse (leereren peger pa tabellen fra opgave 6).

Elev G: Sa bliver forskellen ogsa starre.

Lereren: Nej hvis | kigger pé& den her, og den her vil falde, s& den kommer teettere og taettere pa
her, den her vil vokse, s man kan sige, at forskellen i mellem dem bliver mindre og mindre.
Elev H: Jo den gar, fordi de kommer tzttere pa hinanden.

Laereren: Det kommer vi til senere.

Elev E: Sa de kommer uendelig teet pa hinanden, men bliver aldrig det samme.

Lereren: Ja lige pracis. De kommer teettere og teettere pa den her veerdi som vi kalder en?

Elev A: Graenseveardi.

Lereren: Granseveerdi, ja. Vi vil have en grenseverdi her. Det er ligesom i
differentialregningen, hvor vi snakkede om graensevaerdi. Vi har altsd en verdi her, som de vil
komme tettere og teettere pa, hvis vi forager antallet af delintervaller her. Det, der er vigtigt her,
det er jo. Da vi snakkede om de der funktioner, vi havde i starten, der var der mange forskellige
forslag til, hvordan man kunne beregne arealerne af dem, mest med trekanter. Der var blandt
andet en der s sadan her ud (leereren tegner en skitse af figur 2 fra opgave 1 pa tavlen), men det
vi ser her, det er at hvis vi laver rektangler, og laver enten en venstre- eller en hgjresum. Vi kan
lave en venstresum her, sa ser den sadan her ud.

Elev G: Nej, nej, nej.

Lereren: Det er en venstresum. Hvis vi laver en venstresum af sdan nogle rektangler her, sa kan
vi se, at ndr vi forgger antallet af rektangler, s3 kommer vores venstre- og hgjresum tzttere og
teettere pa hinanden, sa vil vi have en greensevaerdi, som de gér imod. P& den made kan vi altsd
definere en made til at méle arealet pa.

Der er forskel pa de her to, 5’eren og 6’eren. Heroppe var det venstresummen som var sterst,
deroppe er det hgjresummen der er stgrst. Hvordan kan det veere, at det lige er sddan? Jo jeg kan
prave lige at skitsere, hvis jeg nu skitserer venstresummen i de to tilfeelde her, sa ser den sadan
her ud, det var en over x, og heroppe havde vi kvadratroden af x. Hvis vi nu laver tre intervaller
her igen, og kigger pa venstresummen. Hernede er venstresummen stgrre end hgjresummen,
heroppe er det lige omvendt?

Elev B: Nu skal I here ikke. Her lige, i 5’eren ikke, sd kan man se at grafen den gar sadan opad,
og sé bliver den sadan hgjere ikke, den bliver hgjere og hejere ikke. Og sa i 6’eren sé gar den
sadan nedad, sa den bliver sddan 0, 0 og 0.

Leereren: Hvis vi skal formulere det lidt mere preecist, gd opad og ga nedad, hvad kalder vi det?
Elev B: Vokser og aftager.

Leereren: Ok, s& vi kan jo se her, at nar vi har en aftagende funktion, sa vil venstresummen veere
stgrre end hgjresummen. For en voksende funktion vil det vere lige omvendt, der vil
hgjresummen vere starre end venstresummen. Det vigtige er jo, at ligegyldig, hvad der sker, nar
vi forgger antallet af delintervaller sa vil de to veerdier, venstresummen og hgjresummen, de vil
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gd mod hinanden og have den samme grenseveerdi. Den greensevardi de gar i mod, det er s
arealet under vores kurve. Det der lige er vigtigt at vide, det er, at ndr vi har sddan en
greenseveerdi som hgjre- og venstresummen gér imod, sé& siger vi at... at der er et areal under
grafen, og sa kan vi sige, at grafen eller funktionen er integrabel. Sa kalder vi det en integrabel
funktion. Det er jo meget nemt her, nar vi har en voksende eller en aftagende funktion, sa kan
man tegne hgjre- og venstresummer og se at den ene er stagrre end den anden. Det, der er vigtigt
er, at alle de funktioner som vi skal beskeftige os med i gymnasiet, dem kan vi dele op i
intervaller. Hvis vi har et polynomium for eksempel, der ser sadan her ud, eller en anden
funktion, sa kan vi altid dele den op pé den her made, sa vi far et interval, hvor den er voksende,
et interval, hvor den er aftagende og et interval, hvor den er voksende. Vi kan altid dele den ind i
intervaller hvor den er enten voksende eller aftagende, og nar vi har intervaller, hvor den er
voksende eller aftagende, sa er det nemt at lave de her venstre- eller hgjresummer. Sa kan vi altid
lave venstre- og hgjresummer, sa kan vi se at de her to veerdier gar mod hinanden, og har samme
graenseverdi.
Sa skal vi have en definition. Det bestemte integral. Ja vi har en definition her, det bestemte
integral, | kender godt integraltegnet, nu er der to tal pa. Forelgbig vil vi definere det her pa
falgende made, at det er graenseverdien for n gdende mod uendelig.

o Elev A: Jeg kan ikke se, hvad der star.

o Lareren: Der stér lim, greenseveerdien.

e Elev A: f(xy) + f(x;) plus hvad?

o Elev C: Sa er der bare punktummer jo, det er en fortsattelse

o Leereren: Ja f(xy), f(x1).

e ElevC: f(x3), f(x3), f(x4).

e Lereren: Ja den sidste er f(x,_1).

e Elev C: Det er bare en formel, hvor er du dum.

« Leereren: Hvis jeg lige skal illustrere det her. Nej lad os bare sige forelgbig, at det er definitionen
vi har her.

Opsamling af opgave 8
Leereren tegner figur 1 fra opgavearket pa tavlen.

o Lareren: Opgave 8 ser sadan her ud. Vi har stadig vores funktion, det er 1 over X, og sa vil vi
gerne prgve at beskrive arealet her mellem 2 og 5 under grafen og sa x-aksen. Sa farst har vi
lavet nogle summer her. Er det en hgjre- eller venstresum det der?

« Elev A: Det er en venstre.

o Leareren: Det er en venstre, ja. Godt, det vi sa skal, det er at prgve at lave et rektangel, der har
samme areal som de her tre, eller som den her venstresum. Sa vi skal altsa have et, pragve at lave
et udglattet areal her, (lereren tegner det udglattede rektangel pa skitsen af figur 1) eller et
udglattet rektangel, og det skal have det samme areal som de her tre sgjler. Hvad kan vi sige om
bredden? Hvad bliver bredden?

o Elev B: Deter 3, og vi siger ogsa 5 minus 2 sa far vi 3, eller ogsa kan man ogsa afleese det.

«  Lereren: 5 minus 2, det er bare forskellen mellem de to der, sa det er bredden, hvad med hgjden?
Hvis vi skal beregne hgjden som et gennemsnit af tre tal.

« Elev C: Sasiger vi 1 divideret med 2.

e  Lereren: Hvorfor det?

« Elev C: Det er fordi det er hgjden af det farste rektangel.
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Leereren: Hvordan ved du er 1 divideret med 2?

Elev C: 1 divideret med x, det er vores funktion, og 2 det er vores x-vardi.

Lereren: Ja, skal vi have hgjden, sé kan vi aflaese den her, x-veardien det er 2, og hvis vi skal
have y-veerdien, sa tager vi bare vores funktionsvardi af 2, altsd vores f(2). Det giver jo y-
veerdien heroppe, fordi den selvfalgelig ligger pa grafen her, og vi fortsetter.

Elev C: Det bliver 1 divideret med 3, og 1 divideret med 4, og sa l&egger man dem sammen og
dividerer med 3, fordi der er 3 rektangler, og det giver 0,36.

Lereren: Godt, det var hgjden og det var bredden, og arealet, hvad har | s faet det til?

Elev C: Det giver 1,08.

Leereren: Hvordan finder | det?

Elev C: Man siger 0,36 gange 3.

Leereren: Sadan. Nu prgver vi at gare det lidt mere generelt. Fuldsteendig det samme.

Elev D: Ma jeg ikke lige sparge om noget? Du sagde, at man farst starter ved 2, ndr man skal
finde hgjden. Skal man ikke starte ved 3, fordi det er en venstresum?

Lereren: Vi starter med 2, fordi det er en venstresum. Hvis det havde veret en hgjresum, sa ville
den have gaet her, og s var det 3 vi skulle bruge. Nar det er venstresummen, er det de her tre
veerdier vi bruger, og ndr det er hgjresummen, er det de her tre. Vi praver at ga over til det lidt
mere generelle tilfeelde her.

Laereren tegner en skitse af figur 3 pa tavlen.

Lereren: Funktionen ser sadan her ud. Hvad er det vi har for en funktion her, det er bare en
vilkarlig funktion. Den er sa inddelt i et antal intervaller her, hvor vi igen laver vores
venstresum, x,, x;, X, er den sidste og x,,_, er den nastsidste. Hgjden af det farste og det sidste
rektangel, det vil altsa sige denne her veerdi her, hgjden af det farste, hvad bliver det?

Elev E: Hvilken funktion var det?

Lereren: Det er bare en generel funktion vi har, vi ved ikke noget om den, den hedder bare f.
Elev E: Sa er det y-veerdien.

Elev F: f(x).

Leereren: f(x,) ja. Vi har jo vores x-veerdi her, x,, og vi skal op og ramme grafen, sa bliver det
f(x0), 0g hgjden af det sidste rektangel?

Elev G: f(x,,). En elev hvisker "minus 1”. f(xX,_1)-

Leereren: Minus 1 ja. f(x,,) er den sidste, men vi kan godt se, at den ikke rammer, det er den her,
der rammer grafen, nar det er venstresummen. Bredden, hvad bliver bredden, hvis vi nu skal lave
det udglattede areal her? Laereren tegner det udglattede rektangel pa skitsen af figur 3. Som altsa
er det udglattede rektangel her. Vi laver en, det er maske lidt for hgjt det der. Vi laver et
rektangel, som har det samme areal, som vores venstresum her. Bredden af den, hvad bliver den?
Elev H: x,,_; minus x,.

Laereren skriver elevens svar pa tavlen.

Leereren: Er det rigtigt?

Elev A: Na man har x,,, s har man ogsa x,.

Leereren: Ja bredden af det her, vores to veerdier her, hvor vi starter i x,, og sé til x,,. S& det skal
veere x,, minus x, her. Ligesom vi havde det herovre ikke, der havde vi 5 og 2 som vores
endepunkter, s det er de to veerdier vi skal treekke fra hinanden. Sa det bliver det her. Hgjden,
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hgjden her, af det udglattede rektangel, hvordan kan vi finde den, igen som et gennemsnit af
nogen vardier?

Elev I: Er det ikke fra x, til f(x,-1)?

Leereren: Jeg skal lige have den en gang til.

Elev I: Fra x, til f(x,_,), 0g sa plus det sammen.

Laereren: x, siger du?

Elev I: Ja.

Lareren: Nej, er det rigtigt?

Elev I: Altsa f(x).

Lareren: Ok, det er jo noget andet.

Elev I: Og sa til f(x,_1).

Leereren: Ja, og hvad skal jeg gare ved dem?

Elev I: Altsa det hele legges sammen.

Lereren: Ja sa her skal der ogsa sta, (lereren skriver flere led i summen). De alle sammen skal
leegges sammen, det skriver vi bare sddan her. Ja, og hvad skal jeg gere med dem, vi skal have
en gennemsnitshgjde.

Elev A: Vi er jo ikke feerdige.

Elev B: Dividere med 3 ikke?

Elev A: Dividere med n.

Leereren: Ja, s far vi en slags gennemsnitshgjde af rektanglerne her. Godt, s skal vi have et
areal.

Elev E: Bredden gange hgjden.

Lereren: Ja bredden den ser sadan her ud, og hgjden ser sadan her ud. Det vil altsa sige at vi ved
hjelp af denne her formel, kan skrive en slags gennemsnitshgjde pa de her rektangler. Hvis vi nu
inddeler det her (leereren peger pa udtrykket for gennemsnitshgjden) i mere og mere fine, kortere
intervaller, som vi jo faktisk gar heroppe (leereren peger pa definitionen af det bestemte integral,
det vil sige udtrykket for graenseveerdien af en venstresum). Her har vi jo graenseveardien, hvor vi
inddeler det her i finere og finere intervaller. Hvis vi nu tager det der star her, og dividerer med
n. Det vi har stdende her er faktisk en slags gennemsnitsveerdi, det er jo det samme, som vi har
gjort der, og det vi gjorde herovre ogsa. Det er en slags gennemsnitsveerdi, og nar vi s lader n
ga mod uendelig, det vil betyde, at vi inddeler i flere og flere intervaller, s kommer det bare til
at ligne den her oppe mere og mere, sa det er en form for gennemsnitsveerdi af f her. Det er det
samme som vi har stdende heroppe, sa hvis jeg rykker den derind, og tager den derover, sa kan
jeg skrive det her som, 1 divideret med b — a, integralet a til b af f(x) dx. Kan | se det? n har
jeg divideret ind her, denne her har jeg divideret over pa den anden side af lighedstegnet. Det vil
sige, det jeg har stdende her, det kan jeg opfatte som en slags gennemsnitsveerdi af funktionen
her i intervallet fra a til b. Det er en méde man kan opfatte det her bestemte integral pa, som vi
jo bare har defineret som det deroppe, vi kan opfatte det som en slags gennemsnit af vores
funktion, hvis vi dividerer med b — a.

Elev D: Men bruger du det til at beregne arealet med?

Leereren: Jo, men det kommer senere. Senere skal vi vise, at vi kan bruge det her til at beregne
arealer med. Men altsé her, det der star her, det er en form for gennemsnit af funktionen, og det
betyder jo ikke noget, hvis f her har negative verdier. Det der star her, vil stadig veere et
gennemsnit af funktionen her.
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Opsamling af opgave 9 og 10
Elev gar til tavlen for at tegne venstre- og hgjresummen.
o Lereren: Ja sa det, som du har skraveret der, det er forskellen pa hgjre og venstresummen.

Eleven udfylder tabellen med de beregnede differenser. En ny elev kommer til tavlen for at skitsere
differensen mellem hgjresummen og venstresummen for funktionen i opgave 10, samt udfylde den
tilhgrende tabel med de beregnede differenser.

o Leereren: Det er bare fra 2 til 5, kun det interval. Godt, hvordan kan vi opsummere det her? Hvad
kan vi se ud af det her? Hvad sker der, ndr man forgger antallet af delintervaller her?

« Elev A: Differensen er mindre.

e Leareren: Differensen bliver mindre og mindre. Vi kan endda veere mere pracise.

« Elev B: Differensen gar imod 0.

o Lereren: Ja, differensen gar imod 0. Det kan vi se, hvis vi forager det her, sa vil den komme
teettere og teettere pa 0. Sé vi kan sige, at den her differens vil have en greenseveerdi der gar imod
0, eller den har graenseverdien 0. Hvad er positivt, og hvad er negativt af de der to forskelle
mellem venstre og hgjre?

o Elev C: Altsa, hvorfor den er negativ?

o Lereren: Det er selvfalgelig de samme tal, bare negativt eller positivt ikke? Man treekker to tal
fra hinanden, det er de samme to tal man treekker fra hinanden. Kan vi sige et eller andet generelt
om, hvornar den bliver positiv og negativ for graferne her?

o Elev D: Vi treekker det mindre for det starre tal.

o Lareren: Ja, nar vi treekker det mindre tal fra et starre sa far vi et positivt tal, men hvornar vil det
hgjre minus, hgjresummen minus venstresummen give et positivt tal? Stilhed et par sekunder.
Hvordan kan vi se det pé funktionen, at det er det, der vil give et positivt tal?

o Elev E: Pa den der graf, den er voksende, og den graf er aftagende.

o Lereren: Ja, sd vi kan sige her, at nar vi har en voksende funktion, sé vil, gh.

« Elev E: Hgijre til venstre veere positiv.

o Lereren: Sa vil hgjresummen minus venstresummen veere positiv. Funktionen vokser, sa vil
hgjresummen vare stgrre end venstresummen, altid, ikke? Og selvfalgelig omvendt for en
aftagende funktion, ved en aftagende funktion, sa er venstresummen starre end hgjresummen, og
derfor er det det her, der bliver positivt og det andet, der bliver negativt. Godt, men vi kan sige,
at denne her forskel mellem venstre og hgjresummen den gar imod 0, s& venstresummen og
hgjresummen kommer altsa teettere og teettere pa hinanden, og nar den forskel her, gar imod 0,
det vil sige, at vi har et areal under funktionen, og s kalder vi sddan en funktion integrabel, s&
integrabel det vil altsd sige, at det er hgjre og venstresummen der gar imod hinanden, s kan vi
sige, at der er et areal her. Som jeg sagde far, de funktioner, eller det vi kan vise her det er, at
hvis det er en monoton funktion, det vil sige hvis den vokser eller aftager, sa er den integrabel.
Sé er der et areal under, og alle de funktioner vi kommer til at kigge pa i gymnasiet vil vaere
integrable, vi skal op i lidt specielle funktioner, for at finde nogle, der ikke er integrable.
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Opsamling af opgave 11

o Lereren: Ja, det er delintervallet, og det giver hvad?

o Elev A:0,20.

o Lereren: Eller en femtedel, og hgjresummen?

« Elev A: Skal jeg sige summen nu?

o Lareren: Jeg vil gerne have nogle udregninger ogsa.

« Elev A: Vi havde bredden, som var 0,20, s regner man den farste hgjde ud til 1,44.

e Leereren: Ja, hvordan har du regnet den ud?

o Elev A: Jeg sagde 1,20 oplgftet i 2, som giver 1,44, og det gjorde sig ved de naste ogsa, 1,4
opleftet i 2, som giver 1,96, og sa videre. 1,60 oplaftet i 2, 1,80 oplaftet i 2 og 2 oplaftet i 2. Det
hele fik jeg til 2,80.

« Leereren: Ja, hvad skal du gange alle dem her med?

o Elev A: Dem skal jeg gange med bredden, som er 0,20.

e  Lereren: Og det fik du til?

« Elev A:2,64.

o Leareren: Er alle med pa det? Vi har intervallet fra 1 til 2, og bredden af de her delintervaller er
0,2, det vil sige, at den x-veerdi vi har herovre, det er 1,2. Nar vi sa skal finde hgjden af det farste
rektangel, sa kan vi se, at den sker grafen heroppe, sa vi kan finde hgjden af det ved at sige
funktionsvaerdien af denne her. Funktionen er jo x i anden, sa vi kan altsa finde hgjden af det her
rektangel, ved at sige 1,2 i anden. Vi far denne udregning, og vores venstresum?

o Elev B: Du starter bare med at sige 1 i anden gange 0,2, og sa bare hele vejen til 1,8 i anden

e Elev C: Plus, plus.

o Lereren: Ja, jeg satter 0,2 uden for parentes ligesom far, og det naste bliver s&?

o Elev B: Hele vejentil 1,8.

o Lereren: S har vi et udtryk for venstre- og hgjresummen, og s har vi de her to veerdier, og det
giver?

« ElevB:2,04.

o Lereren: Sa vi kan sige her, bare ved at regne tallene ud, kan vi sige at vores hgjresum minus
vores venstresum er?

« ElevB:0,60.

o Lereren: Godt kunne vi regne det her ud pa en smartere made, ved at kigge pa udtrykkene?

o Elev D: Vi kan se, at de der tal gar ud med hinanden.

o Leereren: Ja, vores hgjresum minus vores venstresum, sa skal vi altsa tage alle de her led og
traekke de led hernede fra. Nu har jeg godt nok sat det her, bredden uden for en parentes, men det
kunne ogsa sta inde pa alle leddene. Hvis vi nu traekker fra, hvad bliver der sé tilbage her?

o ElevE: 1,2, 1oplefteti2, ogsa2. 1 oplefteti 2, og 2 oplaftet i 2, det er det vi har tilbage.

e Leereren: 1 oplgftet i 2, og 2 oplafteti 2 ja.

« Elev E: Og sa skal vi sette det der 0,2 foran.

e Lereren: Ja, hvad med fortegnet her?

« Elev E: Det er minus.

o Lereren: Hvilken en skal vare minus?

o ElevE: 1 oplgftet i 2 minus 2 oplaftet i 2.

e ElevF: Deter 1, der skal veere minus.

« Elev E: Det var det jeg mente, jeg er forvirret.
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o Leareren: Godt lad os lige prave at se, vi tager altsd denne her hgjresum og traekker
venstresummen fra, det vil sige der kommer til at std minus foran alle de her led, og s kan vi se,
at 1,2 gér ud med det her, 1,4 star der begge steder, 1,6 bliver trukket fra her, og den bliver
trukket fra der. Det eneste, der sa bliver tilbage er 2 i anden minus 1 i anden, og sa gange med
bredden af vores intervaller her.

« Elev A: S&sig 0,2 gange 3.

Leereren springer delopgave 11.4 over, men forsgger at diskutere delopgave 11.5 med udgangspunkt i det
forrige.

o Lareren: Det giver 0,2 gange 3, lig 0,6. Det passer ogsa med det vi havde far. Hvad vil der nu
ske, hvis vi lader n g& mod uendelig, det vil sige, at vi laver flere og flere delintervaller, vi gar
delintervallerne mindre. Hvad vil der sa ske med hgjresummen minus venstresummen hernede?

o Elev G: Den er stadig det samme.

o Elev H: Den vil blive mindre.

o Lereren: Hvorfor? Hvordan kan vi se det ud af den beregning vi har lavet her.

« Elev C: Vi kan se, at venstresummen bliver starre, og hgjresummen bliver mindre.

o Lareren: Nu teenker jeg specielt pa forskellen her, hvad vil der ske med det, nér vi laver flere
delintervaller?

e Elev C: Den der 2,2 opleftet i anden, den bliver...

o Leereren: Der er ikke noget 2,2 oplgftet i anden. De her to veerdier (2 i anden og 1 i anden), sker
der noget med dem, nér vi &ndrer antallet af delintervaller?

« Elev E: De bliver mindre.

o Leereren: Den farste og den sidste vaerdi vi har.

o Elev E: Der kommer flere delintervaller.

o Elev F: Den farste, altsa 0,2, nar den bliver mindre, sa bliver resultatet ogsa mindre jo. 2 i anden
og 1 i anden bliver altid det samme, det er kun den der 0,2, der bliver mindre.

e  Lereren: Hvorfor bliver den her mindre (bredden)?

o Elev F: Den gér mod 0 jo.

o Lereren: Ja, det her er jo bredden af vores delintervaller. Nar vi forgger antallet af intervaller
her, sa bliver bredden af dem mindre. S& jo flere delintervaller vi kommer ind, jo mindre bliver
bredden af delintervallerne, det vil sige, at den her stgrrelse vil blive mindre og mindre. De her
to bliver stadig ved med at vaere det samme, den farste og sidste funktionsveerdi. Sa denne her
bliver den samme, og den her bliver mindre og mindre, det vil sige at forskellen mellem venstre-
og hgjresummen bliver mindre og mindre, nar n bliver stgrre. Sa det vi har vist, det er, at nar vi
kigger pa det her, sa har vi faktisk vist at forskellen mellem venstre- og hgjresummen gar i mod
0, nar n gar i mod uendelig. Det vi har vist her, det er, at denne her funktion i det her interval er
integrabel, fordi forskellen mellem hgjre- og venstresummen gar i mod 0, nar n gar i mod
uendelig, og det er vores definition af, at vores funktion er integrabel, s& det vi har vist her, er at
denne her funktion i det her interval er integrabel, og s starter vi naste time med at kigge pa, at
en funktion, som er voksende eller aftagende, vil vere integrabel.
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Opsamling af opgave 11: Vis at enhver monoton funktion er integrabel.

Leereren har forinden lektionens begyndelse, opskrevet, hvad der menes med det bestemte integral af en
funktion, hvordan det vises, at en funktion er integrabel, samt s&tningen, at enhver voksende eller
aftagende funktion er integrabel. Endvidere har laereren lavet en skitse af en vilkarlig voksende funktion.

o Lereren: Det vi viste sidst, var at nar vi kigge pa den her funktion, ville venstre- og
hgjresummerne ga i mod hinanden, og derfor var den integrabel. Nu vil vi gerne vise det helt
generelt: Nar vi har en funktion, som er voksende eller aftagende, sa er den integrabel. Jeg vil
lige minde jer om, at det, at den er integrabel betyder, at forskellen mellem venstre- og
hgjresummen gar i mod 0, ndr n gar i mod uendelig, hvor n er antallet af delintervaller, og det
skal vi vise for denne her. Hvis vi for denne her funktion, som er voksende, opskriver
hgjresummen minus venstresummen. Vi kan se her, at hgjresummen, det vil sige, at for hvert
delinterval gar hen til den hgjre greense, for at finde hgjden af vores rektangler her, sa det vil
sige, at vores hgjresum her, vil blive f af, og vi starter ved x, fordi det er en hgjresum, plus
f(x3), plus, op til den sidste, somer f(x;,).

e Elev A: Hvor mange x ’er der?

e Leereren: Der er n delintervaller.

o Elev B: Deter da x,,_,, som er den sidste.

o  Lereren: Det er rigtigt, der havde vi x,,_, fordi det (hvad der menes med det bestemte integral
af en funktion), var venstresummen, det jeg har skrevet op her er hgjresummen. Jeg skal maske
lige sige, at vi stadig har intervaller her fra a til b, og vi opdeler det i n lige store delintervaller.
Bredden af vores delintervaller skal vi ogsa lige have her, og ligesom far er det b minus a
divideret med n. Det er vores hgjresum. Venstresummen, sa kommer minus hgjresummen, vi
skal igen have bredden af delintervallerne, og nér det sé er venstresummen, sa starter vi med
venstre side af vores delintervaller, x-vaerdierne som er her, det er sd f(x,), plus f(x,), plus, op
til £ (x,,_1). Det er forskellen mellem hgjre- og venstresummen. Vi kan for det farste s&tte de

her (b%a) helt uden for en parentes, hvad kan vi sa gare her?

« Elev C: Du kan sige parentes f (x,) minus f(x,_1).

e Lereren: Ikke f(x;).

o Elev C: Altsa den sidste, nej undskyld den farste, det er f(x,), f(x,) minus f(x,).

o Elev A: De andre gar ud med hinanden.

e Lereren: Lad os lige prove at se her, alt det her nede (venstresummen) skal treekkes fra, men
ligesom i det eksempel | kiggede pa, er der mange ting der gar ud. Heroppe star der for eksempel
f(x,), det star ogsa hernede, hvor det bliver trukket fra, s& de to gar ud med hinanden. Sa star
der f(x,) her, den géar ud med det naste led her, som jeg méaske ogsa lige burde have skrevet.

« Elev D: Hvordan gér f(x,_;) ud?

« Leereren: Lad mig lige forleenge dem her, for at gere det lidt klarere, jeg skriver lige lidt flere.

o Elev B: Du siger, at x, 0g x; gar ud med hinanden dernede jo. Er det ikke derfor?

o Leareren: Jeg skriver lige lidt flere, sddan. Nu har jeg skrevet lidt flere af de her p4, for at gare
det lidt klarere. Vi starter med hgjresummen, x;, x,, x5 0g op til x,,_; 0g x,,. Det er de to sidste
(lzereren peger pa skitsen af grafen). Venstresummen starter s i f(x,), og slutter sd pa x,,_;.
Den der kommer lige for, hedder s& x,,_,. Godt, sd kan vi se, at nar vi trekke dem hernede fra, sa
vil f(x;) ga ud med f(x;), f(x;) ga ud med f(x,), og sa videre, f(x,_,) gar ud med den
herovre, og denne her gar ud med den her. Det eneste der bliver tiloage er f(x,,) minus f(x,)
hernede. Sa det her er vores forskel mellem hgjre- og venstresummen. Denne her (differensen),
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hvad vil der ske, hvis n gar mod uendelig? De her to vil ikke a&ndre sig, det vil bare veere den
farste og sidste veerdi, funktionsveerdi.

o Elev D: Du skal bare have den der b gange a divideret med n over pa den anden side.

o Leareren: Det er jo lige meget, hvor den star henne.

o Elev D: Bliver det ikke bare f(x,,) minus f(x,), og sa bliver det lig med b gange a divideret
med n?

o Lereren: Nej den skal ganges med denne her.

o Elev D: Sa det bliver ikke lig med det?

o  Leareren: Nej det skal ganges med den her, sa har vi forskellen mellem venstre- og hgjresum.
Denne her starrelse, nar n gar mod uendelig sa vil den her mod 0, det vil sige det hele vil ga i
mod 0, sa denne her gar i mod 0, for n gdende mod uendelig. Sa har vi vist det her oppe, at nar n
gar mod uendelig, sa gar forskellen pa hgjre- og venstresummen i mod 0, og sa har vi vist, at
hvis funktionen, som i det her tilfelde er voksende, sa vil funktionen veere integrabel. Sa vi har
vist, at en voksende, i det her tilfeelde en voksende funktion, er integrabel. Men kan gare
fuldsteendig det samme, hvis det er en aftagende funktion. S det har vi bevist her.

Laereren tegner den tilhgrende illustration pa tavlen.

e Lereren: Ok, lad os lige prave, at illustrere herovre, hvad det er, der sker. Lad os prgve at starte
med at tegne hgjresummerne her, de ser sadan her ud. Sadan det er vores hgjresummer. Sa
prever vi at tegne venstresummerne. | det her tilfelde, det bliver sa det her stykke, det her
stykke. Sé her har vi altsd hgjresummer og her venstresummerne, nar vi treekker dem fra
hinanden, hvad bliver der s tiloage? Det bliver det her stykke, sa hvis vi praver at skravere dem,
der bliver tilbage, nér vi treekker venstresummerne fra hgjresummerne, sé bliver det det her. Det
bliver denne her, og denne her. Godt, det, der er skraveret her, er forskellen mellem venstre- og
hgjresummerne. Vi kunne ogsa tegne dem her ude til siden. Hvis vi nu tegner dem herude, s&
kan | se, at de kommer til at passe lige praecis henover hinanden. Sadan. Sa det areal vi har her er
forskellen mellem venstre- og hgjresummerne. Hvor hgjt er det her areal her? En hgjde her, det
er den veerdi minus den veerdi. Den veerdi heroppe den hedder f(x,) og denne her hedder f(x,).
I kan se hgjden bliver f(x,) minus f(x,). Vores bredde hernede, det er jo intervalbredden, det
er jo bare b minus a divideret med n. S& her kan man se, hvad der sker. Hvis vi inddeler det her i
flere intervaller, s& far vi en finere inddeling her. De her forskelle pa hgjre- og venstresummerne
de bliver mindre og mindre, fordi de her bliver smallere. Sa hgjre- og venstresummen kan vi
altsé fa til at blive mindre og mindre ved at ggre antallet af delintervaller starre.

«  Elev B: Jeg forstdr ikke, hvordan venstresummen kan blive mindre. Hgjresummen kan jeg godt
forstd, men venstresummen ligger under grafen, det burde da blive starre.

o Lereren: Ja det gar den ogsa, men det jeg snakker om, er forskellen mellem dem. Det er
forskellen mellem de to, der bliver mindre og mindre, og her kan vi se, at det passer med at
stable de her kasser oven pa hinanden, og hvis vi gger antallet af delintervaller, s bliver denne
her bare smallere og smallere, og sa vil det sige at arealet bliver minde. Vi kan fa det til at blive
vilkarligt lille, det her areal.

Leereren fortseetter med introduktionen til opgave 12.

o Leareren: Vi skal lige have defineret en funktion her. Vi har jo allerede en definition heroppe pa
det bestemte integral, og nu skal vi til at definere en A her. Vi definerede det her integral som en
greenseveerdi af en venstresum, nar n gar i mod uendelig. Hvis vi kigger pa sadan et interval her,
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sa kan vi kigge pé en del af det her interval, vi kan bare ga op til en eller anden veerdi her, som vi
kalder x, og det definerer vi sa som en A-funktion her, det er altsa integralet fra a til x af vores
funktion herovre. Se nu har vi et x her, som er vores uafhangige variabel, sd derfor er vi ngdt til,
for ikke at blive forvirrede, at integrere denne her over en anden starrelse. Sa vi definerer altsa
denne her funktion som integralet fra a til x af f(¢t) dt, og vi er altsa ngdt til at skifte variabel
her, fordi x er vores uafhaengige her. Det er kun op til en vis x-verdi vi regner denne her ud. Det
der A kan vi faktisk forstd som et areal under grafen. Sa A’et her, det star faktisk, nér vi har
sadan en peen graf her som er positiv, sa star A’et for arealet under grafen op til en vis x —veerdi.
Sa nu skal vi til at arbejde med den her funktion.

Opsamling pa opgave 12

Eleverne har forinden pa tavlen skrevet deres funktion f(t) samt det differentierede udtryk for A(x).

Lereren: | har alle sammen forskellige funktioner. Kan | se noget feellestreek ved det her?

Elev A: A mearke x er differentiabel til f(x).

Lereren: En gang til.

Elev A: For eksempel den farste, der er A marke x differentiabel til f af ¢.

Lereren: Ja A marke af x er det samme som f af x. Vi far vores arealfunktion her, og hvis vi
differentierer den far vi vores funktion deroppe. Det vil sige, at i hvert fald for de funktioner vi
har undersggt her der geelder det at det A her, néar vi differentierer det s& far vi f, sa hvis vi
praver at skrive det, far vi: Hvis f er en peaen funktion defineret pa intervallet fra a til b, sa er
A(x) en stamfunktion til f. Det vil sige, at A er differentiabel. Jeg kan godt gentage det, kan I se
det? Altsa vores sma forsgg her, sa det ud til, altsd de her funktioner som blev undersggt, at hvis
vi skulle beskrive arealet under funktioner, som kom vi frem til, at vi far en eller anden funktion
her for arealet, nér vi differentierer den, sd far vi den funktion vi startede med og det kan vi
preve at formulere her. Lad f veere en pn funktion defineret pa intervallet a til b, sa er A(x) en
stamfunktion til £, det vil sige, at A er differentiabel med differentialkvotienten f. Alts3 A er en
stamfunktion til f(x) her. Det skal vi nu prgve at bevise, for alle funktioner.

Elev A: Du elsker at beviser.

Leereren: Det er jo en vigtig del af matematik A, sa lad os prave at gare det, | far opgave 13 nu.

Opsamling pa opgave 13

Leereren valgte at tage en kort opsamling efter delopgave 13.2.

Leereren: Lad os lige prave at gennemga det heroppe pa tavlen. Den er lidt sveerere denne her. Vi
skal vise, at det heroppe geelder, og der skal vi jo vende tilbage til vores definitioner af de her
ting. A har vi defineret heroppe pé& den her made, som det bestemte integral fra a til x, og det
bestemte integral, har vi defineret pd denne her made, som en gransevardi af venstresummer. Sa
det, der star her, lad os prave at skrive dem op. A(x, + h), ifalge vores definition herovre, er det
det samme som, integralet fra a til x, + h af f(¢) dt. A(x,) er sd integralet fra a til x,
af f(t) dt. De her bestemte integraler, det definerede vi som grenseverdien af
venstresummerne. Det vil sige, at det, der star her, er altsd greensevaerdien nar vi tager
venstresummerne fra a til x, + h. Vi har lavet den her fine inddeling (laereren tegner en skitse),
0g sa tager vi venstresummerne. Sa heroppe har vi altsd granseveardien af venstresummerne i
hele intervallet fra a til x,+ h, hernede har vi A(x,), det bliver sd grenseveerdien af
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venstresummerne, der gar fra a til x,, det vil sige her fra a til x,. Hvad far vi, nar vi treekker de
to fra hinanden? Den gverste det er grenseverdien af venstresummerne i det her interval, og den
nederste er greenseveerdien af venstresummerne i det her interval. Hvad vil vi fa, nar vi treekker
de to fra hinanden?

e Elev A:x,?

e« ElevB:a?

e ElevC: h?

o Lareren: Hvad far vi sa tilbage?

e Elev D: Er det ikke h?

e Elev A: Kan du ikke lige forklare det igen?

o Leareren: Det er venstresummerne. Det gverste her, det er sa venstresummerne i hele det her
interval.

o Elev A: Narh, sa far vi bare hgjresummerne tilbage jo.

o Leareren: Vi laver alle venstresummerne her, og tager greensevardien nar n gar mod uendelig.

o Elev B: Far vi sa a tilbage, eller hvad?

e Leereren: Vi tager det farste integral, det viser alle de her venstresummer. Det andet integral
hernede som er A(x,), det er sd venstresummerne i omradet fra a til x,, sa det er dem her. Sa nar
vi tager det farste og treekker det andet fra, hvad far vi sa?

e Elev C: Sa far du den der formel der...

e Leereren: Hvorfor?

e Elev C: Fordi du tager den der minus den der.

o Lereren: Ja, hvad bliver der sa tilbage? Det er ret uprecist formuleret.

o Elev C: Du tager den side, som er markeret, minusser med det som du sagde lige fer, s har du
X, til xo + h tilbage, du har det omrade tilbage.

o Lereren: Ja vi far de her venstresummer, der gar fra x, til x, + h. Det vil sige, at vi kan skrive
det sadan her. Farst tager vi venstresummer, der er her, og sa tager vi venstresummer, der er her,
greenseveerdierne af dem og treekker fra. Det, der sa bliver tilbage, er det omrade her.
Gransevardien af venstresummerne i det her omrade, og det kan vi skrive pa den méade deroppe.
Er | med?

e Elev A: Yes.

o Leareren: Godt, prgv at ga videre til den naeste (delopgave 13.3).

Eleverne arbejder nu videre med opgave 13, hvorefter lereren opsamler.

o Leareren: Ok, lad os prave at kigge pa det her. Det er altid en fordel, lige at lave en lille tegning
af det. Her har vi x, 0g x, + h, og s& har vi en funktion. Det vi forestiller os, det er, at vi gar det
her, h er jo det stykke, som er imellem de to veerdier her. Nu forestiller vi 0s, at h er en meget
lille starrelse, vi gar h meget lille. Det vi kan gare, det er, at vi kan gare h s lille, at funktionen
her er enten voksende eller aftagende. Vi kan altid inddele vores funktion i intervaller, hvor
funktionen sa enten er voksende eller aftagende. Lad os sige den er voksende her, det ger det
nemmest. Godt, hvilken veerdi kan jeg aflaese herude?

e Elev A: f(x,), 0og den anden, det er f(x, + h).

o Elev B: Vi far ikke lov at sige noget.

«  Lereren: Ja. Sadan, hvis vi nu kigger pa den starrelse, der hedder f(x,) - h, hvad vil det veere,
hvis vi kigger pa vores tegning her, hvordan kan vi sa illustrere det?

o Elev A: Altsg, det er f(x,) - xo, er det ikke, pa en eller anden made.
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Leereren: Nej deter f(x,) - h.

Elev A: Sa er det afstanden mellem x, og x, + h.

Leereren: Ja h er det her stykke, gange f(x,), hvordan kan jeg sa illustrere det her?

Elev A: f(xg) lig med A(x).

Lereren: h er det her stykke, f(x,) er det her stykke, hvad far jeg sa ud af det?

Elev C: Man kan se f(x,) som en slags hgjde af et rektangel.

Lereren: Ja vi far et rektangel her. Det, der star deroppe, det er arealet af det her, og hvis vi
kigger pa den anden her.

Elev D: Hvordan kan du bevise det?

Lareren: Jeg kan tegne et rektangel her, leengden af rektanglet er h, hgjden af rektanglet er
f(xo), s& arealet af rektanglet det bliver f (x,) - h.

Elev A: Narh pa den méde.

Lereren: Jeg gar det samme her, der har vi f(x, + h) det har vi heroppe, sa far jeg det store
areal her ikke? Hvis jeg kigger pa det store areal, bredden er h, hgjden kan jeg afleese herude,
f(xo + h).

Elev C: Jamen er det ene ikke hgjresummen, og det andet venstre?

Leereren: Jo det er det faktisk, men nu er det ikke sa meget en sum, for der er kun et rektangel,
men det er rigtigt nok, at den ene her faktisk er en venstresum og den anden en hgjresum, bortset
fra der kun er et rektangel. Godt, det vi skulle vise, det er integralet her fra x, til x, + h af
f(t) dt ligger i mellem de to stgrrelser. Ja, hvad betyder det her (integralet)?

Elev D: Hvis du dividerer de to med hinanden, s& har du det.

Lereren: Nej, hvordan har vi defineret sadan et bestemt integral?

Elev A: Det er det deroppe, er det ikke?

Leereren: Nej ikke endnu. Hvordan definerer vi det bestemte integral? Det skrev vi op herovre,
en grenseveerdi af venstresummer. Sa det her er altsd greenseverdien af venstresummerne i det
her omrade her. Hvis vi tegner venstresummerne, ser det sadan her ud, og sa skal vi lave en
greenseveerdi af det, det vil sige, at vi skal lade n, antallet af intervaller her, g& mod uendelig.
Kan vi forklare, at den ligger mellem de to vardier?

Elev C: Er det ikke det areal vi gerne vil bestemme?

Leereren: Jo man kan se, at ved det farste heroppe far vi det lille areal, og det andet far vi det
store, og ved denne her, far vi noget der mere ligner arealet under kurven her. S& den der vil
ligge mellem de der to veerdier. | det her tilfeelde vil den veere starre end den og mindre end den.
Hvis funktionen er aftagende, sé er det omvendt. Godt, nu lader vi h ga i mod 0, det vil sige, at vi
lader denne her komme teettere og teettere pa den herovre, og denne her vil s& ga i mod f(x,) * h.
Jeg lader denne her ga vilkarlig tet pa heroppe, sa vil hgjden af det her ene rektangel, der er
tilbage, det vil veere f(x,).

Elev C: Men hvis du lader h ga mod x,, s har vi jo ikke noget h tilbage?

Leereren: Husk pa hvad g& i mod betyder. Det betyder at komme tettere og tettere pa, uden at
blive 0 ikke, sa der vil stadigvaek veere et meget lille h, som vi kan gere meget lille, men det vil
aldrig blive 0. Det er rigtig nok, at hvis det gar hen og bliver 0 er der ikke noget areal tilbage.
Men hvis vi lader h ga i mod 0, sa rykker den der teattere og tattere pd, og til sidst kan vi se, at
arealet her, det vil sa vere f(x,), som er hgjden af den, ganget med bredden, som er h. S den
gar i mod det her. Godt, sa var vi tilbage til vores differenskvotient. Differenskvotienten sa sadan
der ud, og vi fandt ud af, at teelleren kunne vi skrive pa denne her made, og hvis vi lader h ga i
mod 0. Vi kan ogsa sige, at her har vi en differenskvotient, eller en sekanthaeldning, nér vi skal
finde differentialkvotienten sa lader vi A ga i mod 0 her, sa vi skal lade, vi skal lade det her gd i
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mod O, eller lade h ga i mod 0. Det kan vi ogsa skrive pa den her made, det vil sige vi skal lade
det her ga i mod 0, og vi fandt ud af, at det heroppe gar i mod f(x, + h) og sa dividere med h
fordi der star h hernede. Hvad bliver det her til?

Elev A: f(x).

Elev E: h’erne gar ud med hinanden.

Lereren: Ja sa far vi f(x,) tilbage, og hvad er det vi finder ud af her, nar vi har
differenskvotienten eller sekanthaeldningen, og sa lader h ga i mod 0?

Elev A: At den er differentiabel til.

Lereren: Det er differentialkvotienten ja. Sa det vi har fundet ud af her, det er, at
differentialkvotienten af A er f(x,), det vil sige, at A er en stamfunktion til f.

Leereren beder eleverne ga i gang med opgave med opgave 14.

Opsamling af opgave 14

Leereren: Jeg kan hgre, at det er tid til at ga lidt videre. | den farste skal vi sige noget om det her
udtryk. Der stér, at vi skal differentiere udtrykket, sd nu gar jeg sadan her, og differentierer.
Godt, hvad er det farste vi gar her?

Elev A: Du siger F merke, store F, det giver lille f.

Leereren: Ja, men inden vi gar det, vil jeg gerne lige skrive vores mellemregning her. Hvordan
kan det vere, at jeg kan differentiere hver for sig her?

Elev B: Du skal bare sige F’(x) minus A’(x). Det er en af vores differentiationsregneregler.

Elev A: S& siger du at F’(x) er lig med lille f(x), og A marke er ogsa lille f(x), og vores f(x)
minus f(x) er lig med 0.

Elev C: Sé hvad vil det sige?

Elev B: En konstant.

Leereren: Hvad vil det sige?

Elev D: At A(x) og F(x) differentieret er en konstant. Vi ved, de er konstante. F(x) og A(x) er
konstanter.

Leereren: S& du siger at den er konstant og den er konstant? (Lareren peger pa F(x) og A(X)).
Du siger F(x) OG A(x) er konstante.

Elev D: Det er konstanter, og differentieret giver det 0.

Elev E: F(x) minus A(x) er lig med k.

Elev D: Det var det jeg mente.

Laereren: Det var ikke det du sagde. Du skal veere mere pracis. Du sagde, F(x) og A(x) er
konstante, sa jeg forstod det som, at det er konstant og det er en konstant. Det kan godt veere du
mente det rigtige, men man skal bare vaere lidt mere preecis i matematik. Det her kommer vi frem
til ikke, godt. Neeste spergsmal, der skulle vi indsztte. ..

Elev B: Der skal vi indsette a i udtrykket.

Leereren: Ja, hvad far vi s her?

Elev B: Der stér, at store A af lille a er lig med 0.

Laereren: Ja lad os lige prove at seette det ind farst.

Elev B: F(x) minus A(x).

Elev F: Kan vi ikke starte med at isolere F(x)?

Leereren: Lad os bare satte ind farst.

Elev F: F(a) minus A(a) lig med k. Sa skal vi bare isolere, sé star der bare.
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Lareren: Det behgver vi sadan set ikke.

Elev B: Der star, at det der A(a) er lig med 0 jo.

Leereren: Ja er der noget vi kan erstatte?

Elev F: k lig med 0.

Leereren: Nej.

Elev G: A(a) er lig med 0, s& det kan vi sztte ind i stedet for.

Elev E: Sa det betyder, at der ogsa er et 0 pd den anden a?

Leareren: Nej vi kan bare sette 0 ind her, sa star der bare, F(a) lig med k, eller k er lig med
F(a). Denne her (A(a)) er selvfalgelig O, fordi hvis vi satter a ind her, sa skal vi tage det
bestemte integral fra a til a, og det er jo grenseveerdien af venstresummerne, men vores
intervalbredde er O her, sa den ma blive 0.

Elev B: Var det ikke ogsa det vi sagde, og sa sagde du, nej og at vi skulle teenkte over det.
Leereren: Godt, hvad kan vi sige nu. Hvad kan vi sige nu, hvis vi laver den der om til F(x) er lig
med A(x) plus k.

Elev F: Sa kan man bare sige F(x) lig med k, eller?

Lereren: Har jeg lavet en fejl.

Elev G: Det er kun A(a) som er lig med 0.

Elev E: S& F(x) er lig med en konstant. Skal der i stedet for F(a) lig med en konstant, st3 at
F(x) er lig med en konstant?

Leereren: Narh ja nu skal vi indsette b ja. Godt, F(b). Vi har denne her oppe. Det kan vere, at vi
lige skal rykke rundt pa denne her, F(x). Ok. Det vil sige at A(x) far vi til F(x) minus k, og k
var F(a). Det vil sige, hvis vi satter b ind her, far vi A(b) er lig med

Elev B: F(b) minus F(a) eller b.

Elev D: Jeg er lidt forvirret. Hvad er det for en, der er der?

Elev B: Det er nummer 3. Vi laver 3’eren nu.

Elev G: Er det ikke 4’eren det der?

Elev B: Nej det er 3’eren.

Leereren: Det er 3’eren og 4’eren. Godt, hvad vil det her sige nu?

Elev F: At A(b) er lig med 0.

Lareren: Det vil sige, at hvis vi skal regne det her ud, vores A her, som vi nogle gange kunne
forstad som et areal. Hvis vi skal lave det fra a til x, eller fra a til b, s& kan vi regne det ud pa
denne her méade. A(b) som jo er integralet fra a til b af f(t) dt, kan vi regne ud pa den her
made, som F(b) minus F(a), hvor store F er en stamfunktion til denne her. S& den her, som vi
kan forsta som arealet i intervallet fra a til b, kan vi regne ud som denne her, tage stamfunktion
til £ i b minus stamfunktionen til f i a. Godt prav at regn opgave 15.

Opsamling pa opgave 15

Lareren: Ja lad os prgve at se engang. Hvad er det for et areal, vi kan opfatte det her integral
som, som er integralet fra en halv til? Det her bestemte integral.

Elev A: Skal jeg ikke lave opgave 1?

Leereren: Narh ja, hvad er det?

Elev A: Det er In(t) plus k, og sa har jeg skraveret mellem 0,5 til 2. | den tredje opgave skal
man beregne det, og sa kan vi se der pa den gverste tavle, der star A(b) er lig med F(b). Sa satte
jeg mine tal ind, A(2) er lig med F(2) minus F(0,5). Derefter skal man bruge stamfunktionen i
den forste opgave, hvor man sa siger [n(2) minus [n(0,5) som sa giver 1,38629.
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o Lereren: Ja, hvad med integrationskonstanten her?
e ElevB: Erden0?

o Lereren: Burde jeg have den med her?

o« ElevA:la

Laereren skriver k ind i udtrykket pa tavlen.

o Lereren: Hvad sa med den?

o Elev C: Vil man ikke stadig fa det samme?

e  Leereren: Hvorfor?

e ElevD: Deter0.

e Lereren: Hvad er 0?

e« ElevD:k.

e Leareren: Nej.

o Elev A: Nej k er bare en tilfeeldig konstant. Skal den ikke sta til sidste sa, den der k?

e Leereren: Nu har jeg skrevet den her, in(2) plus k minus in(0,5) plus k.

o Elev C: Kan vi ikke satte den uden for parentes?

e Elev A: Er det forkert, det vi har lavet?

o  Lereren: k’erne gér ud med hinanden ikke? Her stér plus k, her star minus, sa der bliver minus
k. S& k’erne er faktisk ligegyldige, dem behover vi ikke have med. S& det vi kan sige nu, det er,
at nu har vi fundet en made, hvis vi har en positiv funktion i hvert fald, at beregne arealet under
grafen pa. Sa hvis vi har en funktion, og vi vil beregne, hvis vi lige skriver det op mere generelt.
Vi har en funktion her, vi har to grenser, og vi vil beregne det her areal, sa kan vi beregne
arealet som det bestemte integral fra a til b af f(x)dx. Sddan, det er arealet, vi kan beregne pa
den made. Vi har ogsa set, hvordan vi beregner det. Vi finder stamfunktionen af f, s man plejer
lige at skrive det pa den her made. De her firkantede parenteser betyder, at man skal satte de her
to greenser ind og treekke fra. Det er bare en anden made at skrive, farst den gvre greense minus
den nedre granse.

o Elev A: Var det der forkert eller hvad?

o Leareren: Nej det du havde lavet var rigtigt. Sa arealet kan vi altsd beregne pa den her made,
bestemt integral fra a til b, som beregnes som stamfunktionen i de to grenser.
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Bilag 9

Tabel 2 — Den realiserede didaktiske proces

Lektion 1 0g 2

Lektion 1
Tid Hovedproblemtype Fase Didaktiske teknikker
(minutter)
Store spargsmal: Det farste magde
6 min. Qo: Hvad menes der med arealet af | Udforskningsfasen
en forelagt punkt-mangde?
Qq: Findes arealet af en forelagt
punktmangde?
Q,: Hvordan findes arealet af en
forelagt punkt-maengde?
22 min. Opsamling, som relateres til de Udforskningsfase Leereren preeciserede tilnermelse
forrige store spargsmal vha. rektangler
14 min Store spgrgsmal: Udforskningsfase
Qo: Hvad menes der med arealet af | (guidet)
en forelagt punkt-mangde?
Q,: Hvordan findes arealet af en
forelagt punkt-maengde? Den tekniske fase
Lektion 2
11 min. Store spgrgsmal: Udforskningsfase
Qo: Hvad menes der med arealet af | (guidet)
en forelagt punkt-mangde?
Q,: Hvordan findes arealet af en
forelagt punkt-maengde? Den tekniske fase
4 min. Opsamling, som relateres til Q, og Udforskningsfase Forklarede forskellen pa en
Q, (guidet) venstre- og hgjresum
Den tekniske fase
26 min. IM,: Hvad menes der med | Den tekniske fase og
b den teknologiske-
(x)dx knolog
It teoretiske fase
4 min. Opsamling, som relateres til ITj: Opsamlede pa resultaterne i

Hvad menes der med f: f(x)dx

opgave 4 og delopgave 5.1
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Lektion 3 0g 4

Lektion 3
Tid Hovedproblemtype Fase Didaktiske teknikker
(minutter)
11 min. M: Hvad menes der med | Den tekniske fase og
b den teknologiske-
x)dx g
Jor@ teoretiske fase
16 min. Opsamling, som relateres til ITj: Institutionaliseringsfa | Voksende funktion:
Hvad menes der med fb F()dx se Ve_nstresummer_l vil vokse 09
@ hgjresummen vil aftage, nar
antallet af delintervaller vokser.
Aftagende funktion:
Venstresummen vil aftage og
hgjresummen vil vokse, nar
antallet af delintervaller vokser.
Feelles greenseveerdi for venstre-
og hgjresummen, nar antallet af
delintervaller gar mod uendelig.
Definition af det bestemte integral
som graenseveerdi for venstresum.
19 min. [13: Etabler en sammenhang | Teknisk fase
mellem integralet og en funktions
middelveerdi
Lektion 4
6 min. [I;: Etabler en sammenhang | Teknologisk-teoretisk
mellem integralet og en funktions | fase
middelveerdi
15 min. I15: Etabler en sammenhzng Institutionaliseringsfa | Hgjden af det udglattede
mellem integralet og en funktions se rektangel kan opfattes som et
middelvaerdi gennemsnit af alle
funktionsveerdierne pa [a, b].
Det generelle udtryk for arealet af
det udglattede rektangel, hvor en
vilkarlig funktion f betragtes.
Tallet ﬁ f: f(x)dx kan opfattes
som funktionens middelveerdi pa
[a, b].
18 min. I1;: Givet en funktion f, afger om | Den tekniske fase og
[? £ Go)dx findes. den teknologiske-
a teoretiske fase
7 min. Institutionaliseringsfa | For en voksende og en aftagende

se

funktion geelder, at |V — H| -
0 forn— oo
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For en voksende funktion er
H—-V>009V—H<O0.

For en aftagende funktion er
V—H>009H—-V<0.

Alle pzene funktioner er
integrable og for disse vises det
ved at godtgere at:

|[Hy = Vu| » 0forn — o

Lektion 509 6

Lektion 5
Tid Hovedproblemtype Fase Didaktiske teknikker
(minutter)
36 min. [1;: Givet en funktion f, afger om | Teknisk fase
J? £ (x)dx findes.
9 min. I1;: Givet en funktion f, afger om | Institutionaliseringsfa | Gentog argumentet for at
fff(x)dx findes. se f(x) = x? er integrabel pa [1,2].
Lektion 6
14 min. I1;: Givet en funktion f, afggr om | Institutionaliseringsfa | Bevis for setningen: Enhver
[? £ () dx findes. se voksende eller aftagende funktion
“ er integrabel.
Viste at |[H, — V| - 0 for
n — oo, for en vilkarlig voksende
funktion.
A(x) introduceres som [ f(£)dt
A(x) kan opfattes som et areal,
hvis f(x) = 0
30 min. [I,: Etabler en sammenhang | Teknisk og

mellem integral og stamfunktion.

teknologisk-teoretisk
fase
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Lektion 7 og 8

Lektion 7
Tid Hovedproblemtype Fase Didaktiske teknikker
(minutter)
4 min. I1,: Etabler en sammenhang Institutionalisering For en vilkarlig pan funktion
mellem integral og stamfunktion geelder A’(x) = f(x).
15 min. [1,;: Etabler en sammenhang
mellem integral og stamfunktion
5 min. I1,: Etabler en sammenhang Institutionalisering | forbindelse med beviset for at
mellem integral og stamfunktion der for en vilkarlig paen funktion
geelder A'(x) = f(x), redegjorde
leereren for:
Axg +h) — A(xo) =
Xo+h
L. f©at
6 min. [I,: Etabler en sammenheang
mellem integral og stamfunktion
9 min. [1,: Etabler en sammenheang | Institutionalisering Leereren redegjorde for at:
mellem integral og stamfunktion
f;’“mf(t)dt ligger mellem
f(xo) -hog f(xo+h)-h
0g
f;:f'”‘ F()dt = f(x,) - h, for
sma veerdier af h
Differentialkvotienten for A blev
bestemt og lareren konkluderede.
6 min. [1,: Etabler en sammenhang | Teknologisk-teoretisk
mellem integral og stamfunktion fase
Lektion 8
10 min. I1,: Etabler en sammenhang | Teknologisk-
mellem integral og stamfunktion | teoretisk fase
9 min. I1,: Etabler en sammenhang | Institutionaliserings | Lareren gennemgik
mellem integral og stamfunktion | fase argumentet for at
A(b) = F(b) — F(a).
10 min. I1,: Bestem den eksakte veerdi Teknisk fase
af fab f(x)dx for en given
funktion f defineret pa [a, b].
6 min. I1,: Bestem den eksakte veerdi Lereren opsamlede pa

af fab f(x)dx for en given
funktion f defineret pa [a, b].

bestemmelsen af foz_sf(t)dt,
1

hvor f(t) = -

5
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Bilag 10
Bekendtgarelse om uddannelsen til studentereksamen (stx-
bekendtgarelsen)

Matematik A — stx, juni 2010
1. Identitet og formal

1.1. Identitet

Matematik bygger p& abstraktion og logisk taenkning og omfatter en lang reekke metoder til modellering og
problembehandling. Matematik er uundveerlig i mange erhverv, i naturvidenskab og teknologi, i medicin og
gkologi, i gkonomi og samfundsvidenskab, og som grundlag for politisk beslutningstagen. Matematik er samtidig
vaesentlig i dagligdagen. Den udbredte anvendelse af matematik bunder i fagets abstrakte natur og afspejler den
erfaring, at mange vidt forskellige faenomener opfgrer sig ensartet. Nar hypoteser og teorier formuleres i
matematikkens sprog, vindes der ofte herved ny indsigt. Matematik har ledsaget kulturens udvikling fra de
tidligste civilisationer og menneskenes fgrste overvejelser om tal og form. Videnskabsfaget matematik har
udviklet sig i en stadig vekselvirkning mellem anvendelser og opbygning af teori.

1.2. Formal

Gennem undervisningen skal eleverne opnd kendskab til vigtige sider af matematikkens vekselvirkning med
kultur, videnskab og teknologi. Endvidere skal de opnd indsigt i, hvorledes matematik kan bidrage til at forst8,
formulere og behandle problemer inden for forskellige fagomréder, sdvel som indsigt i matematisk
raesonnement. Herved skal eleverne blive i stand til bedre at kunne forholde sig til andres brug af matematik
samt opna tilstraekkelige kompetencer til at kunne gennemfgre en videregdende uddannelse, hvori matematik
indgar.

2. Faglige mal og fagligt indhold

2.1. Faglige mal
Eleverne skal kunne:

— handtere formler, herunder kunne oversaette mellem symbolholdigt og naturligt sprog, og selvstaendigt
kunne anvende symbolholdigt sprog til at beskrive variabelsammenhange og til at Igse problemer med
matematisk indhold

— anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet datamateriale
eller faenomener fra andre fagomrader, gennemfgre hypotesetest, kunne stille spgrgsmal ud fra modeller,
have blik for hvilke svar, der kan forventes, samt veere i stand til at formulere konklusioner i et klart sprog
— anvende funktionsudtryk og afledet funktion i opstilling af matematiske modeller p& baggrund af
datamateriale eller viden fra andre fagomréder, kunne forholde sig reflekterende til idealiseringer og
raekkevidde af modellerne, kunne analysere givne matematiske modeller og foretage simuleringer og
fremskrivninger

— anvende forskellige fortolkninger af stamfunktion og forskellige metoder til Igsning af differentialligninger
— opstille geometriske modeller og lgse geometriske problemer, samt kunne give en analytisk beskrivelse af
geometriske figurer i koordinatsystemer og udnytte dette til at svare pé givne teoretiske og praktiske
spergsmal

— redeggre for matematiske raesonnementer og beviser samt deduktive sider ved opbygningen af
matematisk teori

— demonstrere viden om matematikanvendelse inden for udvalgte omréder, herunder viden om anvendelse i
behandling af en mere kompleks problemstilling

— demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige og kulturelle
udvikling

— demonstrere viden om fagets identitet og metoder

— anvende it-vaerktgjer til Igsning af givne matematiske problemer.
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2.2. Kernestof
Kernestoffet er:

— regningsarternes hierarki, det udvidede potensbegreb, rationale og irrationale tal, ligningslgsning med
analytiske og grafiske metoder og med brug af it-veerktgjer

— formeludtryk til beskrivelse af ligefrem og omvendt proportionalitet samt polynomielle sammenhaenge,
eksponentielle sammenhaenge og potenssammenhange mellem variable

— simple statistiske metoder til hdndtering af et datamateriale, grafisk praesentation af et statistisk materiale,
empiriske statistiske deskriptorer, stikprgvers repraesentativitet og chi-i-anden test

— forholdsberegninger i ensvinklede trekanter og trigonometriske beregninger i vilkarlige trekanter, vektorer i
to og tre dimensioner givet ved koordinatsaet, anvendelser af vektorbaseret koordinatgeometri til opstilling
og lgsning af plan- og rumgeometriske problemer

— begrebet f(x), karakteristiske egenskaber ved fglgende elementaere funktioner: lineaere funktioner,
polynomier, eksponential-, potens- og logaritmefunktioner, cosinus og sinus, karakteristiske egenskaber ved
disse funktioners grafiske forlgb, anvendelse af regression

— definition og fortolkning af differentialkvotient, herunder vaeksthastighed og marginalbetragtninger, afledet
funktion for de elementaere funktioner samt regnereglerne for differentiation af f + g, f-g, k- f,f-gogf°
g, udledning af udvalgte differentialkvotienter

— monotoniforhold, ekstrema og optimering samt sammenhaengen mellem disse begreber og
differentialkvotient

— stamfunktion for de elementaere funktioner, ubestemte og bestemte integraler, regneregler for integration
af f + g, f - g og k * f samt integration ved substitution, bevis for ssmmenhangen mellem areal- og
stamfunktion, rumfang af omdrejningslegemer

- linezere differentialligninger af 1. orden og logistiske differentialligninger, kvalitativ analyse af givne
differentialligninger samt opstilling af simple differentialligninger

— principielle egenskaber ved matematiske modeller, modellering.

2.3. Supplerende stof

Eleverne vil ikke kunne opfylde de faglige mal alene ved hjzelp af kernestoffet. Det supplerende stof i matematik
A, herunder samspillet med andre fag, skal perspektivere og uddybe kernestoffet, udvide den faglige horisont og
give plads til lokale gnsker og hensyn pa den enkelte skole.

For at eleverne kan leve op til alle de faglige mal, skal det supplerende stof, der udfylder ca. 75 timer, blandt
andet omfatte sammenhasngende forlgb:

— med vaegt pé raesonnement og bevisfgrelse inden for infinitesimalregning samt deduktive forlgb over
udvalgte emner

— om differentialligningsmodeller

— med anvendelse af yderligere mindst én type statistisk eller sandsynlighedsteoretisk model

— med bearbejdning af autentisk talmateriale

— om matematik-historiske emner.

3. Tilrettelaeggelse

3.1. Didaktiske principper

Undervisningen tilrettelaegges med henblik pd, at den enkelte elev ndr de faglige mal. I centrum for
undervisningen skal sta elevernes selvstaendige hdndtering af matematiske problemstillinger og opgaver.

Gennem en eksperimenterende tilgang til matematiske emner, problemstillinger og opgaver skal elevernes
matematiske begrebsapparat og innovative evner udvikles. Dette sker blandt andet ved at tilrettelaegge nogle
forlgb induktivt, sa eleverne far mulighed for selvsteendigt at formulere formodninger ud fra konkrete eksempler.

Det eksperimenterende element i matematik kan ikke std alene. Derfor skal udvalgte emneforlgb tilrettelaegges,
sd eleverne far en klar forstdelse af den deduktive opbygning af matematisk teori.

Den enkelte elevs forstdelse af matematik skal udvikles gennem arbejde med mundtlig formidling.

Der laegges i undervisningen vaegt p& matematikkens anvendelser, og eleverne skal se, hvordan de samme
matematiske metoder kan anvendes pa vidt forskellige faenomener.

Undervisningen tilrettelaeagges med progression i arbejdsmetoder og fagligt indhold samtidig med, at
grundlaeggende faerdigheder og paratviden fastholdes ved regelmaessigt at blive taget op igen.

212



CAS-veerktgjer skal ikke blot udnyttes til at udfgre de mere komplicerede symbolske regninger, men ogsa
understgtte faerdighedsindlaering og matematisk begrebsdannelse.

3.2. Arbejdsformer

En betydelig del af undervisningen tilretteleegges som projektforlgb eller stgrre temaopgaver over forskellige dele
af kernestoffet og det supplerende stof eller problemstillinger, der er genstand for fagsamarbejde. For hvert
starre forlgb formuleres faglige mal, der tages stilling til arbejdsprocessen, og eleverne udarbejder et skriftligt
produkt, som kan dokumentere de faglige resultater eller konklusioner vedrgrende en tveaerfaglig problemstilling.
Efter hvert forlgb eller i forbindelse med en repetition demonstreres, hvorledes det faglige stof kan udmgntes i
eksamensspgrgsmal.

En del af undervisningen tilrettelaegges som gruppearbejde med henblik pa at udvikle elevernes matematiske
begreber gennem deres indbyrdes faglige diskussion.

Der arbejdes bevidst med den mundtlige dimension, herunder selvstaendig tilegnelse, bearbejdning og
praesentation af forelagte matematiske tekster.

I undervisningen laegges der betydelig vaegt pd opgavelgsning som en afggrende stgtte for tilegnelsen af
begreber, metoder og kompetencer. Lgsning af opgaver foregdr bade i timerne og som hjemmearbejde.
Endvidere arbejdes der med stgrre skriftlige produkter som resultat af arbejdet med projekter og emner.

3.3. It

Undervisningen tilretteleegges, sdledes at lommeregnere, it og matematikprogrammer bliver vaesentlige
hjeelpemidler i elevernes arbejde med begrebstilegnelse og problemlgsning. I tilretteleeggelsen indgér traening i
at anvende disse hjeelpemidler til at udfgre beregninger, til symbolsk manipulation af formeludtryk, til hdndtering
af statistisk datamateriale, til at skaffe sig overblik over grafer, il

ligningslgsning, til symbolsk differentiation og integration samt til Igsning af differentialligninger. Endvidere
indgdr anvendelse af lommeregnere, it og matematikprogrammer i tilrettelaeggelsen af den eksperimenterende
tilgang til emner og problemlgsning.

3.4. Samspil med andre fag

N&r matematik A indgér i en studieretning, skal dele af det faglige stof vaelges, sa det giver mulighed for en
styrkelse af det faglige samspil i studieretningen. Herved skal eleven opné en dybere indsigt i matematikkens
beskrivelseskraft og i vigtigheden af at overveje og diskutere forudsaetninger for en matematisk beskrivelse og
pélidelighed af de resultater, der opnds gennem beskrivelsen.

Der skal tilrettelaegges sammenhaengende undervisningsforlgb med det hovedsigte at udvikle elevernes
kendskab til matematikkens vekselvirkning med kultur, videnskab og teknologi. Dette skal ske gennem et
samarbejde med andre fagomréder eller ved at inddrage elevernes kendskab til disse fagomrader. De forlgb,
hvor matematik A indgdr i et samarbejde med andre fag, skal fremgé af undervisningsbeskrivelsen.

4. Evaluering

4.1. Lgbende evaluering
Bade undervisningen og elevernes faglige udbytte heraf evalueres Igbende.

For hvert stgrre projekt- eller emneforlgb skal det tydeligt fremgd, hvorledes elevernes udbytte af forlgbet
evalueres.

Forlgb over stgrre emner inden for kernestoffet afrundes normalt med en test til evaluering af de faglige delmal.

Efter hvert stgrre projekt- eller emneforlgb gennemfgrer lzerer og elever en evaluering af undervisning,
arbejdsformer og fremskridt p& vej mod opfyldelsen af de faglige mal.

Gennem hele gymnasieforlgbet arbejdes med Igsning af skriftlige opgaver, og eleverne afleverer jeevnligt
skriftlige besvarelser. Besvarelserne rettes og kommenteres pa grundlag af bedgmmelseskriterierne i pkt. 4.3.

4.2, Prgveformer
Der afholdes en skriftlig og en mundtlig prave.
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Den skriftlige prove

Til den skriftlige preve gives der fem timer. Det skriftlige eksamenssaet bestdr af opgaver stillet inden for
kernestoffet og skal evaluere de tilsvarende faglige m&l som beskrevet i pkt. 2.1. Prgven er todelt. Fgrste
delprgve skal besvares uden brug af andre end szerligt tilladte hjaelpemidler. Efter udigbet af fgrste delpragve
afleveres besvarelsen heraf.

Under den anden del af praven ma eksaminanden benytte alle hjaelpemidler. Kommunikation med omverdenen
er ikke tilladt. Endvidere er brug af internettet ikke tilladt.

Opgaverne til denne del af prgven udarbejdes ud fra den forudsaetning, at eksaminanden r&der over CAS-
veerktgjer, der kan udfgre symbolmanipulation, jf. pkt. 3.3.

Den mundlilige prove

Den mundtlige preve skal inddrage gennemfgrte projektforlgb og temaopgaver. De endelige spgrgsmaél til den
mundtlige preve skal meddeles til eleverne fgr praven og skal tilsammen daekke de faglige mél og det faglige
indhold. En betydelig del af eksamensspgrgsmélene skal vaere udformet sdledes, at det er muligt at inddrage
gennemfgrte projektforlgb og temaopgaver med tilhgrende elevrapporter. Spgrgsmalene og en fortegnelse over
rapporter og undervisningsforlgb sendes til censor forud for prgvens afholdelse.

Det enkelte spgrgsmaél skal udformes med en overskrift, der angiver det overordnede emne for eksaminationen
og med konkrete delspargsmal.

Eksaminationstiden er ca. 30 minutter pr. eksaminand. Der gives ca. 30 minutters forberedelsestid.
Prgven er todelt.

Farste del af prgven bestdr af eksaminandens praesentation af sit svar pd det udtrukne spgrgsmal suppleret med
uddybende spgrgsmal.

Anden del former sig som en samtale med udgangspunkt i det overordnede emne.

4.3. Bedgmmelseskriterier

Bedgmmelsen er en vurdering af, i hvilket omfang eksaminandens praestation lever op til de relevante faglige
mal, som de er angivet i pkt. 2.1.

I denne vurdering laegges der vaegt pd, om eksaminanden demonstrerer indsigt i matematisk teori samt:

1) har grundlaeggende matematiske faerdigheder, herunder:
— kan héndtere matematisk symbolsprog og matematiske begreber
— har kendskab til matematiske metoder og kan anvende dem korrekt
— er i stand til at bruge it-veerktgjer hensigtsmaessigt.
2) kan anvende matematik pd foreliggende problemer, herunder:
— kan veelge hensigtsmaessige metoder til Igsning af forelagte problemer
— kan praesentere et matematisk emne eller en fremgangsmade ved Igsning af et matematisk problem pd
en klar og overskuelig médde
— kan redeggre for foreliggende matematiske modeller og diskutere deres raekkevidde.
3) har overblik over og kan perspektivere matematik, herunder:
— kan perspektivere matematikken
— har overblik over et omré&de, hvor matematik anvendes i samspil med andre fag, samt evner at
reflektere over matematikkens rolle i anvendelser i andre fag
— kan bevaege sig mellem fagets teoretiske og praktiske sider i forbindelse med modellering og
problembehandling
— demonstrerer indsigt i karakteristiske sider af matematisk rasesonnement.

I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pdgaeldende eksamensspgrgsmal.

Ved den mundtlige prave indgdr en eventuel rapport ikke i bedemmelsen. Der tages alene hensyn til den
mundtlige preestation.

1 bade den skriftlige og den mundtlige prgve gives der én karakter ud fra en helhedsbedgmmelse.

https://www.retsinformation.dk/Forms/R0710.aspx?id=152507#Bil35
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Bilag 11
Bekendtgarelse om uddannelsen til studentereksamen (stx-
bekendtgarelsen)

Matematik B — stx, juni 2010
1. Identitet og formal

1.1. Identitet

Matematik bygger p& abstraktion og logisk taenkning og omfatter en lang reekke metoder til modellering og
problembehandling. Matematik er uundveerlig i mange erhverv, i naturvidenskab og teknologi, i medicin og
gkologi, i gkonomi og samfundsvidenskab, og som grundlag for politisk beslutningstagen. Matematik er samtidig
vaesentlig i dagligdagen. Den udbredte anvendelse af matematik bunder i fagets abstrakte natur og afspejler den
erfaring, at mange vidt forskellige faenomener opfgrer sig ensartet. Nar hypoteser og teorier formuleres i
matematikkens sprog, vindes der ofte herved ny indsigt. Matematik har ledsaget kulturens udvikling fra de
tidligste civilisationer og menneskenes fgrste overvejelser om tal og form. Videnskabsfaget matematik har
udviklet sig i en stadig vekselvirkning mellem anvendelser og opbygning af teori.

1.2. Formal

Gennem undervisningen skal eleverne opnd kendskab til vigtige sider af matematikkens vekselvirkning med
kultur, videnskab og teknologi. Endvidere skal de opné indsigt i, hvorledes matematik kan bidrage til at forsta,
formulere og behandle problemer inden for forskellige fagomrader, sével som indsigt i matematisk
raesonnement. Herved skal eleverne blive i stand til bedre at kunne forholde sig til andres brug af matematik
samt opna tilstraekkelige kompetencer til at kunne gennemfgre en videregdende uddannelse, hvori matematik
indgar.

2. Faglige mal og fagligt indhold

2.1. Faglige mal
Eleverne skal kunne:

— handtere simple formler, herunder kunne overseette mellem symbolholdigt og naturligt sprog, kunne
redeggre for foreliggende symbolholdige beskrivelser af variabelsammenhaenge og kunne anvende
symbolholdigt sprog til at Igse simple problemer med matematisk indhold

— anvende simple statistiske eller sandsynlighedsteoretiske modeller til beskrivelse af et givet datamateriale
eller faenomener fra andre fagomrader, gennemfgre hypotesetest, kunne stille spgrgsmal ud fra modellen og
have blik for, hvilke svar der kan forventes, samt vaere i stand til at formulere konklusioner i et klart sprog

— anvende simple funktionsudtryk i modellering af givne data, kunne foretage simuleringer og
fremskrivninger og forholde sig reflekterende til idealiseringer og raekkevidde af modellerne

— anvende differentialkvotient og stamfunktion for simple funktioner og fortolke forskellige repraesentationer
af disse

— redeggre for foreliggende geometriske modeller og Igse geometriske problemer

— gennemfgre simple matematiske raesonnementer og beviser

— demonstrere viden om matematikanvendelse inden for udvalgte omré&der, herunder viden om anvendelse i
behandling af en mere kompleks problemstilling

— demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den historiske, videnskabelige og kulturelle
udvikling

— demonstrere viden om fagets identitet og metoder

— anvende it-veerktgier til Igsning af givne matematiske problemer, herunder h&ndtering af mere komplekse
formler og bestemmelse af differentialkvotient og stamfunktion for mere komplicerede funktionsudtryk.

2.2. Kernestof
Kernestoffet er:
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— regningsarternes hierarki, det udvidede potensbegreb, ligningslgsning med analytiske og grafiske metoder
og med it-veerktgjer

— formeludtryk til beskrivelse af ligefrem og omvendt proportionalitet samt lineaere sammenhaenge,
polynomielle ssmmenhaenge, eksponentielle sammenhaenge og potenssammenhzenge mellem variable

— simple statistiske metoder til handtering af et datamateriale, grafisk praesentation af et statistisk materiale,
empiriske statistiske deskriptorer, stikprgvers repraesentativitet og chi-i-anden test

— forholdsberegninger i ensvinklede trekanter og trigonometriske beregninger i vilkarlige trekanter

— begrebet f(x), karakteristiske egenskaber ved fglgende elementaere funktioner: lineaere funktioner,
polynomier, eksponential-, potens- og logaritmefunktioner samt karakteristiske egenskaber ved disse
funktioners grafiske forlgb, anvendelse af regression

— definition og fortolkning af differentialkvotient, herunder vaeksthastighed og marginalbetragtninger, afledet
funktion for de elementaere funktioner samt differentiation af f + g, f — g og k * f, udledning af udvalgte
differentialkvotienter

— monotoniforhold, ekstrema og optimering samt sammenhangen mellem disse begreber og
differentialkvotient

— stamfunktion for de elementaere funktioner, ubestemte og bestemte integraler, anvendelse af
integralregning til arealberegning af punktmaengder begraenset af grafer for ikke-negative funktioner

— principielle egenskaber ved matematiske modeller, modellering.

2.3. Supplerende stof

Eleverne vil ikke kunne opfylde de faglige mal alene ved hjeelp af kernestoffet. Det supplerende stof i matematik
B, herunder samspillet med andre fag, skal perspektivere og uddybe kernestoffet, udvide den faglige horisont og
give plads til lokale gnsker og hensyn pa den enkelte skole.
For at eleverne kan leve op til alle de faglige mal, skal det supplerende stof, der udfylder ca. 50 timer, blandt
andet omfatte sammenhaangende forlgb:

— med vaegt pé raesonnement og bevisfgrelse

— med matematisk modellering

— med anvendelse af yderligere mindst én statistisk eller sandsynlighedsteoretisk model

— med bearbejdning af autentisk talmateriale

— om matematik-historiske emner.

3. Tilrettelaeggelse

3.1. Didaktiske principper

Undervisningen tilretteleegges med henblik pd, at den enkelte elev ndr de faglige mal. I centrum for
undervisningen skal sta elevernes selvstaendige handtering af matematiske problemstillinger og opgaver.

Gennem en eksperimenterende tilgang til matematiske emner, problemstillinger og opgaver skal elevernes
matematiske begrebsapparat og innovative evner udvikles. Dette sker blandt andet ved at tilrettelaegge nogle
forlgb induktivt, sa eleverne far mulighed for selvsteendigt at formulere formodninger ud fra konkrete eksempler.

Det eksperimenterende element i matematik kan ikke std alene. Derfor skal udvalgte emneforlgb tilretteleegges,
s& eleverne fér en klar forstdelse af bevisets betydning i matematisk teori.

Den enkelte elevs forstdelse af matematik skal udvikles gennem arbejde med mundtlig formidling.

Der lzegges i undervisningen betydelig veegt p& matematikkens anvendelser, og eleverne skal se, hvordan de
samme matematiske metoder kan anvendes pa vidt forskellige faenomener.

Undervisningen tilretteleegges med progression i arbejdsmetoder og fagligt indhold samtidig med, at
grundlaeggende faerdigheder og paratviden fastholdes ved regelmaessigt at blive taget op igen.

CAS-veerktgijer skal ikke blot udnyttes til at udfere de mere komplicerede symbolske regninger, men ogsd
understgtte feerdighedsindlaering og matematisk begrebsdannelse.

3.2. Arbejdsformer

En betydelig del af undervisningen tilrettelaegges som projektforigb eller stgrre temaopgaver over forskellige dele
af kernestoffet og det supplerende stof eller problemstillinger, der er genstand for fagsamarbejde. For hvert
starre forlgb formuleres faglige mal, der tages stilling til arbejdsprocessen,
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og eleverne udarbejder et skriftligt produkt, som kan dokumentere de faglige resultater eller konklusioner
vedrgrende en tvaerfaglig problemstilling. Efter hvert forlgb eller i forbindelse med en repetition demonstreres,
hvorledes det faglige stof kan udmgntes i eksamensspgrgsmal.

En del af undervisningen tilrettelaegges som gruppearbejde med henblik pa at udvikle elevernes matematiske
begreber gennem deres indbyrdes faglige diskussion.

Der arbejdes bevidst med den mundtlige dimension, herunder selvstaendig tilegnelse og praesentation af
forelagte matematiske tekster.

I undervisningen laegges der betydelig vaegt pd opgavelgsning som en afggrende stgtte for tilegnelsen af
begreber, metoder og kompetencer. Lgsning af opgaver foregér bade i timerne og som hjemmearbejde.
Endvidere arbejdes der med stgrre skriftlige produkter som resultat af arbejdet med projekter og emner.

3.3. It

Undervisningen tilretteleegges, sdledes at lommeregnere, it og matematikprogrammer bliver vaesentlige
hjeelpemidler i elevernes arbejde med begrebstilegnelse og problemlgsning. I tilrettelaeggelsen indgdr traening i
at anvende disse hjeelpemidler til at udfgre beregninger, til symbolsk manipulation af formeludtryk, til h&ndtering
af statistisk datamateriale, til at skaffe sig overblik over grafer, til ligningslgsning og til symbolsk differentiation
og integration. Endvidere indgdr anvendelse af lommeregnere, it og matematikprogrammer i tilrettelaeggelsen af
den eksperimenterende tilgang til emner og problemlgsning.

3.4. Samspil med andre fag

N&r matematik B indgdr i en studieretning, skal dele af det faglige stof vaelges, sa det giver mulighed for en
styrkelse af det faglige samspil i studieretningen. Herved skal eleven opnd en dybere indsigt i matematikkens
beskrivelseskraft og i vigtigheden af at overveje og diskutere forudsaetninger for en matematisk beskrivelse og
pélidelighed af de resultater, der opnds gennem beskrivelsen.

Der skal tilrettelaegges sammenhangende undervisningsforlgb med det hovedsigte at udvikle elevernes
kendskab til matematikkens vekselvirkning med kultur, videnskab og teknologi. Dette skal ske gennem et
samarbejde med andre fagomréder eller ved at inddrage elevernes kendskab til disse fagomrader. De forlgb,
hvor matematik B indgdr i et samarbejde med andre fag, skal fremga af undervisningsbeskrivelsen.

4. Evaluering

4.1. Lgbende evaluering
Bade undervisningen og elevernes udbytte heraf evalueres Igbende.

For hvert stgrre projekt- eller emneforlgb skal det tydeligt fremg8, hvorledes elevernes udbytte af forlgbet
evalueres.

Forlgb over stgrre emner inden for kernestoffet afrundes normalt med en test til evaluering af de faglige delmal.

Efter hvert stgrre projekt- eller emneforlgb gennemfgrer lzerer og elever en evaluering af undervisning,
arbejdsformer og fremskridt pa vej mod opfyldelsen af de faglige mél.

Gennem hele gymnasieforlgbet arbejdes med Igsning af skriftlige opgaver, og eleverne afleverer jeevnligt
skriftlige besvarelser. Besvarelserne rettes og kommenteres pd grundlag af bedemmelseskriterierne i pkt. 4.3.

4.2, Prgveformer
Der afholdes en skriftlig og en mundtlig prave.

Den skriftlige prove

Til den skriftlige preve gives der fire timer. Det skriftlige eksamensseet bestdr af opgaver stillet inden for
kernestoffet og skal evaluere de tilsvarende faglige mél som beskrevet i pkt. 2.1. Prgven er todelt. Fgrste
delprgve skal besvares uden brug af andre end szerligt tilladte hjaelpemidler. Efter udigbet af fgrste delpragve
afleveres besvarelsen heraf.

Under den anden del af praven ma eksaminanden benytte alle hjeelpemidler. Kommunikation med omverdenen
er ikke tilladt. Endvidere er brug af internettet ikke tilladt.

Opgaverne til denne del af prgven udarbejdes ud fra den forudszetning, at eksaminanden réder over CAS-
veerktgjer, der kan udfgre symbolmanipulation, jf. pkt. 3.3.
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Den mundllige prove

Den mundtlige preve skal inddrage gennemfgrte projektforlgb og temaopgaver. De endelige spgrgsmal til den
mundtlige prgve skal meddeles til eleverne inden prgven og skal tilsammen daekke de faglige mal og det faglige
indhold. En betydelig del af eksamensspargsmélene skal veere

udformet sdledes, at det er muligt at inddrage gennemfgrte projektforlgb og temaopgaver med tilhgrende
elevrapporter. Spgrgsmélene og en fortegnelse over rapporter og undervisningsforlgb sendes til censor forud for
pr@vens afholdelse.

Det enkelte spgrgsmaél skal udformes med en overskrift, der angiver det overordnede emne for eksaminationen
og med konkrete delspargsmal.

Eksaminationstiden er ca. 30 minutter pr. eksaminand. Der gives ca. 30 minutters forberedelsestid.
Prgven er todelt.

Farste del af prgven bestdr af eksaminandens praesentation af sit svar pd det udtrukne spgrgsmal suppleret med
uddybende spgrgsmal.

Anden del former sig som en samtale med udgangspunkt i det overordnede emne.

4.3. Bedgmmelseskriterier

Bedgmmelsen er en vurdering af, i hvilket omfang eksaminandens praestation lever op til de relevante faglige
mal, som de er angivet i pkt. 2.1.

I denne vurdering laegges der vaegt pd, om eksaminanden:

1) har grundlaeggende matematiske faerdigheder, herunder:
— kan héndtere matematisk symbolsprog og matematiske begreber
— har kendskab til matematiske metoder og kan anvende dem korrekt
— er i stand til at bruge it-veerktgjer hensigtsmaessigt.
2) kan anvende matematik pd foreliggende problemer, herunder:
— kan veelge hensigtsmaessige metoder til Igsning af forelagte problemer
— kan praesentere et matematisk emne eller en fremgangsmade ved Igsning af et matematisk problem pd
en klar og overskuelig mé&de
— kan redeggre for foreliggende matematiske modeller og diskutere deres raekkevidde.
3) har overblik over og kan perspektivere matematik, herunder:
— kan perspektivere matematikken
— har overblik over et omré&de, hvor matematik anvendes i samspil med andre fag, samt evner at
reflektere over matematikkens rolle i anvendelser i andre fag
— kan bevaege sig mellem fagets teoretiske og praktiske sider i forbindelse med modellering og
problembehandling
— demonstrerer indsigt i karakteristiske sider af matematisk raesonnement.

I en eksamenssituation inddrages de kategorier, som er relevante for pdgaeldende eksamensspgrgs-mal.

Ved den mundtlige prave indgér en eventuel rapport ikke i bedemmelsen. Der tages alene hensyn til den
mundtlige preestation.

1 bade den skriftlige og den mundtlige preve gives der én karakter ud fra en helhedsbedgmmelse.

https://www.retsinformation.dk/Forms/R0710.aspx?id=152507#Bil36
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