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Nar man sammenligner matematikpensum i 1.G. far gymnasiereformen med
pensum pa C-niveau efter reformen, er en af de starste aendringer, at emnet
funktioner ikke findes i pensum laengere, i stedet skal man lsere om
variabelsammenhaenge.

Formalet med dette speciale er ikke at diskutere hvordan funktionsbegrebet bar
indfgres i gymnasiet, men at udnytte den valgfrihed, der er opstaet efter det
abstrakte funktionsbegrebs "tilbagetraekning”, til at vaelge en alternativ tilgang til
Funktionsbegrebet. Ud fra Duvals teori om semiotiske repraesentationer og en
analyse af elevernes opfattelse funktionsbegrebet, designes af en covarians-
tilgang til funktionsbegrebet baseret pa.additive og multiplikative aendringer.
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1 Indledning

1.1 Om variabelsammenhange pa C-niveau

Nar man sammenligner matematikpensum i 1.G. fgr gymnasiereformen med pensum pa
C-niveau efter reformen, er en af de starste &ndringer, at emnet funktioner ikke findes i
pensum laengere, i stedet skal man leere om variabelsammenhange. | den traditionelle
matematik-undervisning starter man med at give en pracis definition af en funktion, og
bruger derefter lang tid pa at komme med eksempler pa funktioner og ikke-funktioner,
hvorefter sammensatning af funktioner og omvendte funktioner tages op. Med den nye
reform skaerer man ind til benet og bruger kun tid pa relevante variabelsammenhange,
som minder om de naturlove, der behandles i anvendelserne i gymnasiet. Meningen er, at
man pa C-niveau skal give en ukompliceret og uformel definition af variabel-
sammenhange: En variabelsammenhzng er bare en ligning, hvor der indgar nogle
variable, og vi kan selv velge, hvad der skal veare den afhaengige og den uafhangige

variabel.

Formalet med dette speciale er ikke at diskutere hvordan funktionsbegrebet bgr indfares i
gymnasiet, men at udnytte den valgfrihed, der er opstaet efter det abstrakte
funktionsbegrebs “tilbagetraeekning”, til at vaelge en alternativ tilgang til
funktionsbegrebet og designe et undervisningsforlgb om variabelsammenhange, der er
skraeddersyet til en givet forsggsklasses niveau. Det stod fra starten klart, at jeg som
forsggsklasse ville bruge den klasse, som jeg i hele skoledret 2006/2007 skulle undervise

i matematik som arsvikar, nemlig 1.j. pa Virum Gymnasium.

| kapitel 2 beskrives de teoretiske rammer for designet, hvilket primaert er Duvals teori
om semiotiske reprasentationer. Kapitel 3 indeholder a priori analysen, hvor der
fokuseres pa funktionsbegrebet, elevernes opfattelse af funktionsbegrebet og
mulighederne og begraensningerne ved de enkelte register i forbindelse med
funktionsbegrebet. Derefter behandles de konkrete familier af funktioner, som skulle

behandles i designet, og en analyse af funktionernes karakteristiske egenskaber forer i



slutningen af Kapitel 3 til valget af en covarians-tilgagng til funktionsbegrebet baseret pa
additive og multiplikative @ndringer. | Kapitel 4 designes pa baggrund af Duvals teori
om semiotiske repraesentationer en diagnostisk test, som har til hensigt at undersgge
forsggselevernes forudsatninger i brug af tabeller, grafer og ligninger, og i Kapitel 5
tages der fat pa det egentlige design af undervisningsforlgbet. De opgaver og det
undervisningsmateriale, som er resultatet af designet findes i Appendiks, og da der er tale
om mange sider, som laeseren skal sla op i undervejs, har jeg valgt, at Appendiks skal
veere i en s&rskilt mappe. Resultaterne af elevernes skriftlige arbejde analyseres i Kapitel

6, og kopier af elevernes arbejde findes som bilag.

Jeg vil gerne sige tak til Professor Carl Winslgw for meget intense og leererige mader, til
Martin Sonnenborg for konstruktiv kritik undervejs og til min kereste Anette for at have
passet godt pa vores lille datter Asta i de perioder, hvor specialeskrivningen var meget

tidskraevende. Og til sidst vil jeg sige tak til Virum Gymnasium og eleverne i 1.j. — uden

forsggskaniner var dette speciale ikke blevet til noget!

1.2 Rammerne for forlgbet

Forlgbet skulle finde sted pa Virum Gymnasium i 1.j. i marts 2007, det skulle omhandle
to typer af sasmmenhange, som ikke var gennemgaet fer i klassen, nemlig eksponentielle
sammenhange og potens-sammenhange, og der skulle desuden repeteres linegere
sammenhange, som alle 1.G. klasser pa Virum Gymnasium skulle arbejde med i efteraret
2006. Varigheden af forlgbet var ikke helt fastlagt fra starten, men var pa forhand bedgmt

til at veere omkring 1 maned, svarende til cirka 10 moduler af 100 minutters varighed.

1.3 Praesentation af 1.j. pa& Virum Gymnasium 2006/2007.

En vigtig faktor, der skulle tages hensyn til, da jeg skulle tage de farste beslutninger i mit
design, var selvfalgelig de elever, der skulle undervises. En komplicerende faktor var, at
det efter grundforlgbet (det farste halve ar) var muligt for eleverne at skifte klasse, sa jeg
kunne ikke veere sikker pa at den klasse, der skulle afprgve mit design, bestod af preecis

de samme elever, som den klasse jeg kendte, da jeg tog de farste store beslutninger med



hensyn til designet. Klassen bestod i efteraret 2006 af 30 elever, som alle havde valgt en
studieretning med spansk og samfundsfag og sa fa naturvidenskabelige fag som muligt.
Jeg skulle undervise 1.j. i matematik pa C-niveau og langt de fleste elever regnede med,
at de ikke ville veelge matematik pa B- eller A-niveau, sa groft sagt var matematik bare et

fag, der skulle overstas for en stor del af eleverne.

Da jeg pabegyndte dette speciale, havde jeg allerede undervist klassen i et par uger, sa jeg
havde en god idé om deres faglige niveau: Omkring en tredjedel af klassen havde store
problemer med grundlaeggende ferdigheder som brakregning og brug af parenteser og
havde tydeligvis haft visse problemer med matematik i folkeskolen. Lidt over en
tredjedel af eleverne 1& omkring eller lidt under middel med nogenlunde
regnekundskaber, men uden det store abstraktionsniveau, og lidt under en tredjedel af
eleverne var markant dygtigere end de andre og smakedede sig lidt under den farste tids
repetition af folkeskolestof.

Klassen inhomogenitet, det store antal svage elever, klassens generelt darlige disciplin og
elevernes manglende ambitioner indenfor matematik gav i starten af skolearet et darligt
arbejdsmiljg. Udover hyppige problemer med larm i timerne gjorde klassens
inhomogenitet, at det var sveert at finde en passende tempo i klasseundervisningen og de
svage elevers udbytte af opgaveregningen var begranset, fordi de hele tiden gik i sta, og
der ikke var tid nok til at hjeelpe den enkelte elev. Generelt blev klassen betragtet som en

problemklasse af gymnasiets larere.

2 De teoretiske rammer

| dette kapitel vil jeg praesentere de overordnede teoretiske rammer for specialet uden at
fokusere pa funktionsbegrebet (bortset fra i et par af de eksempler, som skal illustrere
teorien). Duvals teori om semiotiske repraesentationer udger fundamentet for min
semiotiske tilgang, og Sfards teori om proces/objekt-dualiteten praesenteres ogsa her, selv

om denne teori kommer i anden rekke og kun benyttes enkelte steder i specialet.



2.1 Duvals teori om semiotiske repraesentationer.

Dette teoriafsnit bygger primart pa den nyeste tilgeengelige artikel af Duval (2006).
Duvals udgangspunkt er, at forskning i leering af matematik ma veere baseret pa det, som
eleverne rent faktisk producerer. Disse produkter er kun toppen af ishjerget, det er det
eneste vi kan observere, men er resultatet af en raeekke dybereliggende kognitive
strukturer, som ligger gemt under overfladen. Malet med Duvals sdkaldte kognitive
tilgang er at undersgge disse kognitive strukturer og dermed finde frem til kilderne til

elevernes laringsvanskeligheder (Duval 2006, 104).

Det vigtigste begreb for Duval er begrebet en reprasentation, der defineres som ’noget,
der star for noget andet”” (min oversattelse fra Duval 2006, 103). Dette er en meget bred
definition, en repraesentation kan eksempelvis veere tegn fra et officielt skriftsprog,
verbale ytringer, et fotografi, eller det kan veere en skitse. Alt hvad eleverne producerer i
matematik er derfor repraesentationer, sd man kan formulere den farste linje i dette afsnit
sadan, at forskning i leering af matematik ma veere baseret pa elevernes repraesentationer.
Af seerlig interesse for matematikere er de semiotiske reprasentationer, som er
repraesentationer, der hgrer til et system af repraesentationer, hvortil der er knyttet serlige
regler. Et sadant system kaldes et system af semiotiske repraesentationer eller bare et
semiotisk system (Duval 2006, 104). Ethvert semiotisk system har sine egne muligheder
(og begraensninger), sa for at forsta de tankeprocesser, der ligger bag matematisk
aktivitet, ma man tage hensyn til de semiotiske systemer, der benyttes (Duval 2006, 109).

Duval stiller spgrgsmalet: Bruger man de samme kognitive strukturer i matematik som i
andre fag? Svaret er nej! For det fgrste har man i matematik - i modsatning til i andre
fag - kun kontakt med de objekter, som man arbejder med, via semiotiske
repraesentationer, og for det andet bruger man et stgrre antal semiotiske systemer i
matematik end i andre fag. For at leere et matematiske objekt at kende, kraever det, at man
leerer at arbejde med alle objektets mulige repraesentationer. Men hvordan leerer man at
adskille objektet fra repraesentationerne, nar man kun kan komme i kontakt med objektet
gennem repraesentationerne? Hvordan kan man overhovedet ”se” et matematisk objekt,

nar man som begynder endnu ikke har stiftet bekendtskab med alle objektets



repraesentationer endnu? Hvordan skal denne begynder i det hele taget kunne afgare,
hvad der er matematisk relevant i en semiotisk reprasentation, og hvad der ikke er
matematisk relevant? Problemet er, at man for at kunne forsta hvad der er matematisk
relevant for en enkelt semiotisk repreesentation, bliver ngdt til at kende til det
matematiske objekt, og at man pa den anden side kun kan komme til at kende det
matematiske objekt via semiotiske repraesentationer. At man kun kan se et matematisk
objekt i form af en semiotiske repraesentation, men at man ikke ma identificere det
matematiske objekt med den semiotiske repraesentation kaldes for det kognitive paradoks
(Duval 2006, 107).

For at undersgge de kognitive strukturer, der farer til elevernes produktion af
repraesentationer, er det ifalge Duval vigtigt at se pa hvilke kognitive funktioner, der skal
bruges til at arbejde med hvert af de semiotiske systemer. Med terminologien proces i et
semiotisk system menes i det fglgende en transformation af reprasentationer. Den
sedvanlige klassifikation af semiotiske systemer i katagorierne sprog (symbolsk eller
naturligt) og billede er utilstraekkelig fra et kognitivt synspunkt, i stedet definerer Duval
de sakaldte registre: Et semiotisk system er et register, hvis og kun hvis det er muligt at
transformere repraesentationerne i det semiotiske system. Duval giver ikke eksplicit
eksempler pa semiotiske systemer, der ikke er registre, men antyder at ”pinde-notation”

for naturlige tal ikke er et register.

Ifglge Hoffmann(2006, 281ff) er Duvals skelnen mellem registre og ikke-registre ganske
uklar, men Hoffman skriver ogsa, at der i semiotik ikke findes en samlet anerkendt teori,
hvilket betyder, at der er en overflod af forskellig terminologi. | dette speciale vil jeg for
at fa et fast holdepunkt, bruge Duvals terminologi — og acceptere de uklarheder, der

eventuelt falger med.

Registrene inddeles i fire katagorier pa baggrund af falgende to kriterier:
1. Er processerne i det semiotiske system diskursive eller ej?

2. Er processerne i det semiotiske system algoritmiske eller ej?



Med en diskursiv proces menes en af de tre diskursive operationer (Duval 2006, 110):
e Navngivning af objekter.
e Udsagn om relationer mellem objekter eller egenskaber ved objekter.
e Inferens, det vil sige udregninger eller deduktion ved hjelp af logik.

Huvis alle processer i et register er diskursive, siger man, der er tale om et diskursivt

register. I modsat fald er registret ikke-diskursivt.

Hvis processerne i et semiotisk system er algoritmiske, kaldes registret for
monofunktionelt og hvis processerne ikke er algoritmiske, kaldes registret for multi-
funktionelt. Falgende skema (Figur 2-1) giver en oversigt over de fire katagorier af
registre (Duval 2006, 110):

Katagorisering af Diskursivt register Ikke-diskursivt register

semiotiske systemer

Multifunktionelt register skriftligt eller mundtligt for eksempel en figur eller

naturligt sprog skitse af en graf
Monofunktionelt register udregning eller bevis i for eksempel en graf eller
symbolsprog tabel

Figur 2-1

Lad os se pa et par eksempler. En funktion kan repraesenteres ved en ligning. En ligning
er en semiotisk repraesentation, som hgrer til i det semiotiske system, der kan kaldes
symbolsprog. Man kan lave udregninger ved hjalp af symbolsprog, sa derfor er
symbolsprog et register, man bruger udtrykket det symbolske register. Eksempler pa
matematiske processer, der foretages i det symbolske register, er reduktion af et
formeludtryk, lgsning af en ligning og differentation af en funktion. Generelt er de fleste
processer, der laves med symbolsprog, algoritmiske, idet man kan opskrive en procedure
for, hvordan man skal gare. Der er altsa tale om monofunktionelt register. Desuden er
alle de matematiske processer, man kan lave med symbolsprog, diskursive, da de bestar
af mindst en af de tre diskursive operationer: Navngivning, udsagn og/eller inferens.

Det symbolske register er derfor et diskursivt register.




En funktion kan ogsa repraesenteres af en graf. Eksempler pa matematiske processer, man
kan lave med en graf, er afleesning af punkter, parallelforskydning og tegning af graf. Da
man kan foretage transformationer af grafer, kan man med Duvals terminologi tale om
det grafiske register. De processer, som man kan lave med en graf, foregar efter bestemte
procedurer, det vil sige, at det grafiske register er mono-funktionelt. De tre diskursive
operationer kan ikke foretages i det grafiske register, det vil sige, at det grafiske register
er ikke-diskursivt. Generelt hgrer figurer, diagrammer og tabeller til i ikke-diskursive

registre.

Et eksempel pa en reprasentation, der harer til i et ikke-diskursivt og multifunktionelt
register, er en frinands-skitse af en graf. Skitsen kan ikke reproduceres ved hjelp af en
algoritme, sa derfor harer den til i et multifunktionelt register. | modsatning til en
“korrekt” tegning af en graf, hvor hvert punkt (i princippet) kan konstrueres ifglge visse
lovmaessigheder, kan man ikke aflaese lokale egenskaber, som for eksempel
koordinaterne til et punkt pa en skitse, men kun globale egenskaber, som for eksempel
om grafen gar opad eller nedad. Dette betyder, at der fra et kognitivt synspunkt er stor
forskel pa at arbejde med grafer og med skitser af grafer.

2.1.1 Visualisering

Jeg vil her foretage et lille sidespring, som handler om hvordan repraesentationernes
tilsigtede matematiske indhold ikke ngdvendigvis kommer frem til modtageren. Der er
neeppe nogen, der vil argumentere imod, at synssansen er den vigtigste af vores sanser i
matematik. Det er jo ved hjalp af synet, at vi far adgang til de semiotiske
repraesentationer, som den moderne matematik er baseret pa. For at forsta synets rolle i
matematik, betragter Duval (2002b, 320f) de kognitive funktioner, som vores synssans

generelt giver anledning til.

For det forste giver synsindtrykkene os direkte adgang til fysiske objekter, denne

kognitive funktion bliver kaldt vision af Duval. For det andet kan man ved hjealp af



synssansen pa et gjeblik opfatte flere objekter samtidigt eller man kan opfatte en hel
struktur, denne kognitive funktion kaldes visualisering. Pa sin vis er visualisering det stik
modsatte af diskurs, som bygger pa en sekvens af enheder - visualisering handler om
helheden.

Hvis man ser pa en tegning af en fysisk genstand (for eksempel et hus), kan man
umiddelbart ved hjelp af vision opfatte hvad man ser, fordi der er visse ligheder mellem
tegningen og et fysisk objekt - tegningen kaldes ikonisk (ibid 322f). | matematik refererer
de semiotiske reprasentationer ikke til fysiske objekter, sa selv om man bruger vision til
at opfatte formerne af repraesentationerne, bliver man ngdt til at bruge visualisering til at
forsta det matematiske indhold. Som eksempel giver Duval opfattelsen af grafer: De
fleste elever kan ikke forbinde informationen i en graf med kendte definitioner eller
informationer i et andet register, men eleverne kan sagtens danne sig et ’naivt holistisk
billede af hvordan grafen ser ud, den gar op og ned som en vej i bjergene (ibid 324, min
egen oversattelse)””. Konklusionen er, at visualisering er en semiotisk proces, som kun
kan lzeres ved at arbejde specifikt med de enkelte registre. Duval giver ikke et svar pa
hvordan man laerer at visualisere i de enkelte registre, men bemarker som eksempel, at
det ikke er nok at konstruere grafer og geometriske figurer for at forstd dem. Arsagen er,
at konstruktion er baseret pa lokale egenskaber, mens visualisering ogsa er baseret pa

globale egenskaber.

2.1.2 Operationer og konversioner

Ovenstaende katagorisering af semiotiske systemer blev foretaget pa baggrund af hvilke
kognitive funktioner, der tages i brug, nar man foretager transformationer af
repraesentationer indenfor det samme semiotiske system. En sadan transformation af
repraesentationer indenfor det samme register kaldes pa engelsk en "treatment” af Duval,
hvilket jeg har valgt at oversatte til operation. Hvis en transformation af reprasentationer
starter i et register og ender i et andet register, kaldes transformationen for en konversion.
Med den nye sprogbrug kan man sige, at al matematisk aktivitet bestar af enten

operationer eller konversioner.
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Nu er vi i stand til at formulere Duvals hypotese om de to vigtigste kilder til
leeringsproblemer i matematik:
1. Kompleksiteten af operationer i et multifunktionelt register

2. Konversioner mellem registre

2.1.3 Kompleksiteten af operationer i et multifunktionelt register

Et af de store problemer med de multifunktionelle registre er, at de i sammenligning med
de monofunktionelle registre umiddelbart virker mere tilgaengelige for eleverne, men da
man ikke kan bruge de multifunktionelle registre pd samme made i matematik, som man
kan i andre sammenhange, kommer eleverne pa usikker grund. Ifglge Duval (2002a, 7ff)
giver elevernes problemer med de multifunktionelle registre anledning til at hovedvagten

leegges pa de monofunktionelle registre i undervisningen.

2.1.4 Konversioner mellem registre

Duval skelner mellem to typer af konversioner: De kongruente konversioner og de ikke-
kongruente konversioner. En konversion er kongruent, nar der pa oplagt vis er en en-til-
en korrespondance mellem elementerne i det ene register og elementerne i det andet
register, saledes at konversionen bare er en oversattelse af element for element (Duval
2006, 112f). Men nar der ikke findes en sadan oplagt en-til-en korrespondance mellem
elementerne i de to registre, er der tale om en ikke-kongruent konversion, og denne slags
konversion giver selvsagt anledning til starre problemer hos eleverne end de kongruente

konversioner.

Et interessant feenomen er, at svaerhedsgraden af en konversion ikke bare afhanger af
hvilke to registre, der er implicerede, men ogsa af retningen af konversionen. Det kan
sagtens veere sadan, at konversionen er lige til at ga til den ene vej og meget vanskelig
den anden vej. En observation af mere teoretisk art er, at konversion kraver afstandtagen
til det register, hvori det matematiske objekt blev introduceret for eleven. Der sker ofte

det, at eleven identificerer det matematiske objekt med en repraesentation i et enkelt
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register, og enhver konversion vil derfor for eleven resultere i et helt nyt matematisk
objekt (Duval 2006, 124).

Nu er vi kommet tilbage til de spargsmal, der blev stillet i starten: Hvordan lzrer man at
adskille objektet fra repraesentationerne? Hvordan skal man kunne afgare hvad der er
matematisk relevant i en semiotisk repraesentation? Som svar pa spgrgsmalene citeres
Duval (2006, 125 min egen oversettelse): ’Det er kun ved at undersgge variationer af
repraesentationerne i start- og slut-registret, at eleverne kan indse, hvad der er
matematisk relevant i en repraesentation, kan udfare konversioner og at eleverne kan
adskille det reprasenterede objekt fra indholdet af repreesentationerne.” En ngdvendig
betingelse for forstaelse af matematik er altsa kunne koordinere mindst to registre (Duval
2006, 115 og 126).

2.1.5 Duvals konklusion

Al matematisk aktivitet bestar af operationer og konversion. De to begreber er ikke helt
uafhangige, idet hvert register har sine muligheder og begraensninger, sa man i praksis
ofte veelger at foretage en konversion, for at komme til et register, hvor operationerne kan
udferes mere effektivt. Konversionerne spiller ingen rolle fra et matematisk synspunkt,
men er pa alle uddannelsesniveauer en hindring, der skal overvindes, hvis man skal
kunne forsta matematikken. Duval (2006) afslutter sin artikel med ordene:

"The true challenge of mathematics education is first to develop the ability to change

representation register.”

2.2 Teori om proces/objekt-dualitet

Sfards (1991) udgangspunkt er, at det er gennem filosofisk indsigt i de matematiske
begrebers natur, at vi forstar de psykologiske processer, der foregar, nar et nyt begreb
skal tilegnes. Det er Sfards hovedidé, at alle matematiske begreber kan opfattes pa to
mader (Sfard 1991, 4):

1. Proces-opfattelse

2. Objekt-opfattelse
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En proces-opfattelse er en dynamisk synsvinkel, hvor det matematiske begreb betragtes
som en proces eller en potentiel proces. En objekt-opfattelse er derimod en statisk
opfattelse af et matematisk begreb som et matematisk objekt, der kan overskues i et
gjebliksbillede. De to mader at opfatte matematiske begreber pa er komplementare: Nar
man tenker pa den ene made, kan man ikke teenke pa den anden made, men tilsammen
giver de to tenkemader en fuldstendig beskrivelse af de matematiske begreber, og
komplekse problemer lgses altid ved at skifte frem og tilbage mellem proces-opfattelsen
0g objekt-opfattelsen. Sfard argumenterer for, at proces-opfattelsen har en tendens til at
ga forud for objekt-opfattelsen, derfor analyserer Sfard nogle af de centrale matematiske
begreber i et historisk perspektiv.

Sfard postulerer, at det er den generelle tendens, at de matematiske begreber historisk set
kommer frem i form af processer og ender som objekter, men gagr samtidig opmarksom
pa, at der er undtagelser. Et eksempel pa en undtagelse er geometri, hvor
repraesentationernes materielle karakter gar den objekt-opfattelsen ganske naturlig (Sfard
1991, 10). | det hele taget har karakteren af de tilgeengelige repraesentationer historisk set
haft en betydning for om de matematiske begreber er blevet opfattet som processer eller
som objekter. Sfard giver som eksempel indfgrslen af tallinjen, som havde stor betydning
for, at de reelle tal blev opfattet som et objekt. Hvis man i stedet for de specifikke
matematiske begreber betragter matematikkens udvikling som helhed, argumenterer
Sfard for, at der ogsa her er en tendens til at starte med proces-opfattelsen og slutte med
objekt-opfattelsen. De to ekstremer tages op: Oldtidens matematik var udelukkende
proces-orienteret, mens matematikken i det 20. arhundrede er indbegrebet af den
strukturelle opfattelse (Sfard 1991, 23f).

Sfard sammenligner ovenstaende historiske udvikling med individets tilegnelse af et
matematisk begreb og konkluderer, at der ogsa for det enkelte individ er en tendens til at
proces-opfattelsen kommer far den objekt-opfattelsen. Ogsa her ger Sfard opmaerksom
pa, at der kun er tale om en tendens - der findes undtagelser — og ogsa her gar Sfard
opmarksom pa, at nogle reprasentationer har et mere objekt-orienteret praeg end andre.
Det kan ligefrem vaere til ulempe for eleverne, hvis et matematisk begreb identificeres
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med en enkelt objektpraeget repraesentation, fordi det objekt, som eleven “ser” er er en
ufuldsteendig version af det "rigtige” objekt (Sfard 1991, 21).

Sfard identificerer ved hjalp af ovenstdende analyse af de matematiske begrebers
historiske udvikling tre faser i dannelsen af et matematisk begreb og de tre faser
overfares til det enkelte individs opfattelse af et matematisk begreb (Sfard 1991, 18f):
1. Interiorization
2. Condensation

3. Reification

Interiorization er den gradvise proces der sker, nar individet bliver mere og mere fortrolig
med de operationer, som senere giver anledning til det nye matematiske begreb. Nar man
kan analysere operationerne udefra uden faktisk at udfere dem, er man kommet videre til
den naste fase, som er condensation. I denne fase, som ogsa foregar gradvist, bliver
individet i hgjere og hgjere grad i stand til at teenke pa en givet proces som en helhed —
uden at ga i detaljer med andet end input og output. Den tredje fase (reification) adskiller
sig fra de andre to faser ved at ikke at forega gradvist. Det er "et ontologisk skift, hvor en
velkendt proces pludselig ses i et helt andet lys” (Sfard 1991, 19 min egen oversattelse),

nemlig som et objekt.

Reification kommer sjeldent pd kommando, oftest kommer reificationen forsinket og pa
et uventet tidspunkt. Men hvorfor kan man ikke bare leere eleverne de ngdvendige
teknikker, der skal bruges i processerne og derefter fortelle eleverne om de matematiske
objekter og derved fremprovokere reifikation? Arsagen er falgende onde cirkel: For at
leere det matematiske objekt at kende er det ngdvendigt at forsta teknikkerne, men for at
forsta teknikkerne er det ngdvendigt at have et kendskab til det matematiske objekt. Sfard
navner i den forbindelse, at man i den traditionelle matematikundervisning oftest
introducerer begreberne som objekter, men alligevel fortolkes de strukturelle definitioner

ofte som processer af eleverne (Sfard 1991, 23).
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Sfard konkluderer, at der ikke er en nem vej for reifikation for eleverne, nogle opnar det
aldrig, men at man for at forbedre matematikundervisningen ma forsgge at bryde den

nevnte onde cirkel og stimulere reifikation.

2.3 Problemformulering nummer et

Da jeg under a priorianalysen og i begyndelsen af designfasen tog beslutninger, som
efterhanden indsnavrede problemstillingen, ville det vare i strid med mine tanker
undervejs, hvis jeg angav en endelig problemformulering allerede her. | stedet vil jeg

angive flere problemformuleringer med stigende preaecision, den farste kommer herunder.

For jeg skriver selve problemformuleringen vil jeg komme med en meget vigtig
bemarkning om, hvad Duval vil med sin teori om semiotiske repraesentationer, og om
hvordan jeg bruger Duvals teori i dette speciale. Duvals teori er ikke lavet til at skulle
bruges direkte til design af undervisningsforlgb. Teorien er derimod en beskrivelse af
hvad der er de vigtigste Kilder til l&eringsvanskeligheder set fra et psykologisk perspektiv,
og der gives ikke pracise lgsninger pa de problemer, der opstilles, andet end at en
ngdvendig forudsatning for en elevs matematisk forstaelse er at eleven lerer at foretage
konversioner og leerer at koordinere registre (jeevnfar afsnit 2.1.4 og 2.1.5). Jeg vil tilfgje,
at det derudover er helt grundleeggende, at eleverne larer de enkelte registre at kende,

ethvert register har jo ifglge Duval sine helt egne muligheder (jeevnfar afsnit 2.1).

Da emnet variabelsammenhange pa C-niveau i gymnasiet ifglge bekendtggrelsen i hgj
grad bestar af at leere tabeller, grafer og ligninger at kende, at kunne konvertere mellem
dem og at koordinere dem for nogle simple typer af funktioner (hvilket uddybes senere i
afsnit 3.8 om bekendtgarelsen), har jeg valgt at bruge Duvals teori til at give struktur i
mit design. Malet med forlgbet er et lere de enkelte registre at kende og at leere at udfare
konversioner for en reekke konkrete funktioner, samt at arbejde med koordination af
registre. Sammenlignet med den traditionelle undervisning, hvor funktionerne bliver
gennemgaet efter type, vil jeg inddrage en ekstra ”dimension,” sa der systematisk
arbejdes bade med typer af funktioner og med konversioner.
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Duvals teori giver ikke belaeg for at mit design vil fare til at eleverne bliver fleksible
opgavelgsere, som kan foretage konversioner til det register, hvor den enkelte opgave
lgses mest effektivt, eller til at eleverne ville fa en objektopfattelse af funktionsbegrebet,
men det ansa jeg heller ikke for at veere et realistisk mal for gymnasieelever, som kun har
valgt matematik pa C-niveau. Jeg havde fra starten af en forventning om at en del af
eleverne i forsggsklassen ville have problemer med fundamentale egenskaber ved
tabeller, grafer og ligninger, som ellers er pensum i folkeskolen, og valgte som det
primare mal at prgve at fa alle elever med i undervisningen. Ved specifikt at arbejde med
egenskaberne ved de enkelte registre, med konversioner samt koordination mellem
registre og ved at veere bevidst om valget af registre til at fremhzve egenskaber ved de

nye typer af sammenhange, sigtede jeg efter at haeve bundniveauet i klassen.

En anden vigtig bemarkning er, at jeg fra starten valgte, at jeg ikke ville fokusere pa
spillet mellem laerer og elever i klassevarelset, og at jeg ikke som en del af dette speciale
ville planlaegge eller analysere de enkelte timer i store detaljer, hvilket skyldes min
dobbeltrolle som forsggsklassen leerer og forsker/observater. | stedet ville jeg teste
elevernes forudseaetninger fer forlgbet, design et undervisningsforlgb, som tog hensyn til
disse forudsztninger og analysere slutresultatet. Dette sammenfattes i den farste

problemformulering:
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Problemformulering nummer et

Formalet med specialet er at designe et undervisningsforlgh om eksponentielle
sammenhange og potens-sammenhange pa gymnasiets C-niveau. Der tages
udgangspunkt i Duvals teori om semiotiske repreesentationer med fokus pa felgende
punkter:

e Analyse af elevernes forudsetninger for brug af det numeriske, grafiske og
symbolske register far forlgbet.

e Design af opgaver og tilhgrende undervisningsmateriale om eksponentielle og
potens-sammenhange, som tager hensyn til elevernes forudsatninger i de tre
registre og som systematisk behandler alle 6 mulige konversioner mellem de tre
registre for begge typer af variabelsammenhange.

e Analyse af elevernes skriftlige arbejde med henblik pa at undersgge om eleverne
forbedrede eventuelle problemer med de tre registre og om eleverne efter forlgbet
var i stand til at udfere de konkrete konversioner for de to givne typer af

sammenhange.

3 A priori analyse

I dette kapitel vil jeg med min semiotiske tilgang behandle funktionsbegrebet i
matematikundervisningen. Jeg vil foretage en kort epistemologisk analyse af begrebet
”en variabelsammenhang”, hvilket blandt andet farer til en definition af en
variabelsammenhang, jeg vil beskrive litteraturens behandling af elevernes typiske
misforstaelser i forbindelse med funktionsbegrebet, og jeg vil give en teoretisk baggrund
for en covarians-tilgang til funktioner, som passer til bekendtgarelsens formelle krav.

3.1 Korrespondance og covariation, funktioner fgr og efter reformen.

I undervisningen kan man gribe funktionsbegrebet an pa to mader, som kaldes
korrespondance-tilgangen og covariation-tilgangen (Slavit 1997, 262f). Med
korrespondance-tilgangen fokuseres der pa par af input- og output-variable, hvor der til
hver input-variabel korreponderer precis én output-variabel. Med covariation-tilgangen
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fokuseres der pa vaekstegenskaber og @ndringer af de to variable, hvad sker der med den
ene variabel, nar der varieres lidt pa den anden variabel? P4 samme made som
funktionsbegrebet var intuitivt og uformelt for et par hundrede ar siden, er covarians-

tilgangen heller ikke veldefineret.

Matematikundervisningen om funktioner har indtil for nyligt hovedsageligt veret baseret
pa en korrespondancetilgang i de danske gymnasier. | standard-lerebggerne af
Carstensen og Frandsen (1997, 199ff) introduceres eleverne i 1.G til definitionsmangde
og verdimangde og en formel definition af en funktion, som dog er skrevet med ord og
ikke i et formaliseret sprog. En reekke eksempler pa simple funktioner bliver gennemgaet,
og det abstrakte funktionsbegreb gar det muligt at definere injektivitet, sammensatte

funktioner og omvendte funktioner.

Efter gymnasiereformen i Danmark skal alle gymnasieelever har matematik pa mindst C-
niveau, og nu har man fra ministeriets side valgt, at en korrespondancetilgangen ikke
leengere er ngdvendig, og man anbefaler en covarians-tilgang. | bekendtgarelsen
(Bekendtgarelsens bilag 36 Stx, december 2004) beskrives kernestoffet, jeg har udvalgt
de dele, der har relation til funktionsbegrebet:

e Formeludtryk til beskrivelse af ligefrem og omvendt proportionalitet samt
linesere sammenhange, eksponentielle sammenhange og potenssammenhange
mellem variable.”

e ”xy -plot af datamateriale samt karakteristiske egenskaber ved lineare
sammenhange, eksponentielle sammenhange og potenssammenhange,

anvendelse af regression.”

Under faglige mal star der blandt andet:
e ’[Eleverne skal kunne]... handtere simple formler, herunder overszatte mellem
symbolholdigt og naturligt sprog og kunne anvende symbolholdigt sprog til at

lase simple problemer med matematisk indhold.”
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e ”’[Eleverne skal kunne]...anvende variabelsammenhange i modellering af givne
data, kunne foretage fremskrivninger og forholde sig reflekterende til disse samt

til reekkevidde af modellerne.”

Bemark at ordet funktion ikke indgar overhovedet, men at ordene variabelsammenhange

og sammenhange bruges flere steder, uden en precis definition.

Covarians-tilgangen afspejles i leerebogen Gyldendals Gymnasiematematik Grundbog C
(Clausen et al. 2005, 32f), hvor funktioner behandles under overskriften
”Variabelsammenhange og vakst” (kapitel 2). Der er ingen formel definition af hvad en
variabelsammenhang er, men kapitlet starter med en beskrivelse af hvor nyttig
matematikken er i naturvidenskaben, efterfulgt af definitioner af afhaengige og
uafhangige variable. Derefter bliver der vist en lang reekke eksempler pa hvordan
variabelsammenhange i form af ligninger kan bruges til at beskrive en lang reekke
feenomener, og senere behandles ogsa grafer, tabeller og brugen af naturligt sprog. En
variabelsammenhzng defineres altsa implicit som en ligning, der kan beskrive et
feenomen. Det funktionsbegreb, som man nu underviser i pa gymnasiet pa C-niveau, har
saledes langt mere til faelles med det primitive funktionsbegreb fra det 17. og 18.
arhundrede end det har til feelles med det moderne funktionsbegreb. Dette ledte mig til at
foretage et lille studie af funktionsbegrebet i et historisk perspektiv, hvilket bringes i

naeste afsnit.

3.2 Funktionsbegrebet i et historisk perspektiv.

I matematikundervisningen er det traditionelt sadan, at leereren preesenterer det “faerdige
produkt”, det vil sige den matematik, der er resultatet af &rhundreders forskning. Arsagen
er vel, at man som matematiker ikke vil lade sig ngje med at gennemga et par
specialtilfeelde, men meget hellere vil vise hvor generelle de matematiske teorier er.
Noget af det, der ggr matematikken sa speciel er jo, at man ved at formulere sig abstrakt,

kan komme frem til nogle meget generelle teorier. Det er altsa ikke af ngdvendighed, at
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eleverne lerer det faerdige produkt, det er mere pa grund af den matematiske stolthed og

tradition.

Nar man teenker pa hvor mange problemer gymnasieeleverne har med at forsta den
mangdebaserede definition af funktioner, er det oplagt at sparge, om man som
matematiklaerer ikke kan sluge sin matematiske stolthed og ngjes med et mere primitivt
funktionsbegreb til at starte med, og sa generalisere efterhanden som man far brug for
det? Hvorfor er det overhovedet ngdvendigt at bruge maengder til at definere funktioner?
Hvis man skal kunne forsta hvordan det moderne funktionsbegreb opstod, og hvis man
gerne vil studere alternative definitioner af funktioner, er det oplagt at se pa
funktionsbegrebet i et historisk perspektiv. I dette afsnit sgger jeg at besvare fglgende

spegrgsmal: Hvordan har definitionen af en funktion @ndret sig gennem tiderne?

3.2.1 Det primitive funktionsbegreb i perioden cirka 1450 til cirka 1700.

Lad mig starte med at sla fast, at ordet funktion blev brugt for farste gang i slutningen af
det 17. arhundrede, sa strengt taget blev funktionsbegrebet opfundet pa dette tidspunkt!
Jeg vil dog tillade mig i det fglgende at bruge ordet funktion om de funktionslignende
matematiske begeber, som blev brugt fgr ar 1700 og vil i det falgende fokusere pa
udviklingen fra cirka 1450 til 1900.

I perioden cirka 1450-1650 var naturvidenskaben i kraftig udvikling og mange af
hovedpersonerne var bade fysikere og matematikere, hvilket var medvirkende til at der
ikke var et klart skel mellem matematik og fysik. Galileo mente, at matematikken var det
bedste redskab til at beskrive naturen sa simpelt som muligt, og her spiller funktioner en
central rolle. Man kan sige, at funktioner er udviklet som det ngdvendige matematiske
veerktgj til at give en kvantitativ beskrivelse af naturen. Jodo Pedro Ponte formulerer det
sadan, at funktionsbegrebet oprindeligt var taet knyttet til begrebet naturlov (Ponte 1992,
4f). Ifglge Ponte havde det primitive funktionsbegreb i det 17. (og 18.) arhundrede
felgende tre essentielle elementer:

1. Den algebraiske notation
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2. Den geometriske repraesentation
3. Forbindelsen til konkrete fysiske problemstillinger

| starten af perioden var en funktion saledes identificeret med et analytisk udtryk, alle
funktioner havde en (forholdsvis) simpel geometrisk repraesentation og man betragtede
primeert funktioner, som havde relation til fysiske problemer. Vi vil se, hvordan man i
lgbet af de naeste par arhundreder efterhanden droppede alle tre krav og gjorde

funktionsbegrebet helt abstrakt.

Den farste gang ordet funktion er navnt i (matematik)litteraturen er i 1673 af Leibniz,
hvor en funktion beskriver visse geometriske stgrrelser, som subnormal, subtangent osv,
eksempelvis: En tangent er en funktion af en kurve (Kleiner 1989, 2). Leibniz og
Bernoulli blev i perioden 1694-1698 enige om at bruge ordet funktion til at sta for en
afhaengighed af én variabel (Ponte 1992, 2), her er den farste egentlige definition af en
funktion:

“Johann Bernoulli, in a letter to Leibniz written on 2 September 1694, described a
function as:- ... a quantity somehow formed from indeterminate and constant quantities.”

(citatet stammer fra MacTutor: O"Connor og Robertson 2005)

3.2.2 Funktionsbegrebet i perioden cirka 1720-1820

Den matematiske analyse var i kraftig udvikling i denne periode, blandt andet inspiret af
fysiske problemer, som varmeledning og problemet om den vibrerende streng.
Funktionsbegrebet var i konstant forandring, farst var det et analytisk udtryk, senere en
kurve (tegnet med fri hand) og senere igen en analytisk formel, men denne gang en
Fourier-rekke (Kleiner 1989, 9). |1 1748 udgav Euler Introductio in analysin infinitorum,
hvor funktionsbegrebet var fundamentet for hans praesentation af analysen. Euler

definerede en funktion som falger:

A function of a variable quantity is an analytic expression composed in any way

whatsoever of the variable quantity and numbers or constant quantities
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(fra MacTutor: O"Connor og Robertson 2005, 3).

Euler definerer ikke begrebet “analytisk udtryk” helt praecist, men skriver at det daekker
over de 4 seedvanlige regneoperationer, rgdder, eksponentialer, logaritmer,
trigonometriske sammenhange, afledte og integraler. Euler klasssificerede funktioner
som algebraiske eller trancendentale, entydige (single-valued) eller flertydige
(multivalued), eksplicitte eller implicitte. Det skal ogsa bemaerkes, at Euler slet ikke
brugte geometriske repraesentationer (Kleiner 1989, 3). Ifglge Connor og Robinson
(2005) havde man far Euler betragtet sinus, cosinus og tangens som linjestykker, der
havde forbindelse til en cirkel, for Euler var det funktioner pa lige fod med andre

analytiske udtryk.

3.2.3 Funktionsbegrebet i perioden cirka 1820-1900

Kendetegnende for denne periode er, at man tager afsked med funktionsbegrebets
forbindelse til fysiske problemstillinger. Dirichlet definerede i 1837 en funktion som en
arbitraer korrespondance mellem variable, som repreesenterer tal, hvor der til den
uafhangige variabel svarer pracis ét tal. Dirichlet naeevnte som et eksempel pa en
funktion D(x), den regel, hvor veerdien er O for et rationelt tal og 1 for et irrationelt tal
(Ponte 1992, 3).

| det 19. arhundrede var funktionsbegrebet ved at miste jordforbindelsen. Pa den ene side
var det ngdvendigt at give en abstrakt definition, fordi der ikke matte vere uklarheder i
analysens fundament, men pa den anden side farte de abstrakte funktioner til eksempler
pa funktioner, som var meget lidt intuitive. | slutningen af det 19. arhundrede kom
mangdelaren frem som et bud pa matematikkens grundlag, og som fglge heraf begyndte
man at give mangdeteoretiske definitioner af funktioner. Her er Cantors (1845-1918)
definition:

En funktion er en arbitrar korrespondance mellem mangder, hvor entydigheden er
opfyldt (Ponte 1992, 3).
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3.2.4 Konklusion

Vejen til den nuvaerende definition af en funktion har veeret lang og snarklet, og mange
store matematikere har veeret uenige om hvordan man skulle gribe sagen an. Derfor kan
det ikke overraske, at nutidens gymnasieelever ogsa har sveert ved at forsta hvad der er en
funktion, og hvad der ikke er en funktion. Godt nok praesenterer man ikke (i Danmark)
eleverne for den mest formelle definition af en funktion, men det er en definition, der i
sin form minder om Cantors definition fra slutningen af det 19. arhundrede, og den er
mere abstrakt end al den matematik, som en gymnasieelev i 1.G. vil have stadt pa i
matematiktimerne hidtil. Kan man inspireret af den historiske gennemgang komme med
forslag til en definition af en funktion, som er mindre abstrakt end den moderne
definition, men som samtidig er tilstreekkelige til at kunne bruges i de gvrige
naturvidenskabelige fag i gymnasiet?

Hvis man ser pa det primitive funktionsbegrebs tre elementer, som blev naevnt i afsnit
3.2.1, kan man overveje hvor vigtige de hver iser er for gymnasiets
matematikundervisning. For det farste spiller anvendelserne i de gvrige
naturvidenskabelige fag en stor rolle, det virker som et fornuftigt krav, at man fokuserer
pa funktioner, som kan bruges til noget. For det andet vil man ikke vare alvorligt
hammet af at man begranser sig til at se pa funktioner, der er givet ved et enkelt
analytisk udtryk, muligvis kan man ogsa definere stykkevis definerede funktioner. Det
tredje element — den geometriske forbindelse — skal ses i et lidt andet lys nu end i det 17.
arhundrede. For eksempel er det navnt tidligere, hvordan Leibniz betragtede tangenten
som en funktion af en kurve. Jeg tror ikke, at ret mange synes, at det er en god idé at lade
den geometriske repraesentation traede i forgrunden i funktionsbegrebet, men jeg tror, at
alle er enige om, at grafer spiller en vigtig rolle i gymnasiets matematikundervisning og
jeg kan ikke komme i tanke om en vigtig funktion i gymnasieundervisningen, som ikke

har en simpel graf.

Det funktionsbegreb, som man har brug for i gymnasiet, har altsa langt mere til felles

med det primitive funktionsbegreb fra det 17. og 18. arhundrede end det har til falles
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med det moderne funktionsbegreb. Spargsmalet er bare om vi er villige til at give afkald
pa den del af den matematiske kultur, der ligger gemt i det moderne funktionsbegreb?

3.3 Oversigt over registre for funktioner

Formalet med dette afsnit er at give en kort oversigt over de hyppigst anvendte typer af
repraesentationer for funktioner. | matematikundervisningen stgder man pa mange
forskellige slags repreesentationer for funktioner: Formeludtryk, grafer og tabeller,
"maskiner” med input og output, mengdediagrammer og endelig ma man ikke glemme
funktioner udtrykt ved hjeelp af naturligt sprog (se et par eksempler i nedenstaendeFigur
3-1). Det er for dette speciale vigtigt at skelne mellem repraesentationer, der kan bruges i
forbindelse med variabelsammenhange og repraesentationer, der hgrer til
funktionsbegrebet. Grunden til at jeg ovenfor brugte ordet formeludtryk var, at jeg ville
daekke bade ligninger for variabelsammenhange (oftest pa formen y =...) og
funktionsforskrifter (pa formen f(x) =...). Grafer, tabeller og naturligt sprog giver
mening for bade variabelsammenhange og funktioner, mens “maskiner” med input og
output er teet knyttede til funktionsbegrebet, dog uden at man kan udelukke at maskiner
kan veere nyttige til at repraesentere variabelsammenhange. Mangdediagrammer, med
pile mellem definitions- og vaerdimangde bruges selvsagt udelukkende i forbindelse med

funktionsbegrebet.

Da dette speciale prmert handler om variabelsammenhange, har jeg valgt at fokusere pa
de repraesentationer, der ikke knytter sig til funktionsbegrebet det vil sige ligninger,
grafer tabeller og til dels naturligt sprog. Med Duvals terminologi betragter vi altsa det

symbolske, grafiske, og numeriske register, samt registret naturligt sprog.
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Register Eksempel pa repraesentation for funktion

Symbolsk y=x+2 eller
f(X)=x+2

Grafisk 1
3

Numerisk X 0 1 2
y 2 3 4
Naturligt ’y er altid to starre end x””  eller
sprog ’y findes ved at laegge to til x”
Figur 3-1

3.4 Mulighederne og begreensningerne ved de enkelte registre

I afsnit 2.1 skrev jeg, at de enkelte registre ifglge Duval har sine egne muligheder. | den
traditionelle matematikundervisning behandles nogle af de generelle karakteristika ved
registrene eksplicit, som for eksempel hvordan man afleeser koordinater til punkter i et
koordinatsystem, men flere karakteristika ved registrene behandles kun implicit.
Eksempelvis er detefter min opfattelse ikke standard at undervise i hvordan det er muligt
at skalere akserne i et koordinatsystem eller at ga i detaljer med akvivalens af ligninger. |
det fglgende vil jeg sege eksplicit at identificere mulighederne og begraensningerne ved

repraesentationer for funktioner i det symbolske, grafiske, numeriske register.

Det symbolske, grafiske og numeriske register er i forbindelse med funktioner ikke bare
“parallelle” registre, som indeholder pracis de samme oplysninger i forskellig
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forklaedning. | en artikel om funktioner i et IT-miljg indenfor det symbolske, grafiske og
numeriske register af Schwarz og Dreyfus (1995, 267) opstilles tre grundleeggende
kompetancer. De farste to kompetancer er at kunne udfere operationer og konversioner,
mens den tredje er, at kunne forholde sig til det faktum at repraesentationer er partielle i
den forstand, at en repraesentation sjeeldent indeholder den fuldsteendige information om
det matematiske objekt. Schwarz og Dreyfus™ artikel danner fundamentet for

gennemgangen af de tre registre.

3.4.1 Det symbolske register.

Det symbolske register er traditionelt det vigtigste register i matematikundervisningen og
en stor del af undervisningen handler om at lave operationer i det symbolske register.
Arsagen er, at det symbolske register er det mest pracise, fleksible register og et utal af
operationer er mulige her. De fleste vil nok ogsa havde, at det symbolske register er det
mest fuldstaendige register til at beskrive funktioner, idet en forskrift eller ligning
sammen med en definitionsmangde indeholder den fuldsteendige information om en givet

funktion. Schwarz og Dreyfus (1995, 262f) har dog to indvendinger:

For det forste er der ingen entydig formel til at beskrive en givet funktion, for eksempel

er f(x)=4x-12 og f(x)=4(x-23) repraesentationer for den samme funktion, og det

samme er f(x) =|x| og f(x)= \/x_2 I begge tilfelde kan man med en passende

operation i det symbolske register overbevise sig selv om, at der er tale om to
a&kvivalente algebraiske udtryk, men der kan ske det, at eleven ikke ”ser” det samme
objekt bagved de to udtryk, saledes at eleven opfatter dem som to adskilte objekter. Jeg
vil tilfgje til Schwarz og Dreyfus” eksempler, at der for nogle funktionsfamilier er
konventioner om hvad der er den paneste made at skrive forskriften pa (for eksempel
potenser af hgjeste grad farst), men generelt afhaenger valget af repraesentation af
sammenhangen. Konklusionen er, at selv i det mest fuldsteendige register, er der ikke en

unik made at repraesentere en funktion pa.
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For det andet glemmer man i praksis tit at angive en definitionsmangde til en funktion,

hvilket kan fare til tvetydigheder, er for eksempel udtrykkene f(x)=x+3 og
(x+3)x-2)

(x-2)

ens? Svaret afhanger af definitionsmangderne for de to funktioner.

3.4.2 Det grafiske register.

Farst vil jeg gare opmaerksom pa at selve ordet graf bruges pa to mader i matematik.
Enten kan man bruge ordet graf for en konkret repraesentation af en funktion — for
eksempel pa et stykke papir — eller man kan tale om den matematiske graf, der er en

abstrakt mangde bestaende af punkterne pa formen (x, f (x)) i planen. Der er to grunde

til, at en konkret graf ikke kan give alle informationer om den reprasenterede funktion.

Den farste grund er, at definitionsmeengden som regel ikke er begranset, sa man kan kun
se et udsnit af grafen. Hvordan ved man, hvad der sker med grafen udenfor det vindue”,

man ser pd? Schwarz og Dreyfus (1995, 262) giver som eksempler funktionerne

f(x)= x(x +|x|)/2 0g g(x) = x?, hvis grafer stemmer overens i alle intervaller, der er

indeholdt i de positive reelle tal, men som er forskellige for de negative reelle tal.

Den anden grund til at grafer ikke kan give alle informationer om den reprasenterede
funktion er, at der er greenser for hvor ngjagtigt en graf kan tegnes. Schwarz og Dreyfus

(1995, 262) giver som eksempel graferne for de forskellige funktioner f(x) :1/(1+ x) 0g

g(x) =1—x+x?, hvis grafer ser ens ud i et lille interval omkring origo.

Schwarz og Dreyfus (1995, 265) skelner mellem to slags operationer, man kan foretage
med en repraesentation for en funktion. Den ene slags operation a&ndrer pa selve
funktionen (det matematiske objekt), mens den anden kun a&ndrer pa repraesentationen. |
det grafiske tilfeelde er parallelforskydninger, rotationer og spejlinger de mest hyppige
eksempler pa den farste type af operation. Bade den konkrete graf og den matematiske
graf @ndres. Men en skalering af akserne pa en graf andrer ikke pa den matematiske

graf, kun pa repraesentationen. Problemet er for eleverne, at i alle tilfeelde vil den
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konkrete graf a&ndres, hvis der foretages en operation i form af en parallelforskydning,
skalering eller lignende, men det matematiske objekt vil ikke altid &ndres. Dette farer 0s
tilbage til et af Duvals spgrgsmal fra teoriafsnittet (2.1): Hvordan kan eleven se hvad der

er matematisk relevant eller ej i en repraesentation?

Nyttigheden af grafer haenger sammen med, at det grafiske register er ikke-diskursivt. |
visse sammenhange kan det veere svert at fa overblik ved hjelp af det symbolske register
—som jo er diskursivt — og man velger derfor af foretage en konversion til det grafiske

register for at fa globale egenskaber ved funktioner tydeligere frem.

3.4.3 Det numeriske register.

Schwarz og Dreyfus (1995, 263) sammenligner brugen af det symbolske, grafiske og
numeriske register i den traditionelle matematikundervisning og konkluderer, at man
bruger det symbolske register som et "action notations-system”, og de to andre registre
som display notations-systemer.” Det skal forstas sadan, at det eneste register, man
egentlig leerer at foretage operationer i, er det symbolske, mens de to andre registre giver
en slags statiske “billeder” af funktioner. Man kan diskutere, om man traditionelt lzerer
eleverne at lave operationer pa grafer eller ej, men der er vist ingen tvivl om, at det er
sjeeldent, at matematikundervisningen beskaftiger sig med operationer pa tabeller. Det er
jo 0gsa begraenset, hvad man kan lave af operationer pa tabeller, Schwarz og Dreyfus
(1995, 271) naevner som den eneste operation ordning af en tabel, for eksempel efter

voksende x-verdier.

Da en tabel kun indeholder endeligt mange talpar, og de fleste interessante funktioner har
en uendelig stor definitionsmangde, kan man i hgj grad sige, at en tabel kun indeholder
den partielle information om en funktion. Schwarz og Dreyfus (1995, 261f) giver som

eksempel tabellen:
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Ligningerne y=x, y=x" (nulige), y:sin(m<l2) passer alle til tabellen.

Pa samme made som der findes &kvivalente ligninger, der harer til samme funktion,
findes der ogsa akvivalente tabeller, der hgrer til sasmme funktion. For eksempel er kan

falgende tabeller begge opfattes som repraesentationer for den samme funktion.

X 0 1 2 X 3 4 5

y 0 2 4 y 6 8 10

Desuden er det jo et faktum, at reekkefglgen af talparrene i en tabel er underordnet.

3.5 Konversioner mellem ligning, graf og tabel.

Der er i alt 6 mulige konversioner mellem ligning, graf og tabel, se Figur 3-2. Formalet
med dette afsnit er at undersgge. om hver af disse 6 konversioner generelt er kongruente
eller ikke-kongruente (jeevnfer afsnit 2.1.4, hvor kongruens behandles).

LIGNING

v

GRAF TABEL

A

Figur 3-2

3.5.1 Konversioner mellem graf og ligning

Jeg vil starte med den observation, at der (nar man ser bort fra at der kun er endeligt
mange talpar i en tabel) findes en en-til-en korrespondance mellem punkterne pa en graf

og talparrene i en tabel. Det betyder, at konversionen fra graf til tabel altid er kongruent,
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og at man altid nemt kan afsatte punkter fra en tabel i et koordinatsystem. Med Duvals
ord er konversionen mellem graf og ligning reversibel — det er lige sa nemt at ga den ene
vej som den anden vej (Duval 2006, 123). Da en tabel som navnt i afsnit 3.4.3 kun
indeholder den partielle information om en funktion, er det derimod ikke oplagt hvordan
man forbinder et antal punkter i et koordinatsystem, man har generelt brug for yderligere
information om typen af funktion, definitionsmangde, ekstremumspunkter og
asymptoter. | simple tilfeelde, som i gymnasiets matematik pa C-niveau, er de funktioner,
man betragter, dog sa pane (monotone, ingen diskontinuiteter), at jeg vil ga med til at

sige, at konversionen fra tabel til graf er kongruent.

3.5.2 Konversioner mellem ligning og tabel

Hvis den rigtige variabel er isoleret i ligningen, er konversionen fra ligning til tabel

kongruent, idet hvert talpar i tabellen kan identificeres med koordinatsattene (x,, f(x, )).
Ellers er det ngdvendigt at lave en operation fgr konversionen og her kan eleven stgde pa
problemer, for eksempel hvis x skal isoleres i udtrykket y =b-a*, og eleven endnu ikke

har leert om logaritmer. Givet en type af funktion og et tilstreekkeligt antal punkter, vil der
som regel kun veere én ligning, der opfylder betingelserne, men maden hvorpa man finder
frem til ligningen, varierer fra gang til gang. Konversionen fra tabel til ligning er generelt
ikke-kongruent. Da konversionen mellem ligning og tabel er kongruent den ene vej og
ikke-kongruent den anden vej, er der tale om en ikke-reversibel konversion (Duval 2006,
123).

3.5.3 Konversioner mellem graf og ligning

Der findes to metoder til at foretage konversioner mellem graf og ligning: Enten bruges
det numeriske register til mellemregning, ellers gar man den direkte vej. Med den direkte
vej menes, at et kendskab til den grafiske tolkning af koefficienterne i ligningen (for
eksempel for lineaere sammenhange) ger, at man ikke behgver at lave en tabel, ndr man
skal konvertere enten til eller fra en ligning. Desveerre vil den grafiske tolkning af
koefficienterne selvfalgelig veere knyttet til hvilken type af funktion , der er tale om, sa
der kan ikke laves universelle regler om konversionerne den direkte vej mellem graf og

ligning og de er derfor ikke-kongruente. Resultaterne opsummeres i Figur 3-3:
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LIGNING

GRAF TABEL
Figur 3-3

Pa figuren kan man se, at konversionerne fra graf til ligning og fra tabel til ligning skiller
sig ud, da hverken den direkte konversion eller konversioner via det numeriske register er
kongruente (sammensatning af to kongruente konversioner giver en kongruent

konversion).

3.6 Elevernes opfattelser af funktioner

Efter at have sat scenen med en analyse af de tre vigtigste registre og konversionerne
mellem dem, vil jeg nu se pa funktionsbegrebet fra elevernes synsvinkel. Hvilke typer af
misforstaelser forekommer blandt eleverne? Farst ser jeg pa misforstaelser af
funktionsbegrebet, der knytter sig til et enkelt register, og derefter jeg ser pa mere

overordnede misforstaelser, der gar pa tveers af alle registre.

Inden jeg gar i gang med at beskrive elevernes typiske misforstaelser i forbindelse med
ligninger, grafer og tabeller, vil jeg dog indskyde en vigtig bemerkning. Selv om
leerebogen og leereren anvender et vist antal "officielle” repraesentationer for funktioner,
vil der ofte ske det, at eleverne opfinder deres egne repraesentationer, som er nyttige
under lgsningen af konkrete opgaver. Hitt (2002, 251f) sammenligner to skoleelevers
lgsninger af et wordproblem, den ene elev pa 11 ar opfinder en figur, der for hende
indeholder essensen af problemet og som giver den korrekte Igsning, mens den anden

elev pa 14 ar giver en inkonsistent lgsning i det symbolske register. Hitt konkluderer at
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den 14-arige elev, falte sig bundet til at bruge det symbolske register, fordi
undervisningen havde fokuseret pa dette, men eleven var ikke i stand til at konvertere
opgavens centrale oplysninger til ligninger. Den 11-arige elev kunne derimod ved selv at
veelge en passende (personlig) repraesentation kontrollere lgsningsprocessen og overfgre

opgavens centrale oplysninger til sin repraesentation.

3.6.1 Elevernes misforstaelser af ligninger.

Med proces/objekt-dualiteten (jeevnfar afsnit 2.2) som det teoretiske redskab, vil jeg nu
kaste et blik pa elevernes opfattelser af ligninger. For at kunne forsta gymnasieelevers
opfattelse af ligninger er det ngdvendigt at se pa elevernes opfattelse af selve
lighedstegnet. P& baggrund af artiklen Concepts associated with the equality symbol af
Kieran (1981) vil jeg i det falgende gennemga hvordan skolebgrn pa forskellige
klassetrin bruger lighedstegnet og vil komme frem hvordan nogle misforstaelser bliver

haengende selv for gymnasieelever og universitetsstuderende.

Et lighedstegn kan opfattes pa to mader: Som et "do something-signal” eller som et
&kvivalens-symbol (Kieran 1981, 317ff), svarende til henholdsvis en proces og en
objekt-opfattelse. Kieran beskriver hvordan elever pa de laveste klassetrin hurtigt leerer at
bruge de aritmetiske symboler + og =, men at de ikke ngdvendigvis opfatter dem pa

samme made som os. Stillet overfor udtrykket (ingenting)z 3+4 udbrgd enelevien
undersggelse: Leser du bagleens,” og rettede det til 4+3= (ingenting). I samme

undersggelse kunne skolebgrnene ikke forklare ligninger som 3=3 eller 4+5=3+6.
"Efter lighedstegnet skal svaret sta,” var et hyppigt svar, og dette forklarer hvad der
menes med lighedstegnet som et ”do something-signal.” Selv bgrn i alderen 12-14 ar
forbinder oftest lighedstegnet med et resultat, som skal sta til hgjre og ikke som et

symbol, der adskiller to repraesentationer for det samme objekt (Kieran 1981,321).
Problemet er, at nar man skal til at lgse ligninger, bliver man ngdt til at regne pa begge

sider af lighedstegnet og ikke kun pa venstresiden - det vil sige at man bliver ngdt til

opgive opfattelsen af lighedstegnet som et ”do something-symbol.” Kieran (1981, 323)
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giver et eksempel pa en elevs lgsning af en ligning, hvor eleven tilsyneladende har svaert
ved at give slip pa proces-opfattelsen:
X+3=7

=7-3

=4
Kieran kalder denne type fejl for en ”genvejs-fejl””, fordi man kommer frem til det rigtige
resultat, men lighedstegnet bruges ikke som et &kvivalens-symbol, snarere som et tegn,
der adskiller de enkelte skridt i lgsningsprocessen. Tilsvarende genvejs-fejl findes ogsa
hos bade gymnasieelever og universitetsstuderende, for eksempel i forbindelse med
differentation af funktioner (Kieran 1981, 324). Konklusionen er, at selv om mange
matematikelever pa hgjere niveauer efterhanden lerer at bruge lighedstegnet som et
&kvivalens-symbol, har nogle elever svart ved at slippe af med den proces-opfattelse de
har tilegnet sig pa et tidligt stadie af deres skolegang.

Proces/objekt-dualiteten kommer ogsa til udtryk nar man ser pa en forskrift for en
funktion. Tall (Tall et al 2001, 5) splejser ordene proces og objekt sammen til ordet
”procept”, som derved symboliserer dualiteten. En elev siges at have en proceptuel
tankegang, nar eleven har reificeret det matematiske begreb (jeevnfer afsnit 2.2) og kan
behandle det bade som proces og objekt. Generelt repraesenterer de matematiske

symboler proceptet, lad os se pa notationen f(x). Nar man har givet en konkret forskrift

kan man enten teenke pa den som en potentiel proces, det vil sige, at forskriften er noget,
som man kan sette tal ind i, eller man kan se forskriften som en repraesentation for
funktionen som helhed. Tall (ibid) viser i overensstemmelse med Sfards teori at de
elever, som har problemer med at forsta funktionsbegrebet, har svart ved at se pa

processen som en helhed.

Tidligere beskrev jeg elevernes opfattelse af lighedstegnet. Nu er turen kommer til det,
der star pa hver sin side af lighedstegnet, nemlig den algebraiske notation. I en
omfattende undersggelse af cirka 2000 australske skolebgrn i alderen 11-15 ar
konkluderer MacGregor og Stacey (1997, 15) at eleverne ofte baserer deres fortolkning af

algebraisk notation pa intuition, getterier, analogier med andre notationssystemer, som
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de kender, eller pa misforstaelser af darligt designede undervisningsmaterialer.
Hovedparten af testspgrgsmalene bestod af word-problems, hvor oplysninger, der var
givet med ord, skulle konverteres til det symbolske register (og eventuelt lgses). | alt
kunne kun 73% af 307 elever fra 10. klasse svare pa fglgende spgrgsmal: David er 10
centimeter hgjere end Con. Con er h centimeter hgj, hvordan kan du udtrykke Davids
hgjde?

Generelt viste undersggelsen, at en stor del af eleverne ikke havde en konsistent
opfattelse af variabelbegrebet, og at idéen om at en variabel repraesenterer et tal ikke er
nem at tage til sig for eleverne (ibid p.16). Et eksempel pa elevernes getterier er, at
mange elever som en generel procedure satte et tilfaldigt tal ind pa en variabels plads —
abenbart fordi de ikke kunne forholde sig til begrebet en ubekendt variabel (ibid p. 7). En
anden hyppig fejl var, at eleverne simpelt hen behandlede de variable stgrrelser som
forkortelser uden at tage hensyn til om den matematiske syntaks var korrekt, og en tredje
hyppig fejl var at lade den samme variabel repraesentere to forskellige stgrrelser pa
sammen tid. Et eksempel pa den sidste fejltype er at flere elever til ovenstaende
spgrgsmal om Davids hgjde svarede: h=h+10 (ibid p. 9). Bogstavet h bruges abenbart
som en generel betegnelse for hgjde. MacGregor og Staceys undersggelser handler ikke
om gymnasieelever, men pa samme made som i ovenstaende afsnit om misforstaelser af
lighedstegnet, ma man forvente, at en del af eleverne aldrig far bugt med deres

misforstaelser af variabelbegrebet — selv i gymnasiet.

3.6.2 Elevernes misforstaelser af grafer

Mevarech og Kramarsky (1997, 231f) deler elevernes misforstaelser af grafer op i fire
katagorier:

a) Forveksling af haeldning og hgjde

b) Forveksling af punkt og interval

c) Opfattelse af en graf som et billede eller kort

d) Punktvis leesning af grafer

a) Forveksling af haeldning og hgjde
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Denne misforstaelser ha&nger sammen med, at man i mange opgaver skal arbejde med
heldningen af grafen (ofte i form af differentialkvotienten) fremfor med

funktionsveerdien.

b) Forveksling af punkt og interval

Eleverne er vant til, at der er precis én lgsning pa matematikopgaver, sa i de opgaver,

hvor lgsningen er et helt interval, angiver mange elever ogsa bare en enkelt lgsning.

c) Opfattelse af en graf som et billede eller kort

Janvier (1998, 83ff) beskriver hvordan elever i opgavelgsningssituationer ofte opfatter
farsteaksen som en tidsakse og pa den made laver en dynamisk mental simulation af den
situation, som opgaven handler om. Det kan i visse simple tilfeelde give korrekte
Igsninger, men det kan ogsa fere til at det matematiske indhold i problemet negliceres,
her fglger et godt eksempel pa en opgave, som Janvier prgvede af pa sine elever: Skitser
en graf, hvoraf sammenhangen mellem den samlede flyvetid for hele flyveturen mellem
Montreal og Paris samt flyvemaskinens hastighed fremgar. Mange af forsggseleverne
tegnede her en graf, som farst gik op, derefter havde konstant haeldning og til sidst gik
ned igen, svarende til et billede af en flyvetur.

Med Duvals teori om vision og visualisering (jeevnfar afsnit 2.1.1) i baghovedet kan man
opstille den hypotese, at denne fejltype haenger sammen med at eleverne forsgger at

producere ikoniske reprasentationer.

d) Punktvis leesning af grafer

Mevarech og Kramarsky (1997, 232f) henviser til en undersggelse af Kerslake fra 1981,
hvor en gruppe elever blev spurgt hvor mange punkter der er pa en linje. Nogle angav
hvor mange punkter de rent faktisk havde brugt til at konstruere linjen, andre talte antallet
af steder, hvor linjen havde krydset "koordinat-gitteret.” Mevarech og Kramarsky
opstiller den hypotese, at elevernes tendens til at lzese grafer punktvist haenger sammen

med elevernes problemer med at forsta kontinuiteten af de reelle tal. I den forbindelse vil
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jeg tilfgje, at det stillede spargsmal faktisk omhandlede den matematiske graf, men at

elevernes svar var baseret pa den konkrete reprasentation.

Duval (2002b, 324) skriver, at de fleste elever (udover det "naive hollistiske billede,”
som blev navnt i afsnit 2.1.1 om visualisering) kun har en lokal forstaelse af grafer, der
begraenser sig til afleesning af koordinaterne til enkelte punkter. Dette betyder, at eleverne
har sveert ved at se de relevante "visuelle variable,” og de har derfor sveert ved at
koordinere det grafiske og symbolske register, selv for linesere sammenhange, og de har
generelt vanskeligt ved at benytte definitioner og forklaringer fra andre registre i
forbindelse med grafer.

3.6.3 Elevernes misforstaelser i forbindelse med tabeller.

Da tabeller tilsyneladende er nemme at forsta og bruge som statiske repraesentationer, og
da man sjaeldent laver operationer pa tabeller, er det ikke sa meerkeligt, at litteraturen stort

set ikke beskeftiger sig med misforstaelser af tabeller.

3.7 Elevernes brug af den formelle definition af en funktion.

Overskriften er muligvis misvisende, fordi der der meget der tyder pa, at en stor del af de
elever, der er introduceret til funktionsbegrebet ved hjelp af en mangdeteoretisk
definition, ikke bruger den formelle definition, nar de skal afgere om en givet
repraesentation er en funktion eller ej. Tall og Bakar (1992, 39f) skriver i artiklen Students
mental prototypes for functions and graphs, at ideen med at definere et begreb slet ikke
passer sammen med, hvad bern kender fra dagligdagen. Her er barnene vant til nogle lidt
lase kriterier, der bestemmer katagorier af objekter, og hver gang et nyt objekt dukker op,
som ikke passer ind i de eksisterende katagorier, ndrer man lidt pa kriterierne -
eventuelt ved at lave undtagelser, sa konflikten lgses. Tall og Bakars eksempel handler
om definitionen af en fugl: Den flyver, har vinger, naeb og fjer og den leegger &g. Barnet
skal pa et tidspunkt afgare om en kylling er en fugl, den opfylder alle kriterierne bortset

fra, at den ikke flyver, men man accepterer alligevel, at den er en fugl.
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Tall og Bakar (ibid, 40) opstiller den hypotese, at eleverne udvikler sakaldte "prototype
eksempler” pa funktioner (for eksempel y = x* eller y =1/x) og nér eleverne skal afgare

om en ny og ukendt repraesentation er en funktion, sammenlignes egenskaberne mere
eller mindre ubevidst for den nye repraesentation med egenskaberne for de kendte
funktioner og der treeffes (igen mere eller mindre ubevidst) en afgerelse. Tall og Bakar
understgtter deres hypotese med en undersggelse af 28 elever pa 16-17 ar i England, hvor
eleverne farst skulle give en definition af en funktion og derefter skulle afggre om givne
grafer og forskrifter kunne reprasentere en funktion.

Eleverne havde ifglge Tall og Bakar fornemmelse for en funktion som en proces, men
ingen af de 28 elever gav en tilfredsstillende definition. Spargsmalene, hvor eleverne
skulle afgare om givne grafer eller forskrifter/ligninger var funktioner eller ej blev ogsa
givet til 109 farstears universitetsstuderende (Tall og Bakar, 42) og svarene var meget
interessante. For eksempel mente ca. 2/3 af bade skoleeleverne og de
universitetsstuderende, at en cirkel bade i det grafiske og symbolske register kan
repraesentere en funktion. Den samme undersggelse viste, at 69% af de universitets-

studerende mente, at ligningen y =4 ikke kan repraesentere en funktion. Det sidstnaevnte

resultat forklares med, at eleverne forbinder funktioner med noget, som varierer, sa derfor

kan en funktion ikke veere konstant.

Slavit (1997, 264) er enig med Tall og Bakar i, at eleverne ikke bruger det formelle
funktionsbegreb, men Slavits tilgang er mere teoretisk, og der gives en mere udfarlig
model for hvordan elevernes alternative opfattelser af funktionsbegrebet er bygget op.
Slavit tager udgangspunkt i en artikel af Thompson (1994, 22f) hvorfra jeg har udvalgt to
centrale citater:

“I believe that the idea of multiple representations, as currently construed, has not

been carefully thought out, and the primary construct needing explication is the very idea
of representation. Tables, graphs, and expressions might be multiple representations of
functions to us, but | have seen no evidence that they are multiple representations of

anything to students.”
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Og senere pa naste side:

“Put another way, the core concept of ““function” is not represented by
any of what are commonly called the multiple representations of function, but instead our
making connections among representational activities produces a subjective sense of

invariance.”

Slavit bygger videre pa Thompsons idé om, at den enkelte elevs forstaelse af
funktionsbegrebet er baseret pa en “subjektiv fornemmelse for invarians,” idet han
tilfgjer, at det er egenskaber for funktioner som periodicitet, symmetri, monotoni,
tilstedeveaerelsen af asymptoter og skeeringspunkter osv, der er de invariante faenomener,
som danner grundlaget for elevens forstaelse af funktionshegebet (Slavit 1997, 264).
Forskellige elever har stiftet bekendtskab med forskellige eksempler og har dermed lagt
meerke til forskellige egenskaber, som en funktion kan have. Efterhanden som eleven
mgader nye eksempler, jo flere egenskaber klassificerer eleven efter, og funktions-
opfattelsen bliver derfor mere sofistikeret med tiden. En form for reifikation (jeevnfar
afsnit 2.2) kan forekomme, nar eleven kan benytte alle de mulige egenskaber for
funktioner uden at referere til et specifikt eksempel og en funktion bliver et abstrakt

objekt, som kan besidde egenskaberne eller ej (ibid 267f).
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3.8 Tolkning af bekendtgarelsen — en semiotisk analyse

Indtil videre har jeg behandlet funktionsbegrebet uden at ga i detaljer med specifikke
familier af funktioner. Far jeg kunne tage beslutninger med hensyn til strukturen af mit
konkrete design, blev jeg nedt til at se pa hvilke funktioner, forlgbet skulle handle om, og
se pa hvilke kompetancer bekendtggrelsen fokuserer pa. I afsnittet om korrespondance-
og covarianstilgang har jeg refereret de dele af bekendtgarelsen, der direkte er relevante
for funktioner i matematik pa C-niveau. Det er bemarkelsesveaerdigt hvor stor del af disse
faglige mal, der specifikt handler om et register eller konversioner mellem to registre.
Herunder har jeg oversat de naevnte faglige mal til min terminologi, (bemaerk at antallet

af punkter er forgget, fordi nogle af punkterne er delt i to):

Faglige mal:

e Generel brug af det symbolske register

e Generel brug af det grafiske register

e Konversion fra det numeriske til det grafiske register

e Konversioner mellem det symbolske register og naturligt sprog

e Brug af IT-hjeelpemidler til konversion fra det numeriske til det symbolske
register, samt til konversion mellem det numeriske og det grafiske register
(Regression)

e Modellering

De farste fire punkter kan, hvis man tilfgjer de to trivielle konversioner fra graf til tabel
og fra ligning til tabel, sammenfattes i Figur 3-4:
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Ved hjeelp af de seks markerede konversioner, kan man skifte mellem alle fire registre.
Bemark dog, at vejen mellem det grafiske og symbolske register gar over det numeriske
register og at registret naturligt sprog kun er knyttet til det symbolske register. Bemaerk
desuden at det sidste af ovenstaende fem punkter, nemlig modellering ogsa er taet knyttet
til konversionerne mellem naturligt sprog og det symbolske register.

Kernestoffet fra bekendtgarelsen kan med min terminologi skrives:

e Linezre sammenhange, eksponentielle sammenhange og potenssammenhange
mellem variable i det symbolske og grafiske register.

o Karakteristiske egenskaber ved lineeere sammenhange, eksponentielle

sammenhange og potenssammenhange

Bemaerk at det numeriske register er udeladt, hvilket understreger hvor nedprioriteret det

er i forhold til de andre registre. Med karakteristiske egenskaber i punkt nummer to
menes falgende:

| det symbolske register, hvor jeg har tilladt mig at bruge notationen f(x):
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o Foren lineer sammenhang f(x)=ax+b galder

f(x+Ax)= f(x)+a-Ax, hvor det bemarkes at a-Ax er uafhangig af x.
e For en eksponentiel sammenhang f(x): b-a* geelder

f(x+Ax)= f(x)-a™, hvor det bemeerkes at a™* er uafhangig af x.
e For en potenssammenhang f(x)=b-x* gelder

f(h-x)= f(x)-h*, hvor det bemarkes at h* er uafhaengig af x.

De karakteristiske egenskaber kan ogsa udtrykkes i registret naturligt sprog:
e For en lineeer sammenhang vil en givet absolut &ndring af x give en konstant
absolut &ndring af y uafhangigt af den x-veerdi, der tages udgangspunkt i.
e For en eksponentiel sammenhang vil en givet absolut &ndring af x give en
konstant relativ a&ndring af y uafhaengigt af den x-veerdi, der tages udgangspunkt i.
e For en potenssammenhang vil en givet relativ &ndring af x give en konstant

relativ eendring af y uafhaengigt af den x-veerdi, der tages udgangspunkt i.

Jeg kan konkludere, at de karakteristiske egenskaber for linegre, eksponentielle og
potens-sammenhange er nemme at udtrykke generelt i det symbolske register og ved
hjeelp af naturligt sprog, det vil sige de diskursive registre, mens de ikke kan udtrykkes i
deres fulde generelitet i det grafiske og numeriske register, det vil sige de ikke-diskursive
registre. Absolutte og relative @ndringer kan konkluderes at veere de vigtigste byggesten

for de karakteristiske @ndringer af de tre givne typer af sammenhange.

3.9 Korrespondance-tilgang eller covarians-tilgang?

Efter at det ydre rammer for mit speciale var lagt fast, kom jeg til den forste store
didaktiske beslutning: Skulle jeg veelge en korrespondance-tilgang eller en covarians-
tilgang? Selv om det formelle funktionsbegreb ikke er navnt i bekendtgerelsen leengere
pa C-niveau i gymnasiet, kunne det jo ikke udelukkes, at man med fordel kunne bruge det
formelle funktionsbegreb eller eventuelt en endnu mere uformel version af
funktionsbegrebet end man traditionelt har brugt i gymnasiet — for eksempel i form af

"funktionsmaskinen.”
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| min redegarelse for misforstaelser i forbindelse med funktionsbhegrebet gennemgik jeg
en reekke misforstaelser, der knytter sig direkte til det symbolske og grafiske register, og
det er klart, at disse typer af misforstaelser er uafhangige af om man bruger
korrespondance- eller covarians-tilgang. Det er ogsa klart at man kan udrydde elevernes
misforstaelser af det formelle funktionsbegreb, hvis man ikke bruger det, men hvilke

andre misforstaelser vil der dukke frem i stedet og hvilken pris skal man betale?

| afsnittet om elevernes misforstaelser af det formelle funktionsbegreb beskrev jeg
hvordan mange elever ikke bruger den formelle definition af en funktion, men i stedet
opbygger deres egne mere eller mindre konsistente opfattelser funktionsbegrebet baseret
pa de eksempler pa funktioner, som eleverne har haft erfaring med. I betragtning af min
klasses lave faglige niveau og abstraktionsniveau, kunne man forvente, at denne type af
misforstaelse ville blive et stort problem for ca. to tredjedele af klassen, hvis jeg valgte en
traditionel korrespondancetilgang. Pa den anden side set ville de elever, der senere ville
veelge matematik pa B- eller A-niveau have glaede af en formel introduktion af
funktionsbegrebet, som er lettere at bygge videre pa, nar man for eksempel skal til at leere
om sammensatte funktioner eller differentialregning. Desuden giver det formelle
funktionsbegreb ikke anledning til uklarheder i undervisningen - fra et matematisk
synspunkt. Det er jo (med henvisning til afsnit 3.2 om funtionsbegrebets historiske
udvikling) slutproduktet af flere arhundreders arbejde med at undga uklarheder og
tvetydigheder. Et valg af en covarians-tilgang vil pludselige fjerne det sikre fundament
for undervisningen af funktioner, som man som matematiker altid har laenet sig op af,
man vil fale sig sat et par arhundreder tilbage i tiden og vil maske ikke kunne give

praecise svar pa elevernes spgrgsmal.

Jeg overvejede dernast om en korrespondance- eller covarians-tilgang egnede sig bedst
til at beskrive de karakteristiske egenskaber, som de tre givne typer af sammenhange
besidder. Som navnt i analysen af kernestoffet i bekendtgarelsen er absolutte og relative
@ndringer byggestenene for de karakteristiske egenskaber, og da covarians-tilgangen
handler om at undersgge, hvad der sker med den ene variabel, nar der &ndres pa den
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anden variabel, er covariation-tilgangen et oplagt valg, nar de karakteristiske egenskaber
for mine tre typer af funktioner tages i betragtning. Far jeg tog den endelige beslutning,
ville jeg undersgge, om der i litteraturen fandtes eksempler pa en teoretisk velfunderet
covarians-tilgang, som var baseret pa absolutte og relative andringer, eller som pa en

anden made havde relation til de tre givne typer af funktioner.

3.10 Covariation: Additive og multiplikative eendringer

Min sggning efter litteratur om en covarians-tilgang til variabelsammenhange af typen
linezere, eksponentielle og potens-sammenhange, som ogsa gerne skulle behandle
absolutte og relative &ndringer, gav resultat i form af artiklen "Exponential functions,
rates of change, and the multiplicative unit” af Confrey og Smith (1994). I indledningen
af artiklen skriver Confrey og Smith (1994, 137), hvor jeg har slettet de talrige parenteser

med referencer:

“In this paper, we have chosen the issue of rate of change as an entry to

thinking about functions. Recent research has shown that even young children

can use rate of change as a way to explore functional understanding. Arguing against
the delaying of the introduction of rate of change issues until calculus, where

it becomes studied as a "property" of functions, we have shown that students

exhibit strong intuitive understandings of change and can use this understanding

to generate functional relationships. This rate-of-change approach is also closely
related to a "covariational” understanding of functions which has both historical

roots and is closely related to studentproblem-solving actions”

Jeg har tilladt mig at medtage dette forholdsvis lange citat, fordi det giver at godt overblik
over Confrey of Smiths covariation-tilgang, men ogsa fordi vendingen “rate of change”
umiddelbart er sver at oversette til dansk pa grund af tvetydigheden af det engelske ord
rate. Gyldendals engelsk-dansk ordbog fra 1988 giver eksemplerne rate of speed, hvor
rate er en hastighed, dropout rate, hvor rate er en procentsats og birthrate, hvor rate er et
antal.
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Confrey og Smith (1994, 140f) tager udgangspunkt i det numeriske register og opskriver
pa baggrund af undersggelser om hvordan elever beskriver @ndringer i tabeller tre typer

af rate of change:

1. Additive rate of change
2. Multiplikative rate of change

3. A proportional new to old rate of change

Den farst type vil jeg i det fglgende kalde en additiv &ndring, og den additive &ndring
fra en tabelverdi til den naste tabelveerdi er simpelt hen forskellen pa de to tal. Den
anden type, som jeg vil kalde for en multiplikativ a&ndring, findes i en tabel ved at
udregne forholdet mellem to falgende tabelvardier. Den tredje type udregnes ved at tage
forholdet mellem tilveeksten og den gamle tabelveerdi, for eksempel fandt Confrey og
Smith flere eksempler pa studerende som formulerede sig pa den made at fra 9 til 81 er
der en “increase by 8 times” (fordi (81-9)/9=8).

I den traditionelle matematikundervisning spiller additive endringer en starre rolle end
multiplikative andringer, for eksempel i differentialregningen, hvilket afspejles i vores
notation: Vi bruger Ax om additive a&ndringer, men har ikke en tilsvarende notation til
multiplikative &ndringer. Confrey og Smith foreslar, at elevernes intuitive fornemmelse
for multiplikative &ndringer kan forsteerkes ved at bruge notationen ® x for

multiplikative endringer, hvor R star for ratio (Confrey og Smith 1994, 140).

Confrey og Smith (1994, 142ff) genereliserer additive og multiplikative endringer til
ogsa at kunne omfatte ikke-numeriske starrelser ved at indfgre begreberne additive og
multiplikative enheder. En enhed er ”den invariante relation mellem en efterfglger og
dens forgaenger, og enheden skabes som et resultat af en gentagen proces.” Som
eksempel pa en ikke-numerisk enhed giver Confrey og Smith (1994, 143) et geometrisk
mgnster, som kan konstrueres ved hjeelp af en proces, der minder om fliseleegning. Nar
man ser pa mgnstret er det ikke umiddelbart klart, hvor store de enkelte fliser er, hvilket

illustrerer, at to eller flere enheder kan vare &kvivalente.
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En fundamental additiv enhed i matematik haeenger sammen med processen at telle

(Confrey og Smith 1994, 142). Nar et barn for eksempel laerer at telle, peger barnet pa

skift pa et antal genstande, som typisk er ens i en eller anden forstand, og siger et ord ved

hver gentagelse. P4 den made skaber barnet ved hjalp af sin pege/snakke-operation en

enhed, der svarer til addition af tallet 1. Senere kan barnet lzre at bruge andre additive

enheder til at teelle med. Eksemplet understreger, at en enhed er en internalisering af en

gentagen proces, og ikke en ting, der i sig selv kan adskilles fra processen.

Mangedobling: Den gentagne proces
bestar af at hvert objekt erstattes af et fast

antal af identiske kopier af objekter.

LAV ANV,
(:-Ef._ Ef’

Opdeling: Den gentagne proces bestar af at

dele hvert objekt op i et fast antal stykker.

N

i

Similaritet: Et objekt a&ndres igen og igen
og der er en form for proportionalitet

mellem to efterfglgende s&ndringer

Procent: Den gentagne proces er at gange
et tal med det samme procenttal.

Forstarrelse: Den gentagne proces er
forstarrelse med en givet skalafaktor, hver
gang der forstarres, ganges der med den
samme skalafaktor.

A\

Starrelsesorden: Brug af eksponentiel
notation med 10 som grundtal. Den

gentagne proces er at gange med 10.

Sandsynlighed:
Et eksperiment med en fast sandsynlighed

gentages igen og igen.

Halveringstid og fordoblingstid:
Den gentagne proces er at vente indtil en

vis population er fordoblet eller halveret.

Figur 3-5
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Hvor additive processer er teet knyttede til processen at teelle, heenger multiplikative
processer teet sammen med processen at dele eller mangedoble. Confrey og Smith (1994,
148f) katagoriserer de multiplikative enheder i fglgende otte klasser (se Figur 3-5), som
er et forsgg pa at give en oversigt over de sammenhange som multiplikative enheder

optreeder i — bade i dagligdagen og i matematikken.

Indtil nu har jeg behandlet begrebet en &ndring, som en byggesten i en gentagen proces.
Men &ndringsbegrebet har flere dimensioner, Confrey og Smith (1994, 158) konkluderer,
at koordinationen af fglgende tre komponenter af endringsbegrebet er ngdvendig for en
solid forstaelse af aendringer:

1. Sammenligning af enheder i gentagen proces: En a&ndring er en byggesten i en

gentagen proces

2. Komparativ komponent: Som navnt i citatet i indledningen har bgrn en steerk

intuitiv fornemmelse for andringer, for eksempel kan man merke accelerationer,
nar en bil satter hastigheden op, og man kan hgre hvor kraftigt vinden bleeser.

3. Grafisk komponent: Hvor det farste punkt handler om en sekventeret proces, der

deles op i passende enheder af eleven, handler den grafiske komponent om en

global opfattelse af en graf, hvor haeldningen beskriver &ndringerne.

3.11 Anvendelse af Confrey og Smiths teori til analyse af det givne

kernestof.

Efter at have laest Confrey og Smiths (1994) artikel indsa jeg, at additive og
multiplikative processer er meget fundementale bade i matematikken og i den virkelige
verden, og at dette kan forklare hvorfor linezre, eksponentielle, potens- og logaritme
funktioner er sa nyttige til modellering: Hvis man undersgger sammenhangen mellem to
variable, hvor begge variable stammer fra en additiv eller multiplikativ proces i, sa bliver
resultatet en af de fire nevnte sammenhange! Jeg har medtaget logaritmefunktioner,
fordi de opfylder at en fast multiplikativ &ndring af x giver en fast additiv a&ndring af y
og dermed giver en komplet klasse af funktioner, hvilket fremgar af nedenstaende skema
(Figur3-6). | skemaet skal man forestille sig at man en gentagne gange foretager

endringer af de given typer for x og y, og den tilhgrende funktion angives:
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Additiv &ndring af x Multiplikativ eendring af x
Additiv &ndring af y Lineeer Logaritme
Multiplikativ eendring af y | Eksponentiel Potens
Figur3-6

Bemark, at skemaet ogsa indeholder information om omvendte funktioner. Ombytning af
x 0g y overalt i skemaet svarer til ombytning af sgjler med raekker, det vil sige, at de
linezre funktioner er omvendte funktioner til lineare funktioner, potensfunktioner er
omvendte funktioner til potensfunktioner og logaritmefunktioner er omvendte funktioner

til eksponentielle funktioner.

| afsnit 3.8 om analyse af bekendtgerelsen opskrev jeg de karakteristiske egenskaber ved
de tre givne typer af funktioner i det symbolske register og ved hjeelp af naturligt sprog.
Jeg tilfgjede, at man ikke kunne repraesentere disse karakteristiske egenskaber i det
grafiske og numeriske register uden tab af generelitet, men hvis man ser pa Confrey og
Smiths tre centrale komponenter af &ndringsbegrebet (afsnit 3.10), kan man se, at det
faktisk er det grafiske og numeriske register, der spiller hovedrollen her. Med andre ord
vil de additive og multiplikative i konkrete tilfeelde komme tydeligst frem i disse to
registre. Jeg vil i det falgende undersgge hvordan de additive og multiplikative &ndringer

kommer til udtryk i det grafiske og numeriske register.
En vigtig pointe er, at absolutte &ndringer er nemme at vise pa en graf, mens det er

svaerere at vise relative andringer. Vi kender alle nedenstaende “trappe”, der illustrerer

en lineere sammenhang (se Figur 3-7):
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Linezer sammenhaeng: N&r man gar et fast skridt til hgjre, gar man et fast
skridt op.

A 4

v

Figur 3-7

Inspireret af grafiske repraesentationer, der skal vise hvad en fordoblingstid er, kom jeg
frem til falgende made at illustrere eksponentielle sammenhaenge pa (Figur 3-8). Igen er
de additive a&ndringer nemme at markere, mens de multiplikative &endringer (her en
fordobling) markeres som en slags opmaling af hgjden under grafen med en malestok
med samme hgjde som hgjden under grafen for det foregaende punkt. Desuden er der
trukket stiplede linjer hen til y-aksen, s& man har kan afleese y-vardierne og udregne

stgrrelsen af den multiplikative s&ndring.

Eksponentiel sammenhaeng: Hver gang man gér det samme
skridt i x -aksens retning vil hgjden ganges med det samme tal

Figur 3-8
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For potens-sammenhange skal man genkende multiplikative endringer for begge

variable, hvilket kan veere vanskeligt. Se nedenstaende graf (Figur 3-9):

Potens-sammenhaeng: Hver gang afstanden til y-aksen ganges med det
samme tal, vil hgjden over x-aksen ganges med et (andet) bestemt tal.

|

Figur 3-9

Hvordan kommer de karakteristiske egenskaber for linezre, eksponentielle og potens-
sammenhange til udtryk i tabeller? Herunder fglger tre konkrete repraesentationer, hvor
man af talveerdiernes a&ndring kan slutte sig frem til hvilken type det er (eller rettere sagt

en af de typer, det kan vere, jeevnfer flertydigheden af tabeller afsnit 3.4.3).

Linezer sammenhang (Nar der leegges 2 til x, leegges der 6 til y)
X 0 2 4 6
y -5 1 7 13

Eksponentiel sammenhang (Nar der leegges 4 til x, ganges y med 10)
X -6 -2 2 6
y 0,1 1 10 100

Potens-sammenhang (Nar x ganges med 3, ganges y med %2)
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x| 1 3 9 27
y | 16 8 4 2

De to farste tabeller kunne sagtens forekomme i den traditionelle matematikundervisning,
men da man har en forkerlighed for at bruge faste additive &ndringer af x-verdierne i
tabeller, er den sidste tabel usaedvanlig. En vigtig pointe er, at nar man konstruerer
tabellerne pa denne made ved at bruge den samme addtive eller multiplikative enhed igen

0g igen, er de tre givne typer af variabelsammenhange nemme at genkende.

3.12 Valg af covarianstilgang

Jeg beskrev tidligere ulemperne ved at ga vak fra det formelle funktionsbegreb i
undervisningen, og navnte som det starste problem, at man som matematiker mister sit
faste holdepunkt, hvilket kan fare til uklarheder og usikkerhed i undervisningen. Efter at
have analyseret de tre givne typer af sammenhange ved hjalp af Confrey og Smiths teori
om additive og multiplikative &ndringer, kunne jeg konkludere, at klassen af lineere,
eksponentielle potens- og logaritmefunktioner var en elegant "afsluttet” klasse af
funktioner, hvis egenskaber pa simpel vis kunne beskrives ved hjalp af additive og
multiplikative &ndringer. Denne simpelhed og afsluttethed kunne blive det holdepunkt,
som skulle erstatte det formelle funktionsbegreb. Desuden sa jeg det — med henblik pa
den lave abstraktionsgrad i 1.J. og deres problemer med symbolske udregninger - som en
fordel, at det grafiske og iser det numeriske register kunne komme til at spille en stor
rolle i arbejdet med &ndringer, og ikke bare som “display-register” (jeevnfar afsnit 3.4.3),
der skal vise billeder af det, som man kommer frem til i det symbolske register, men ogsa

som et “aktion-register.”

Alt i alt vurderede jeg, at en covariation-tilgang baseret pa additive og multiplikative
e@ndringer vil give et sammenhangende og afrundet forlgb under forudseetning af at
logaritmer blev inddraget), hvor de karakteristiske egenskaber for de givne typer af
funktioner ville komme i forreste reekke, og hvor der ville veere stgrre muligheder for at

bruge alle registre aktivt, sammenlignet med en korrespondance-tilgang, som er baseret
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pa det symbolske register, og hvor de karakteristiske egenskaber kommer i anden rekke i
form af egenskaber ved funktioner (jeevnfer citatet i introduktionen til afsnit 3.10 ).

3.13 Problemformulering nummer to
Med en logaritmisk sammenhang mener jeg i det falgende omvendte funktioner til

eksponentielle udviklinger med ligningen y=b-a”*.

Formalet med specialet er at designe et undervisningsforlgb om linezre, eksponentielle,
potens- og logaritmiske sammenhange pa gymnasiets C-niveau, hvor de fire typer af
variabelsammenhznge introduceres ved hjalp af en covarians-tilgang baseret pa
additive og multiplikative endringer. Der tages udgangspunkt i Duvals teori om
semiotiske repreaesentationer med fokus pa felgende punkter:

e Analyse af elevernes forudsztninger for brug af det numeriske, grafiske og
symbolske register fagr forlgbets start.

e Design af opgaver og tilhgrende undervisningsmateriale, som tager hensyn til
elevernes forudseaetninger i de tre registre, som systematisk behandler alle 6
mulige konversioner mellem de tre registre for de tre typer af sammenhange og
som systematisk behandler additive og multiplikative &ndringer i de tre registre.

e Analyse af elevernes skriftlige arbejde med henblik pa at undersgge om eleverne
forbedrede eventuelle problemer med de tre registre, om eleverne efter forlgbet
var i stand til at udfere de konkrete konversioner for de fire givne typer af

variabelsammenhange og undersgge elevernes tilegnelse af covarians-tilgangen.

3.14 Matematisk afklaring af emnet variabelsammenhaenge

| november 2006 skulle jeg undervise 1.j. pa Virum Gymnasium i variabelsammenhange
for farste gang, som navnt skulle primert linezere sammenhzange, men ogsa omvendt
proportionalitet gennemgas, og det var ikke en del af mit design. Dog kunne jeg ikke
komme udenom at fortelle eleverne hvad en variabelsammenhang er, sa dette afsnit
indeholder mine overvejelser om, hvordan man skal definere en variabelsammenhang og

slutresultatet deraf.
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Klassen brugte i hele grundforlgbet undervisningsmaterialet Matematik C til
grundforlgbet (Ebbesen 2006), hvilket alle 1.G klasser pa Virum Gymnasium skulle gare
det farste halve ar (det sidste halve ar kunne lzrerne bruge de undervisningsmaterialer,
som de gnskede). Matematik C til grundforlgbet (Ebbesen 2006) starter kapitlet om
variabel-sammenhznge med at skrive: ”Fra hverdagen er vi vant til, at der er en simpel
sammenhang mellem talsterrelser,” hvorefter der kommer et eksempel i form af en tabel.
Lidt senere identificeres en (variabel)sammenhang med en ligning: ”...De to sterrelser
kaldes x og y, og sammenhangen er en ligning, hvoraf man kan beregne y, hvis man
kender x (ibid p 36).”

Den sidste bemaerkning er interessant, for det farste pa grund af dens abenlyst proces-

preegede karakter (jeevnfar afsnit 2.2). For det andet fordi der ikke star, at y skal veere
isoleret i ligningen, men at y skal kunne beregnes, hvis x er kendt. Er y> +x*=1en

variabelsammenhang? Jeg tolker ovenstaende definition sadan, at dette ikke er en
variabelsammenhang, fordi der ikke findes en entydig y-veerdi til en givet x-vardi.

Bemark, at identifikationen af en variabelsammenhang med en ligning minder meget om
funktionsbegrebet i 1700-1800 tallet, og som vi sd i det historiske afsnit (3.2) giver det
anledning til visse uklarheder.

e Ma en variabelsammenhzang vere flere flertydig?

e Skal x og y veere ligeveerdige variable?

e Hvilke regneoperationer ma man lave i en ligning/variabelsammenhang?

Flertydige variabelsammenhzange optraeder ikke i matematik pa C-niveau, men hvis en
elev vaelger matematik pa et hgjere niveau og senere skal lzere om analytisk geometri,
mener jeg, at det ville vere naturligt at teenke pa analytisk geometri som en del af emnet
variabelsammenhange. Man bruger her tabeller, grafer og ligninger pa samme made som
nar man arbejder med for eksempel linezere sammenhange. Derfor besluttede jeg, at jeg
ville acceptere flertydige variabelsammenhange.
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Nar en variabelsammenhang identificeres med en ligning, behgver den ene variabel ikke
pa samme made som for funktionshegrebet at have en vigtigere rolle end den anden
variabel. Symmetrier af tabeller, grafer og ligninger er teet forbundet til denne
ligevaerdighed af de to variable, sa for at kunne behandle disse symmetrier, valgte jeg at

ligestille x og y-veerdien i en variabelsammenhang.

Med hensyn til at definere hvilke analytiske udtryk, der gelder som variabel-
sammenhange, valgte jeg at ga i Eulers fodspor (jeevnfer afsnit 3.2.2) og lave en liste
over de regneoperationer, som ma indga i en ligning. | de nedenstaende to rammer er

slutresultatet af mine overvejelser givet i samme form, som eleverne fik at se:

Hvilken slags ligninger kigger vi pa?
Vi begraenser os til at se pa ligninger som er fremkommet vha. regneoperationerne plus,
minus, gange og dividere samt ved brug af radder og potenser.

Her er logaritmer ikke navnt, da eleverne endnu ikke kendte til logaritmer.

Definition af variabelsammenhaeng med to variable (kort: variabelsammenhang)
En variabelsammenhang med to variable er en ligning, hvor der indgar pracis to

variable (som her kaldes x og y).

Fra et semiotisk synspunkt er gennemgangen af linesere sammenhange i Matematik C —
til grundforlgbet (Ebbesen 2006) meget systematisk. Tabeller, grafer og ligninger
introduceres, hvorefter alle mulige konversioner mellem de tre registre gennemgas, se
nedenstaende tabel (Figur 3-10).

53




Fra — Graf Forskrift Tabel
Til {
Graf gggdsksb tl N&r mindst to
betydning punkter
- kendes, kan
ger, at man
kan tegne marll_te_gne en
rette linjer ret linje
Forskrift | b kan afleses Ud fra to
pa grafen, punkter kan a
mens a ) beregnes og
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at afleese to beregnes vha.
punkter et punkt og a
Tabel Aflaesning pa x-koordinaten
raf af gp indseettes i i
g forskriften og
punkter
y beregnes
Figur 3-10

4 Den diagnostiske test

4.1 Formalet med den diagnostiske test og opgavevalg.

Nystartede gymnasieelever har i folkeskolen gjort en lang reekke erfaringer om tabeller,
grafer og ligninger. Udover at have beskeftiget sig med nogle konkrete
variabelsammenhznge (primert linecere sammenhange) i disse tre registre, ma man
forvente, at eleverne ogsa har tilegnet sig generel viden om de tre registre og forbindelsen
mellem dem. Da bade de faglige mal og kernestoffet for mit forlgb (som beskrevet i min
analyse af bekendtgarelsen fra 2004 i afsnit 3.8) havde en steerk tilknytning til brug af de
enkelte registre og konversioner mellem registrene, og da jeg havde i sinde at bruge
systematisk variation af konversioner som en rgd trad gennem forlgbet, gnskede jeg at
teste elevernes forudsatninger med hensyn til at udfare konversioner mellem det
numeriske, grafiske og symbolske register. Jeg gnskede at undersgge felgende spargsmal:
Hvilke af de 6 mulige konversioner mellem tabel, graf og ligning har eleverne generelt
problemer med? Jeg opstillede falgende liste over krav til testen:

54



e Der skulle indga bade kendte og ukendte typer af variabelsammenhange i testen,
men det skulle veere muligt for eleverne at besvare alle spgrgsmal — uden at have
specifikke forhandskundskaber om de typer af variabelsammenhange, der skulle
indga. Pa denne made ville jeg bade fa information om elevernes viden om for
eksempel linezere sammenhange, og jeg ville fa et indblik i elevernes generelle
brug af de tre registre.

e Der skulle indga bade entydige og flertydige variabelsammenhange. De
flertydige variabelsammenhange er specielt nyttige til at undersgge om eleverne
forstar at punkterne pa en graf er preecis de punkter i planen, hvis koordinatszt
passer ind i den tilhgrende ligning. Dette skyldes, at eleverne med stor sikkerhed
ikke har arbejdet med flertydige variabelsammenhange far.

e Der skulle indga ligninger, hvor y ikke var isoleret. Meningen var at undersgge,
om eleverne havde tilegnet sig nogle generelle kompetancer, der var uafhaengige
af varibelnavne.

e Der skulle vaere felder baseret pa skalering af grafer.

Jeg besluttede mig for, at eleverne i 1.j. fer forlgbet om lineaere sammenhange i efteraret
2006 skulle lgse en multiple-choice test, hvor der til hver af de seks mulige konversioner
mellem de tre registre ville vaere 10 spgrgsmal. En ulempe ved en multiple-choice test
kunne veere, at opgaverne kommer til at handle om koordination mellem registre fremfor
egentlig konversion, da man kan bruge udelukkelsesmetoden i alle opgaverne. Men for
det farste kan man, hvis man veelger et tilstreekkeligt hgjt antal svarmuligheder i hvert af
spgrgsmalene, gare det svart at svare rigtigt pa ret mange af spargsmalene uden at have
en generel idé om hvordan man gar fra det ene register til et andet - jeg valgte, at der til
hvert spgrgsmal skulle vere fire svarmuligheder. For det andet var det ogsa af interesse
for mig at undersgge hvordan eleverne kunne koordinere hvert par af registre, det var
ikke kun konversionerne, der var vigtige. For det tredje havde multiple-choice-formatet
den praktiske fordel, at resultaterne er nemme at teelle op. Her er de seks typer af

spgrgsmal:
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Graf til ligning: Givet en graf og et antal ligninger, skal man finde den ligning der

harer til grafen.

Graf til tabel: Givet et antal x-vaerdier, skal de tilsvarende y-veerdier aflaeses pa
grafen.

Ligning til tabel: Givet en ligning, og et antal x-vardier skal man finde de

tilsvarende y-veerdier.

Tabel til ligning: Givet en tabel, skal man valge den af de givne ligninger, hvori

alle tabellens punkter passer ind.
Ligning til graf: Givet en ligning skal man finde den af de givne grafer, der hgrer

til ligningen.
Tabel til graf: Givet koordinaterne for et antal punkter, skal man valge den af de

givne grafer, hvorpa alle punkterne ligger.

Folgende typer af variabelsammenhange valgte jeg at tage med i testen: Linegre

sammenhange, potens-sammenhange, polynomier, udtryk hvor kvadratrgdder indgar og

forskellige flertydige udtryk. Jeg valgte at eksponentielle sammenhznge ikke skulle

indga, idet jeg vurderede, at meget fa af eleverne ville veere i stand til at forsta hvordan

man bruger en formel, hvor x star i eksponenten. Potens-sammenhznge, kvadratrods-

sammenhange og polynomier er nemmere at ga til og alle elever havde arbejdet med

kvadratredder og potenser far (dog muligvis ikke i ligninger).

@vrige krav til testen:

De forkerte svarmuligheder skulle sa vidt som muligt veere plausible og skulle
prgve at fange eleverne i at bega systematiske misforstaelser.

De tilladte hjeelpemidler var skriveredskaber og en lineal, som skulle bruges til
afleesning pa grafer.

Opgaverne med de kendte typer af sammenhange skulle komme far opgaver med
ukendte sammenhange, sadan at eleverne ikke skulle ga i sta allerede i starten.
Varigheden var 100 minutter.

Der skulle gives en karakter for testen.
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4.2 Eksempler pa konstruktion af opgaver til testen

| det falgende vil jeg vise seks eksempler pa opgaver (en for hver type af konversion),
som viser hvordan jeg konstruerede den diagnostiske test. Overalt vil jeg med klammerne
[ 17 henvise til det sidetal i Appendiks, hvor opgaverne befinder sig. Se farst pa opgave

3.1[10] om konversion fra graf til ligning:

Nar man ser pa en graf for en lineeer sasmmenhaeng er der to ting, som man ikke kan
undga at legge marke til: Eventuel skaring med akserne og stejlheden af linjen. Da
eleverne i folkeskolen har leert at koefficienterne i linjens ligning har noget med disse to
visuelle variable at gare, er det oplagt at sege efter systematiske fejltagelser her. Den
forkerte svarmulighed a) har jeg valgt at have med, fordi jeg ville undersgge om eleverne
ville veere i stand til at tage hensyn til, at de to akser er skaleret forskelligt. Umiddelbart
ser det ud til, at linjens haldning er -1, da vinklen til akserne er 45 grader, men faktisk er
den -2. Her vil jeg minde om Duvals skelnen mellem vision og visualisering (jeevnfar
afsnit 2.1.1), i det gjeblik man ser en graf, bruges vision til at fa nogle umiddelbare
indtryk, men for at forsta det matematiske indhold, skal man bruge visualisering, hvor

alle detaljerne i det grafiske register tages til efterretning.

Svarmulighed b) og c) har jeg taget med, fordi de fejlagtigt identificerer linjens ligning
med skeeringspunktet med henholdsvis x- og y-aksen. Jeg har endda fristet eleverne til at
veelge denne mulighed ved at placere x"et og y et pa akserne lige ud for

skaeringspunkterne.

En typisk opgave om konversion fra graf til tabel er opgave 9.2. | denne opgavetype er
der langt feerre muligheder for at lave faelder, da der er tale om en kongruent konversion
(jeevnfar afsnit 2.1.4). Til hver af de tre givne x-veerdier skal man simpelt hen afleese den
tilhgrende y-veerdi. Jeg medtog denne opgavetype i testen for at undersgge om alle elever
havde styr pa de helt elementere faerdigheder.
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En af de opgaver om konversion fra ligning til tabel, hvor y ikke var isoleret i ligningen,

er opgave 4.3[15]. Ligningen x =-y valgte jeg, fordi det er en af de simpleste ligninger

med to variable, jeg kan komme i tanke om, hvor x er isoleret. Formalet med opgaven var
at undersgge, om eleverne kunne lgse simple opgaver med ligninger, hvor y ikke var
isoleret. Som forkerte svarmuligheder valgte jeg forskellige hele multipla af 2, som rent
visuelt ser plausible ud, fordi de givne x-vaerdier ogsa er hele multipla af 2.

Opgave 3.4[11] er et eksempel pa en konversion fra tabel til ligning. Den forkerte
svarmulighed a) er taget med fordi den er fremkommet ved at bytte rundt pa x og y i den
korrekte lgsning. Den forkerte svarmulighed b) er taget med fordi ligningen passer med
det forste talpar i tabellen, men ikke med de andre. Den forkerte svarmulighed c) er et
forsgg pa forkert, men meningsfuld brug af det symbolske register: y er det samme som x

med et nul bagved.

Opgave 1.5[4] om konversion fra ligning til graf minder lidt om opgave 3.1, idet de
forkerte svarmuligheder haenger sammen med linjernes skaringspunkter med akserne.
Jeg har valgt tre forkerte grafer, som alle har et skaeringspunkt med veerdien 2, hvilket
maske sattes i forbindelse med 2-tallet i ligningen. Den korrekte graf er den eneste, hvor
tallet 2 ikke fremstar tydeligt rent visuelt, akserne skeeres i Origo og ved farste blik ser
det ikke ud til at haeldningen er 2, da y-aksen ikke er skaleret pa samme made som x-

aksen.

Til slut vil jeg behandle opgave 6.6[25], et eksempel pa en opgave om konversion fra
tabel til graf. Af hensyn til den begraensede tid der var til radighed for eleverne under
testen valgte jeg, at der i denne type af opgave skulle vere en tabel med to talpar og at
opgaven gik ud pa at finde den graf, der indeholdt begge punkter. Mulighederne for at
lave systematiske fejl er begraensede, jeg valgte i denne opgave at angive nogle grafer,

hvor tallet 4 kommer frem enten som skeringspunkt eller haeldningskoefficient.
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En Covarians-tilgang til VVariabelsammenhange i Gymnasiet af Niels Ngrskov

4.3 Overordnede resultater af diagnostisk test

Den diagnostiske test blev taget af 22 elever i 1.j. i november 2006 og det samlede
resultat kan afleeses pa Figur 4-1, hvor succes-raten for de enkelte konversioner er angivet
(i procent):

Figur 4-1

Fra resultaterne kan fglgende konklusioner drages:
o Givet to registre ser det generelt ikke ud til, at det har vaeret meget sveerere at
konvertere den ene vej i forhold til den anden vej.
o Konversionerne mellem graf og ligning var de vanskeligste, derefter kommer
konversionerne mellem ligning og tabel, og de nemmeste konversioner var

mellem graf og tabel.

At konversionernes svaerhedsgrad er uafhaengig af retningen, vil jeg forklare med, at der
ikke var tale om rene konversioner. Som navnt betyder tilstedeveerelsen af de fire
svarmuligheder, at opgaverne til en vis grad handler om koordination. Det kan ikke
overraske, at der var feerrest fejl i opgaverne med de kongruente konversioner mellem
graf og tabel, og det overrasker heller ikke, at der var flest fejl i opgaverne med de ikke-

kongruente konversioner mellem graf og ligning. Dog kan det overraske at succesraten i
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den sidstnavnte opgavetype var sa lav som det var tilfeldet. Da succesraten i

konversionen fra graf til tabel var 96% og succesraten i konversionen fra tabel til ligning

var 85% kunne man under antagelse af, at eleverne gik via tabellen, nar graf og ligning

skulle koordineres, forvente en succesrate i konversionen fra graf til ligning pa omkring
96% -85% ~ 82% . Resultatet var kun 66%, hvilket jeg tager som en indikation af, at

mange af eleverne ikke brugte tabellen til mellemstation — i det mindste i nogle af

opgaverne — og er blevet vildledt af nogle af de irrelevante visuelle variable (jeevnfer

afsnit 3.6.2).

For at undersgge om de elever, som samlet havde mange fejl, havde serlige problemer

med en eller flere af de seks typer af konversioner, inddelte jeg de 22 elever i tre grupper

efter deres samlede praestationer i testen. | Figur 4-2 kan man man se hvordan bund-,

mellem- og top-gruppen klarede de seks typer af konversioner.

Sammenligning af bund-, mellem- og top-gruppen
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20 -
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Figur 4-2

Figuren viser, at der for konversionerne mellem tabel og graf ikke er den store forskel pa

de tre gruppers praestationer. For konversionerne mellem ligning og tabel skiller

topgruppen sig tilsyneladende ud fra de andre to grupper, og for konversiorne mellem

graf og ligning er der en klar forskel pa alle tre grupper. Den generelle tendens er, at jo
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svagere gruppen er, jo starre spredning er der pa gruppens praestationerne i de tre par af

konvertioner.

4.4 Udvalgte opgaver fra den diagnostiske test og fejltyper.

Jeg har udvalgt de 15 opgaver, som gav den laveste procent-score, i nedenstdende skema

(Figur 4-3) kan man se opgavernes fordeling efter type af konversion.

Nummer 1 2 3 4 5 .6 I

pa type alt

Type Graf- Graf- | Ligning- | Tabel- Ligning- Tabel-
Ligning Tabel Tabel | Ligning Graf Graf

Antal 5 0 2 3 5 0 15

Numre | 2,3,8,9,10 4,6 1,6,9 |1,5,8910

Figur 4-3

Forst skal det bemaerkes, at der blandt de 15 opgaver med den laveste succesrate ikke var
de to typer om konversion mellem graf og tabel. Herefter skal det bemaerkes, at der
blandt de 15 udvalgte opgaver var en overvaegt af typen med konversion mellem graf og
ligning.

Jeg analyserede besvarelserne af de 15 opgaver i og kom frem til falgende inddeling af
fejltyper, hvor de medvirkende registre er angivet i parentes. Fejltyperne er ikke 100
procent disjunkte, idet flere af faktorerne kan vare pa spil i den samme opgave.
1. (Graf og ligning) Koefficientens grafiske fortolkning misforstas.
2. (Graf og ligning) Aksernes forskellige skalering overses.
3. (Graf og ligning) Mangel pa kritisk sans, nar der indgar ukendte grafer og
ligninger.

4. (Ligning) Problem med ligninger, hvor y ikke er isoleret.
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5. (Tabel) Problemer med simple udregninger med tal.

1. Koefficientens grafiske fortolkning misforstas (opgaverne 1.5[4], 2.1[6] og 3.1[10]).

De tre opgaver har det tilfeelles, at de alle handler om lineaere sammenhange, hvor jeg
har udvalgt de forkerte svarmuligheder pa en sadan made, at koordinaterne til
skaeringspunkterne med akserne optraeder pa forskellig vis i ligningerne. 1 opgave 1.5
(50% rigtige) indgar der et 2-tal i ligningen, og et 2-tal optraeder som skeringspunkt i
alle de tre forkerte svarmuligheder, men ikke i den rigtige svarmulighed. | opgave 2.1
(59% rigtige) skeeres begge akserne i veerdien 2, og jeg har udvalgt de forkerte
svarmuligheder sadan, at tallet 2 indgar i alle ligningerne. | opgave 3.1 (18% rigtige)
er to af de forkerte svarmuligheder valgt pa en made, sa skeeringspunkterne med
akserne identificeres med lgsningen, og hele 9 elever har valgt disse to lgsninger (den
tredje forkerte svarmulighed harer til under en anden fejltype). Besvarelserne af disse
tre opgaver viser, at teet pa halvdelen af eleverne har problemer med simple linezre

sammenhange og lader sig vildlede af irrelevante visuelle variable.

2. Aksernes forskellige skalering overses (opgave 3.1[101)

| opgave 3.1 (18% rigtige) er x-aksen og y-aksen ikke skaleret pa samme made,
hvilket betyder, at haeldningen ikke er -1, som man farst skulle tro, da linjens vinkel
med akserne ser ud til at veere 45 grader, men derimod -2. Derfor har hele 8 elever
valgt svarmulighed a) i stedet for den korrekte svarmulighed d). Det er muligt, at
nogle af disse 8 elever ikke har set pa hvilke tal, der star pa akserne, men har talt
"takkerne” pa akserne i stedet, nar man gar en “tak” ud gar man jo en "tak” ned.

3. Mangel pd kritisk sans, nar der indgar ukendte grafer og ligninger (opgaverne 8.1[30],
8.5[32], 9.1[34], 9.5[36], 10.1[38], 10.5[40]).
Der er en tendens til, at svarene i de opgaver, hvor der indgar grafer og ligninger, som

er ukendte fra folkeskolen, er mere jeevnt fordelt over svarmulighederne end ellers.
Dette tyder pa, at mange af eleverne pa baggrund af nogle irrelevante visuelle
parametre veelger den graf eller ligning, der har et eller andet til feelles med den givne
graf eller ligning, i stedet for at prove at seette forskellige tal ind i ligningerne og
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reesonere sig frem til et resultat. Et godt eksempel er opgave 8.1[30] (36% rigtige): 8
elever valgte a), 8 elever valgte b), O elever valgte c) og 6 elever valgte d). Ingen

elever valgte altsa ligningen y = 2x, som er en velkendt ret linje, mens alle tre
”ukendte” ligninger blev valgt, bemeerk at ligningen 2y = x ikke blev sorteret fra
som en linezer sammenhang pa samme made som y = 2x . Nar grafen er usadvanlig,

ved mange af eleverne ikke hvad de skal gare og veelger derfor de mest useedvanlige

ligninger.

. Problem med ligninger, hvor vy ikke er isoleret (opgave 1.4[3], 4.3[15], 6.4][23]).

Eleverne havde store problemer med de opgaver, hvor der indgik ligninger, hvor det
var x og ikke y, der var isoleret. | opgave 4.3 (36% rigtige) skulle en tabel udfyldes

ved hjelp af ligningen x = —y . Under pragven rakte en elev handen op og sagde, at

der var en fejl i opgaven, hvilket siger en del om elevernes syn pa denne ligning!
Eleverne er abenbart sa vant til, at y er isoleret pa forhand, at det for de flestes
vedkommende ikke falder dem ind at isolere y selv eller i det hele taget at fortolke
ligningen. Til sammenligning lykkedes for 82% af eleverne at udfylde en tabel ved

hjeelp af ligningen y = x —1 i opgave 1.3 og alle kunne udfylde en tabel ved hjelp af
ligningen y = x +1 i opgave 2.3. Mine resultater tyder pa at de fleste af eleverne har

en proces-opfattelse af ligninger, jeevnfer afsnit 3.6.1: En ligning er en opskrift pa
hvordan man kommer fra x til y. Denne opfattelse er ogsa kun blevet styrket af
definitionen af en variabelsammenhang, som eleverne (som navnt i afsnit 3.14) blev
udsat for i grundforlgbet: ... og sammenhangen er en ligning, hvoraf man kan
beregne y, hvis man kender x ”’(Matematik C — til grundforlgbet, Ebbesen 2006, 36).
Med en objekt-opfattelse vil man derimod leaese ligningen fra opgave 4.3 pa falgende
made: ’x og y har modsat fortegn”, og det er meget nemt at lgse opgaven, men sadan
leeser to tredjedele af eleverne abenbart ikke ligningen.

I Opgave 1.4 (50%) svarede 10 elever b) og 11 elever det korrekte c), dette resultat
kan ogsa fortolkes ved hjalp af proces/objekt-tankegangen. Nasten halvdelen af
eleverne kigger ikke sa meget pa hvad der er x og hvad der er y. De ser mere pa, at
den gverste reekke i tabellen er input og den nederste raekke er output, venstresiden af
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ligningen er output og hgjresiden er input. Med en procestankegang kan man laese
svarmulighederne som fglger:

a) gear ingenting

b) treek én fra

c) leg éntil

d) treek tallet fra én

Jeg pastar ikke, at en objekt-tankegang er ngdvendig for at lgse denne opgave. Hvis
man bare betragter den nederste reekke i tabellen som input og gverste raeekke som

output, kan ovenstaende proces-tankegang nemt give den korrekte lgsning.

5. Problemer med simple udregninger med tal (opgave 6.3[23], 9.4[35])

Man ma ikke glemme den simple forklaring pa elevernes fejl, at mange af eleverne
har problemer med regning med tal. For eksempel kunne kun 41% af eleverne lgse

opgave 6.3, hvor en tabel skulle udfyldes ved hjelp af ligningen y = x(x +1).

Ovenstaende fejltyper er som navnt baseret pa en analyse af de 15 opgaver, hvor der var

flest fejl. Er der ikke nogle opgaver, som eleverne klarede bedre end forventet?

Eleverne var overraskende gode til at konvertere fra tabel til ligning i tilfeelde, hvor y var

isoleret i ligningen. For eksempel valgte 86% af eleverne korrekt ligningen y = x* +4 i
opgave 7.4[27], 95% af eleverne valgte korrekt ligningen y = x* i opgave 8.4[31], mens

91% af eleverne korrekt valgte ligningen y = (x + 2)2 I opgave 10.4[39]. Selv om de

fleste af eleverne naeppe har arbejdet med denne type af ligninger far, kunne de altsa

sagtens sette givne tal ind i dem og komme frem til det rigtige resultat.

Nogle af opgaverne om grafer og ligninger gik forbavsende godt. For eksempel svarede
82% af eleverne rigtigt i opgave 7.5[28], hvor grafen hgrende til ligningen y = x(x +1)

skulle findes blandt fire naesten identisk udseende grafer. Da de feerreste af eleverne har

leert om rgdder til andengradspolynomier, har eleverne efter alt at demme sat et par tal
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ind i ligningen og har pa denne made kommet frem til det rigtige svar. Tilsvarende kunne
82% af eleverne i opgave 6.5[24] udpege grafen for kvadratrodsfunktionen.

Til slut skal det naevnes, at opgave 8.3[31] (82% rigtige) og 9.3[35] (86% rigtige) gik
forbavsende godt selv om de begge handler om konversioner fra ligning til tabel, hvor x
er isoleret i ligningen. | den sidstnaevnte opgaven hedder ligningen endda x = y*, som
eleverne naeppe har arbjedet med for. Alt i alt er det svart at blive klog pa elevernes
behandling af ligninger, hvor x er isoleret. Der er abenbart specifikke karakteristika ved

de enkelte opgaver, der har betydning for om stgrstedelen af eleverne kan lgse opgaven

eller gj.

4.5 Tre elevprofiler fra den diagnostiske test.

Jeg har i det foregaende afsnit gjort rede for at elevernes fejl kan deles op i fem fejltyper.
Et interessant spgrgsmal er nu, i hvor hgj grad den enkelte elev begar den samme type af
fejl gentagne gange?

Pa baggrund af den diagnostiske test har jeg for hver af eleverne lavet en elevprofil, hvor
man kan se hvor mange rigtige svar eleven havde i hver af de seks opgavetyper. Jeg har
udvalgt tre elever, en fra bundgruppen (elev U), en fra mellemgruppen (elev D) og en fra
topgruppen (elev O), og i det fglgende viser jeg deres profiler og diskuterer typerne og
konsistensen af deres fejl.
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4.5.1 Elev U (fra bundgruppen)

Som man kan se til hgjre havde elev U store # rigtige
problemer med de opgaver, hvor det grafiske og Nr. Type ud af 10
symbolske register skulle koordineres. | hendes 1 Graf-Lign. 4
besvarelse er der ingen krydser eller streger, der > Lign.-Graf 4
L . 3 Lgn.-Tabel 7
indikerer, at hun har afleaest andre koordinater end :

4 Tabel-Lign 8
skeeringspunkter med akserne i denne type opgaver. G Tabel-Graf 9
Det er derfor sandsynligt, at hun primaert har baseret 2 Graf-Tabel 9
valget af svar pa en falsk forbindelse mellem
koefficienterne i ligningen og koordinaterne til Sum 41

skeeringspunkterne med akserne. Hvis man sammenligner de opgaver, hvor den samme
graf eller ligning indgar, kan man finde eksempler pa inkonsistens i elev U’s svar. For
eksempel veelger hun korrekt ligningen y =1 til til grafen i opgave 4.1[14], men valgte en
skra linje gennem (0,1) til den samme ligning pa den foregaende side i opgave 3.5[12]. |
opgave 1.5[4] veelger hun korrekt grafen til ligningen y = 2x, men givet en anden graf,
som skarer begge akser i veerdien 2 to opgaver senere (i opgave 2.1) veelger hun den

samme ligning y =2x. | opgave 9.5[36] valger hun ogsa grafen harende til ligningen

y = 2x, men denne gang er den givne ligning x> = y*. Derudover valger elev U i

opgaverne 8.1[30], 9.1[34] og 10.1[38] lineaere ligninger til grafer, som ikke er rette
linjer, i alle tre tilfeelde er skaeringspunktet med y-aksen for de givne grafer identisk med
b (konstanten) i det valgte svar. Alt i alt lader elev U sig vildlede af irrelevante visuelle
variable og viser, ikke at hun er i stand til at udelukke svarmuligheder ved at afleese

koordinatset pa grafer, som ikke passer ind i ligningen.

De to eneste fejl i opgaverne om konversion fra tabel til ligning er i de eneste to
spargsmal, hvor x er isoleret i ligningerne, nemlig i opgave 1.4[3] og 6.4[23]: | opgave
1.4 valgte hun ligningen x = y —1 til en tabel, hvor y-vaerdierne, som stod for neden, var
én mindre end x-veerdierne. | opgave 6.4 valgte hun ligningen x = y? til en tabel, hvor y-

veerdierne, som stod for neden, var lig med kvadratet af x-verdierne. | begge disse
opgaver har elev U altsa fundet den rigtige proces, henholdsvis "at treekke en fra” og "at
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kvadrere,” men har ikke taget hensyn til, at det var den forkerte variabel, der var isoleret.
Derfor kan man sige, at elev U har fundet den rigtige proces i samtlige 10 opgaver af

denne type.

To af de tre fejl i opgaver om konversion fra ligning til tabel er i de opgaver, hvor x er
isoleret i ligningen. For eksempel kunne elev U ikke udfylde en tabel ved hjalp af
ligningen x = -y, hun brugte konsekvent ligningen y = x i stedet. Konklusionen er, at
hun ikke har problemer med at koordinere ligninger og tabeller — sa leenge y er isoleret i
ligningen. Hun har heller ingen problemer med opgaverne om konversion fra graf til tabel

eller fra tabel til graf, som man kan se i ovenstaende tabel.

Nar man teenker pa, at elev U ikke havde problemer med at afleese koordinater pa grafer
(9 af 10 rigtige) eller med at finde ligninger til tabeller (8 af 10 rigtige) kan det undre, at
hun i opgaverne om konversion fra graf til tabel (4 af 10 rigtige) ikke bare lavede en tabel
til hver graf og fandt den rigtige ligning derefter. Hun sad inde med den ngdvendige

viden, men formaede ikke at mobilisere den pa det rigtige tidspunkt.

4.5.2 Elev D (fra mellemgruppen)

Elev D’s besvarelse af opgaverne om koordination # rigtige
mellem graf og ligning adskiller sig fra elev U’s Nr. Type ud af 10
besvarelse ved, at der overalt er tydelig streger, der 1 Graf-Lign. 5
markerer aflaesning af koordinatseet, se for eksempel o Lign.-Graf 8
. 3 Lgn.-Tabel 8
besvarelsen af opgave 10.1 herunder (Figur 4-4): :
4 Tabel-Lign 10
.6 Tabel-Graf 10
2 Graf-Tabel 10
Sum 51
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OPGAVE 1.1

Seet en ring om den ligning,
som svarer til grafen.

s \\'\.
a) @ J

Figur 4-4

Elev D aflaeser koordinaterne til et par punkter pa grafen eller graferne og prever om de
passer ind i ligningen eller ligningerne. Grunden til at der kun er 5 ud af 10 rigtige i
konversionerne fra graf til ligning er farst og fremmest, at hun i tre af opgaverne har
valgte en ligning, der passer med et enkelt punkt pa grafen, men ikke med alle punkter.
Den ene af de to andre fejl i denne opgavetype er at hun i opgave 2.1[6] byttede rundt pa
ligningerne y =2—-x 0og y=x—2, og den noget grovere fejl i opgave 3.1[10], hvor

ligningen x =3/2 blev valgt til en skra linje, der skar x-aksen i punktet (0,3/2).
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4.5.3 Elev O (fra topgruppen)

Eleven fra topgruppen adskiller sig fra de to andre # rigtige
udvalgte elever ved at hun ikke laver simple regnefejl, | Nr. Type ud af 10
og hun har besvaret alle spargsmal om konversioner 1 Graf-Lign. 9
.. . 5 Lign.-Graf 8
mellem ligning og tabel perfekt. Hendes 5 fejl er
. . . 3 Lgn.-Tabel 10
falgende: Hun falder i skaleringsfaelden i opgave :
4 Tabel-Lign 10
3.1[10], hun kan ikke finde graferne, der hgrer til de G Tabel-Graf 8
usaedvanlige ligninger y> =1 og y* = x* i opgave 2 Graf-Tabel 10
9.5[36] samt 10.5[40], og hun laver to sjuskefejl i
konversionerne fra tabel til graf. Eleven O har ikke sum >

lavet fejl i de opgaver, hvor x er isoleret. Jeg kan konkludere, at elev O kun har mistet
overblikket i de opgaver, hvor der indgik flertydige variabelsammenhange, ellers har hun
veeret i stand til at reesonere sig frem til det rigtige svar og har ikke ladet sig pavirke af de
indbyggede faelder. Da hun ikke kan have stedt pa alle de medvirkende typer af
variabelsammenhange i folkeskolen, antager jeg, at hun udover en forstaelse for den
grafiske tolkning af koefficienterne i linjens ligning har prevet sig frem i stgrstedelen af

opgaverne ved at indseette tal i ligningerne og koordinere dette med grafer eller tabeller.

4.6 Konklusion af den diagnostiske test

Det vigtigste jeg fik ud af den diagnostiske test var, at jeg fik en overordnet idé om
klassens brug af tabeller, grafer og ligninger: En stor del af eleverne lod sig pavirke af de
indbyggede faelder og viste usikkerhed samt mangel pa kritisk sans i en del af opgaverne.

Alle eleverne kunne dog foretage en punktvis koordination af grafer og tabeller. Langt de
fleste elever havde ogsa forholdsvis nemt ved at koordinere tabeller og ligninger — kun en
enkelt elev havde under halvdelen rigtige her. De fleste elever kunne altsa godt sette
talseet ind i ligninger og undersgge om ligningerne var opfyldt eller ej. Derfor kan det

overraske, at sa mange elever havde problemer med at koordinere grafer og ligninger.

| konversionen fra graf til ligning kan man jo bare lave en tabel ud fra grafen, og sa finde

den rigtige af de fire ligninger pa samme made som i opgaverne om konversion fra tabel
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til ligning. Jeg kan konstatere, at en stor del af eleverne ikke har grebet konversionerne
fra graf til ligning an pa denne made, men enten har heftet sig ved nogle irrelevante
visuelle parametre. Pa samme made kan man i opgaverne om konversion fra ligning til
graf udveelge nogle x-vaerdier, der er i definitionsmangden for alle graferne, lave en tabel
og undersgge om tabellerne hgrer til ligningerne. Dette har en stor del af eleverne heller
ikke gjort. Den store meaengde af oplysninger, der er tilstede i en graf sammenlignet med
en tabel har altsa forvirret eleverne - valgfriheden til at aflaese koordinaterne til et
arbitraert punkt pa en graf giver anledning til forvirring. Eller maske regner disse elever
bare med, at der altid er en nem regel for hvordan man konverterer mellem graf og

ligning? Min pointe illustreres af opgaverne 7.1[26] og 8.4[31], hvor det rigtige svar i
begge tilfeelde er ligningen y = x® og tre af de fire svarmuligheder er identiske. Hele 95%

kan ga fra tabel til ligning i dette tilfeelde, mens kun 64% kan ga fra graf til ligning.

Elevernes problemer med at koordinere grafer og ligninger samt problemer med at se de
relevante visuelle variable er i overensstemmelse med Duvals (2002b, 324) resultater,
som jeg navnte i afsnit 3.6.2.

Elevernes fejltagelser i opgaverne med ligninger, hvor y ikke var isoleret, viser i
overensstemmelse med teorien om elevernes opfattelse af lighedstegnet (se afsnit 3.6.1),
at en del af eleverne ikke opfatter ligninger pa samme made som laererne og ikke
ngdvendigvis opfatter lighedstegnet som et &kvivalenssymbol. Jeg fandt flere eksempler
pa en procesopfattelse af ligninger, hvor venstresiden af ligningen er output, mens
hgjresiden er input. Mange af eleverne mangler saledes grundleeggende forudsztninger i
det symbolske register. Endelig viste den diagnostiske test, at en del af eleverne laver
mange regnefejl i simple udregninger med tal.
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5 Design af undervisningsforlgbet

5.1 Det matematiske indhold af forlgbet

Da jeg i december 2006 skulle begynde pa det egentlige design af undervisningsforlgbet
startede jeg med at lave en liste over det matematiske indhold. Det 1a pa forhand fast, at
det overordnede emne var potens-sammenhange, eksponentielle sammenhange,
repetition af linesere sammenhange samt til en vis grad logaritmiske sammenhange, og
for at fa en idé om hvilket indhold, der laegges vaegt pa i matematik pa C-niveau efter
gymnasiereformen, leeste jeg afsnittet om variabelsammenhange i elevernes laerebog

Gyldens Gymnasiematematik Grundbog C (Clausen et al 2005).

For bade eksponentielle sammenhzange og potens-sammenhzange gennemgas fglgende:
e Monotoniforhold

e Asymptoter

e Formel for bestemmelse af a af b ved hjelp af to punkter

e Regression

o Karakteristiske egenskaber

Derudover bliver falgende emner taget op for eksponentielle sammenhange
e Formel for fordoblings- og halveringstid

e Logaritmer som knap pa lommeregneren

Det skal bemarkes, at logaritmer i Gyldens Gymnasiematematik Grundbog C indfares
som en “'nyttig knap pa lommeregneren,” som er ngdvendig at bruge i formlerne for
fordoblingstid og halveringstid og i formlen for bestemmelse af a af b ved hjalp af to
punkter for en potens-sammenhang. Logaritmiske sammenhaenge behandles altsa ikke pa

lige fod med de to andre typer af sammenhange.

Jeg besluttede, at jeg som minimum ville forsgge at inddrage ovenstaende indhold i mit
forlgb sadan at de elever i min klasse, som senere ville vaelge matematik pa et hgjere
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niveau, ville have sammenlignelige forudsaetninger med eleverne fra de andre klasser. |

afsnit 5.4 om den tilsigtede viden vil jeg uddybe det matematiske indhold.

5.2 Indledende afgreensninger

| dette afsnit vil jeg beskrive de indledende valg jeg traf, da forlgbet skulle afgraenses og
min angrebsvinkel skulle fastleegges. Min farste store beslutning var som navnt, at jeg
ville bruge en covarianstilgang baseret pa additive og multiplikative &ndringer. Her er en
oversigt over de fem naeste store beslutninger:

e Det indsamlede datamateriale skulle udelukkende veere skriftligt

e Udgangspunktet skulle tages i det numeriske register

e Jeg ville selv lave undervisningsmateriale og opgavesamling

e Modellering og naturligt sprog skulle ikke inddrages direkte

e Logaritmiske sammenhange skulle behandles i detaljer

5.2.1 Skriftligt datamateriale

Da jeg var alene om mit speciale, og da jeg selv skulle sta for undervisningen af mit
designede forlgb, var det som naevnt i afsnit 2.3 af praktiske arsager naturligt at basere
dataindsamlingen pa skriftligt materiale. Jeg besluttede fra starten, at datamaterialet
skulle udggres af to skriftlige afleveringer, en eller flere sma tests undervejs i forlgbet og
en afsluttende to-timers prgve, hvor der skulle gives karakter. Da det ikke var mit mal at
beskeaeftige mig med, hvad der foregik i klasseveerelset i de enkelte timer, fravalgte jeg at

supplere det skriftlige materiale med lydoptagelser fra timerne.

5.2.2 Udgangspunkt i det numeriske register

Med min semiotiske tilgang var det af afggrende betydning for forlgbet hvilket register,
jeg ville veelge at introducere de nye typer af variabelsammenhange i. Traditionelt bruges
det symbolske register, men tre vigtige faktorer talte for at bruge det numeriske register:
For det farste er den valgte covarians-tilgang primert baseret pa det numeriske register
(Confrey og Smith 1994, 135), for det andet var det min erfaring som klassens lerer, at
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de svageste elever havde store problemer med at bruge det symbolske register, og for det
tredje viste den diagnostiske test, at mange af eleverne var overraskende gode til at bruge
det numeriske register - jeevnfar afsnit 4.5 om elevprofiler fra den diagnostiske test, hvor
eleven U fra bundgruppen, som er en af dem, der normalt har problemer med det
symbolske register, viste sig at klare konversionerne fra tabel til ligning naesten perfekt.
Min hypotese var pa grundlag af den diagnostiske test, at mange af eleverne faktisk var
gode til at finde systemer i tabeller, selvom de havde problemer med at udfere
operationer i det symbolske register. Ved at tage udgangspunkt i det numeriske register
var det mit hab, at jeg kunne fa flere af klassens elever til at deltage aktivt i forlgbets
farste del, end hvis jeg tog udgangspunkt i det symbolske register.

Et modargument til denne fremgangsmade kunne vare: Eleverne skal alligevel arbejde
med eksponentielle sammenhzange og potens-sammenhange i det symbolske register pa
et senere tidspunkt, er den naevnte fremgangsmade ikke bare at udsatte pinen? Hertil
kunne jeg svare, at man ganske rigtigt skal bruge det symbolske register far eller siden,
men da en stor del af det matematiske indhold, nemlig monotoniforhold, asymptoter,
fordoblings- og halveringstid samt de karakteristiske egenskaber kan behandles
meningsfuldt udelukkende i det numeriske og grafiske register, vil en stor del af
indholdet gares mere tilgaengeligt for eleverne ved at udsztte brugen af det symbolske
register. Der vil selvfglgelig blive brugt mindre tid pa det symbolske register end i den
traditionelle undervisning, men er det ikke lige sa vigtigt, at eleverne ved hvad en
fordoblings/halveringstid er, kan argumentere for at lige netop eksponentielle
sammenhange har fordoblings/halverings-tider og kan finde fordoblings/halveringstider i
det numeriske og grafiske register, som det er at kunne beregne

fordoblings/halveringstider ved hjelp af en formel?

5.2.3 Undervisningsmateriale og opgavesamling

Da der mig bekendt ikke var andre i Danmark, som havde lavet undervisningsmateriale
om eksponentielle, potens- og logaritmiske sammenhzange baseret pa en covarianstilgang
med additive og multiplikative s&ndringer, hvor udgangspunktet var i det numeriske
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register, besluttede jeg, at mit design skulle resultere i fremstillingen af en opgavesamling

og tilhgrende undervisningsmateriale.

5.2.4 Modellering og naturligt sprog inddrages ikke direkte

Jeg tog den beslutning, at jeg ville fokusere pa det numeriske, grafiske og symbolske
register, og dermed ikke direkte ville inddrage det naturlige sprog og modellering. Det
betad ikke, at eleverne i 1.j. skulle snydes for disse meget centrale aspekter, men det
beted bare, at forlgbet ville blive to-delt: Farste del ville omhandle tabeller, grafer og
ligninger, mens anden del ville omhandle naturligt sprog og modellering. Dette speciale
handler udelukkende om den farste del, jeg vil dog n&vne, at jeg valgte
undervisningsmaterialet ”Veaekst” af Pedersen (2005) til modelleringsdelen, fordi
opgaverne i dette hafte barer praeg af en covarianstilgang, hvor der leegges veegt pa de
karakteristiske egenskaber for lineaere, eksponentielle og potens-sammenhange, og der

saledes bygges videre pa mit designede forlgb.

En vaesentlig ulempe ved at udskyde modelleringsaspektet er, at eleverne kan have sveert
ved at se hvad variabelsammenhangene skal bruges til i starten af forlgbet. | princippet er
der ikke noget i vejen for, at modelleringsaspektet tages op allerede i starten af forlgbet i
sammenhang med additive og multiplikative a&ndringer i det numeriske og grafiske
register. Man kunne pa et tidligt tidspunkt behandle forskellige additive og multiplikative
e@ndringer i den virkelige verden som for eksempel mangedobling, opdeling, similaritet
og sa videre, og man kunne sgge at styrke elevernes "komparative komponent” af
andringsbegrebet for at fa eleverne til at arbejde med alle dimensioner af

@ndringsbegrebet (jeevnfar afsnit 3.10).

Min begrundelse for at udskyde modelleringsaspektet er for det farste, at arbejdsbyrden
ved at designe opgaver og undervisningsmateriale var sa stor, at jeg blev ngdt til at
begraense mig. Desuden gnskede jeg pa baggrund af gymnasiereformen, at en vigtig del
af dette speciale skulle vaere at komme med et matematisk stringent og afrundet forlgb
som alternativ til den traditionelle behandling af de 4 typer af funktioner.
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5.2.5 Logaritmiske sammenhaenge

Nar man tager udgangspunkt i additive og multiplikative s&ndringer i det numeriske
register er logaritmiske sammenhange lige sa naturlige at indfare som eksponentielle
sammenhange. Det ses let, at de to naevnte typer er omvendte sammenhange, og derfor
volder grafer for logaritmiske sammenhange heller ikke stgrre problemer end grafer for
eksponentielle sammenhange. Da logaritmer under alle omstaendigheder skulle
behandles (om ikke andet som en knap pa lommeregneren, se afsnit 5.1), og da jeg
gnskede et matematisk afrundet forlgb, besluttede jeg fra starten, at logaritmiske

sammenhange skulle inddrages pa lige fod med de andre typer af sammenhange.

5.3 Problemformulering nummer tre

Formalet med specialet er at designe et undervisningsforlgb om linezre, eksponentielle,
potens- og logaritmiske sammenhzange pa gymnasiets C-niveau, hvor de tre typer af
variabelsammenhznge introduceres ved hjalp af en covarians-tilgang baseret pa
additive og multiplikative &ndringer. Der tages udgangspunkt i Duvals teori om
semiotiske repreesentationer med fokus pa felgende punkter:

¢ Analyse af elevernes forudsatninger for brug af det numeriske, grafiske og
symbolske register fgr forlgbets start.

e Design af opgaver og tilhgrende undervisningsmateriale, som tager hensyn til
elevernes forudsaetninger i de tre registre ved at tage udgangspunkt i det
numeriske register og udskyde brugen af de symbolske register, som systematisk
behandler alle 6 mulige konversioner mellem de tre registre for de tre typer af
sammenhange og som systematisk behandler additive og multiplikative endringer
i de tre registre.

e Analyse af elevernes skriftlige arbejde med henblik pa at undersgge om eleverne
forbedrede eventuelle problemer med de tre registre, om eleverne efter forlgbet
var i stand til at udfgre de konkrete konversioner for de fire givne typer af
variabelsammenhange og pa at undersgge elevernes tilegnelse af covarians-

tilgangen.
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5.4 Tilsigtet viden.

| dette afsnit gives en oversigt over den tilsigtede viden i forlgbet, i det naeste afsnit

argumenterer jeg for de valg, jeg har truffet.

1. Symmetri
x og y er ligevaerdige variable, hvilket ses pa forskellig vis i de tre registre.

= Grafiske register: x-aksen kan veere den lodrette akse.
= Numeriske register: x-veerdierne kan veere nederst (eller sidst) i tabeller.
= Symbolske register: x kan veere isoleret i en ligning.

2. Operationer, som bevarer det matematiske objekt

Felgende operationer @ndrer ikke pa det matematiske objekt, kun reprasentationen.
= Numeriske register: Ombytning af reekkefglgen af talparene i en tabel.
= Grafiske register: Skalering af akserne, ombytning af akserne.

= Symbolske register: Omskrivning af ligning (s&ekvivalens).

3. Covariation: Additive og multiplikative &ndringer

Nar man @ndrer pa den ene variabel, sa @ndres den anden variabel.
= Udfarelse og genkendelse af multiplikative og additive a&ndringer i tabeller.

= Genkendelse af alle fire typer af variabelsammenhange i alle tre registre.

4. Konversioner

Udfgrelse af de 6 mulige konversioner mellem det numeriske, grafiske og symbolske
register for de fire typer, herunder hgrer regression samt formlerne, hvor to punkter
bruges til at bestemme koefficienterne i ligningen for alle 4 typer af sammenhange.

5. Monotoniforhold: Koordination af &endringer i de tre registre.

Definition af aftagende og voksende sammenhznge, koordination af eendringer i de tre
registre:
= Numeriske register: Additive og multiplikative &ndringer som gentagen proces.
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= Grafiske register: Grafens haeldning samt additive og multiplikative sndringer.

= Symbolske register: Koefficienten a.

6. Fordoblingstid og halveringstid

Fordoblingstid og halveringstid i alle tre registre.
= Numeriske register: Vurdering af stgrrelsesorden af fordoblings/halverings-tid.
= Grafiske register: Aflesning af fordoblings/halverings-tid.

= Symbolske register: Formler til beregning af fordoblings/halverings-tid.

7. Omvendte sammenhange

Det falger af de karakteristiske egenskaber for de fire typer af sammenhange, at:
= Den omvendte sammenhzng til en lineser sammenhang er ogsa linezr.
= Den omvendte sammenhzng til en potens-sammenhang er ogsa potens.

= Den omvendte sammenhang til en eksponentiel sammenhang er logaritmisk.

5.5 Begrundelse for den tilsigtede viden.

Et grundlzeggende kendskab til de enkelte registre en forudsztning for at man kan tilegne
sig matematisk forstaelse. Den diagnostiske test viste, at en del af eleverne havde en
ufuldsteendig opfattelse af de tre registre, hvilket de to farste punkter af min tilsigtede

viden havde til formal at rette op pa.

| den diagnostiske test kom det frem, at mange af eleverne i visse tilfeelde havde sveert
ved at arbejde med ligninger, hvor x var isoleret. Dette fgrte mig til det farste punkt i den
tilsigtede viden om symmetri: Eleverne er abenbart fra folkeskolen sa vant til aty er den
afhangige variabel, at de ikke ngdvendigvis ser det som en selvfglge at valget af

variabelnavne er arbitreert.
Elevernes problemer med ligninger, hvor x er isoleret, farte ogsa til punkt nummer to i

den tilsigtede viden. Elevernes manglende vilje til at omskrive ligningerne og isolere y i

den diagnostiske test fik mig til at overveje, om sterstedelen af eleverne overhovedet har
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teenkt over, at ekvivalente ligninger repraesenterer den samme variabelsammenhang? |
afsnit 3.6.1 om elevernes opfattelse af ligninger skrev jeg, at mange elever ikke opfatter
lighedstegnet som et a&kvivalenssymbol. Hvis dette er tilfeeldet, hvordan skal disse elever
sa kunne forsta, at &kvivalente ligninger giver samme variabelsammenhang? Generelt
handler punkt to i den tilsigtede viden om, at visse operationer i de tre registre ikke
@ndrer ved det matematiske objekt, men bare ved reprasentationen (jeevnfar afsnit 3.4.2).
Her naevntes ogsa skalering af akser som en sadan operation, da dette ogsa gav problemer

i den diagnostiske test valgte jeg ogsa at tage skalering op.

Det tredje punkt i den tilsigtede viden omhandler covariation-tilgangen baseret pa teorien
om additive og multiplikative endringer af Confrey og Smith (jeevnfar afsnit 3.10), og
jeg har tidligere argumenteret for hvorfor jeg valgte at tage udgangspunkt i det numeriske

register.

De farste tre punkter har saledes til formal at forstaerke elevernes forstaelse af de tre
registre og indfare et nyt veerktgj i det numeriske register, som forfremmer det
numerisker register til at vaere et "action” register. Det fjerde punkt er pa baggrund af
Duvals teori det centrale punkt: En ngdvendig forudsztning for at opna matematisk
forstaelse er at kunne foretage konversioner mellem de forskellige registre (jeevnfar afsnit
2.1.4).

Ifalge Duval er koordination af mindst to registre en ngdvendig betingelse for matematisk
forstaelse (jeevnfar afsnit 2.1.4). Med min covariation-tilgang er koordinationen af
andringer i de tre registre helt central, og pa denne made kan monotoniforhold
behandles, hvilket er punkt nummer fem. Bemeerk, at man med et passende valg af
standardligning for de fire typer af variabelsammenhznge kan lade koefficienten a
bestemme hvordan variabelsammenhangen &ndrer sig, mens b bestemmer et
skaeringspunkt med en af akserne eller bare et fast punkt. Z£Endringer i det numeriske
register beskrives selvfalgelig ved hjelp af additive og multiplikative &ndringer, mens
@ndringerne i det grafiske register bade kan beskrives punktvist og globalt: Med en
punktvis beskrivelse af endringer mener jeg, at man ved at udvelge diskrete punkter kan
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arbejde med additive og multiplikative andringer for x og y i det grafiske register, og
med globale a&ndringer mener jeg grafens overordnede form, om den gar opad eller
nedad.

Med den valgte covariation-tilgang er det nemt at indfgre fordoblings- og halveringstider:
En fordoblingstid (henholdsvis halveringstid) er den gentagne additive &ndring af x, der

giver en multiplikative andring af y pa 2 (henholdsvis %2).

Det sidste punkt om omvendte sammenhange valgte jeg at tage med, fordi det sammen
med punktet om symmetri i de tre registre pa en simpel made tydeliggar, at den valgte
klasse af variabelsammenhange har nogle pane egenskaber, og det understreger, at
eksponentielle sammenhange og logaritmiske sammenhange opferer sig "modsat.” Med
omvendt sammenhang mener jeg her omvendt funktion, men vil definere omvendte
sammenhange ved hjalp af ombytning af x og y-veerdier i tabeller, og vil ikke komme

ind pa generelle betingelse for eksistens af omvendt sammenhang eller lignende.

5.6 Reaekkefglge af gennemgang baseret pa de semiotiske registre.

| den traditionelle matematikundervisning veaelger man at gennemga en type af funktion
ad gangen, farst i det symbolske register, derefter i det numeriske og til sidst i det
grafiske register. Da jeg allerede havde besluttet at tage udgangspunkt i det numeriske
register og vente med at bruge det symbolske register, stod det klart, at jeg skulle veelge
en anden fremgangsmade. Skulle jeg holde fast i at gennemga en enkelt type af
variabelsammenhang ad gangen og bare &ndre raekkefalgen af registrene, eller skulle jeg
tage alle fire typer af variabelsammenhange pa én gang, men gradvist inddrage flere

registre?

Da jeg gerne ville tage udgangspunkt i det numeriske register og vente sa laange som
muligt med det symbolske register, faldt det naturligt at veelge mulighed nummer to.

Sammenlignet med den traditionelle undervisning, hvor det ville veere maerkeligt at starte
med at opskrive forskrifterne y =ax+b, y=b-a*, y=b-x* og y=a-log(x)+b, giver

det god mening at starte med at definere additive og multiplikative &ndringer i det
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numeriske register og derefter definere samtlige variabelsammenhange, der opfarer sig
reguleert med hensyn til gentagne additive eller multiplikative &ndringer. Nedenstaende

Figur 5-1 viser, at udgangspunktet tages i tabeller:

Naturligt

sprog

«
//’§'

7

4 // o
"8

€ > diskurs on andringer i registret 3 ufornelt sprog

Figur 5-1

Jeg besluttede, at tage udgangspunkt i tabeller med serligt pane tal, som var konstrueret
ved gentagne additive eller multiplikative andringer af x og y (fremover kaldet en
regelmaessig tabel), og at indfgre en notation, sadan at disse a@ndringer blev angivet i
tabellen. Pa denne made forfremmes en tabel fra at vaere et endeligt seet punkter til at

veaere et potentielt uendeligt sat punkter. Her er et eksempel:

X 0 1 2 plus 1
y 1 3 5 plus 2

Den gentagne proces reprasenteres af den sidste sgjle, som jeg velger at kalde
”systemet” i tabellen, og man kan se at der er tale om en linezer sammenhang. Jeg
besluttede at definere de fire typer af sammenhange ved hjelp af sadanne "systemer”. |
den forrige figur har jeg udover det numeriske register inddraget registret naturligt sprog,
fordi det er diskursen om tabeller, der sa at sige "giver tabellen liv”’ og udtrykker den

potentielt uendelige proces af gentagne additive eller multiplikative endringer.
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Med den valgte fremgangsmade starter man i det register, der indeholder mindst
information (jeevnfer afsnit 3.4.3). Man kan sige, at tabellerne pa grund af deres diskrete
natur er et skelet, hvor kadet kommer pa senere i form af grafer og ligninger. Det
problem, at eleverne kan komme til at identificere det matematiske objekt med de forst
benyttede repraesentationer (jeevnfar afsnit 2.1) kan derfor fare til et meget ufuldsteendigt
billede af de benyttede variabelsammenhang: Eleverne tror, at “skelettet” er hele dyret.
Hvordan skal eleverne fa et indtryk af, at der mellem tabellens udvalgt veerdier findes et

kontinuum af tal?

For det forste kender eleverne allerede til linesre sammenhange, hvor tegningen af den
rette linje mellem punkterne symboliserer denne udfyldelse af tomrummet mellem
tabellens veerdier. Ved at drage analogier og sige, at man pa samme mader gnsker at
forbinde punkter i tabellerne for eksponentielle, potens- og logaritmiske sammenhange,
far eleverne en idé om, at tabellerne ikke viser hele det matematiske objekt.

For det andet kan man ved at arbejde med interpolation i tabeller give eleverne idé om, at
tabellerne kan ikke bare kan udvides ved gentagne gange at anvende de givne additive og
multiplikative &ndringer, hvilket giver nye punkter uden for det interval, hvor tabellens
eksisterende punkter ligger i, men man kan ogsa altid finde nye punkter mellem to givne
punkter i en tabel. Denne potentielle uendelighed af interpolationsprocessen giver
fornemmelsen af at der findes et kontinuum mellem to givne punkter i en tabel. Nar man
skal konvertere fra tabel til graf, bliver teknikkerne med at udvide en tabel helt centrale.
Graferne for de tre nye typer er jo ikke bare rette linjer, sa for at kunne tegne en pracis

blgd kurve er det som regel ngdvendigt ferst at udvide tabellen.

Det naste register der inddrages er altsa det grafiske, se nedenstaende Figur 5-2:
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Figur 5-2

De ellers trivielle konversioner mellem graf og tabel sattes i et lidt andet lys, nar man

stiller det krav, at man kun arbejder med tabeller med gentagne additive eller

multiplikative &ndringer.

e Tabel til graf: I stedet for at et antal tilfeeldige punkter afsattes pa en graf og
forbindes med en blad kurve, konstrueres grafen ved at gentagne gange bruge

samme additive eller multiplikative &ndring for x og y eller ved interpolation.

Konstruktionsprocessen bestar af at konvertere endringer fra det numeriske til det

grafiske register.

o Graf til tabel: Punkterne skal udvelges ngije, hvis tabellen skal besta af gentagne

additive eller multiplikative a&ndringer, og hvis man ikke kender typen af

sammenhang ved man ikke om man skal bruge additive eller multiplikative

@ndringer.

Til sidst inddrages det symbolske register, se Figur 5-3:

82



& oo ]
& Je8 |

WSy

)

B

& Naturligt

BER > | sprog

g

E «

E

B

> fonversion
€ > diskurs on andringer 1 registret 1 cfomelt sprog

Figur 5-3

Fire nye typer af konversioner dukker op:

e Tabel til ligning: For alle fire typer findes der formler, hvor man ved hjalp af to

punkter kan bestemme ligningen. For at veelge den rigtige formel er det

ngdvendigt farst at bestemme typen af sammenhang.

e Ligning til tabel: Her kan man ikke vaere sikker pa, at den rigtige variabel er

isoleret i ligningen. Sa operationen “at isolere x eller y i ligningen” for hver af de
fire typer af sammenhznge skal ogsa gennemgas.

e Graf til ligning: Viden om den grafiske fortolkning af koefficienterne i ligningen

ger, at hvis man kender typen af sammenhang, kan man i visse tilfelde finde
ligningen uden at lave en tabel farst.

e Ligning til graf: Koefficienten b angiver et startpunkt og koefficienten a angiver
de additive og multiplikative &ndringer, der skal til for at konstruere grafen.
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Som naevnt er modellering og konversioner mellem naturligt sprog og det symbolske
register ikke en del af dette speciale, men eleverne skal arbejde med dette senere
saledes, at de til slut har arbejdet med falgende konversioner (se Figur 5-4):

4

A » | Naturligt
g sprog
«
g /
= y@

»  konversion
DU > disrs i ettt g

Figur 5-4

Jeg har nu skitseret den overordnede struktur af forlgbet, men har kun navnt punkt 3 og 4
fra afsnittet om den tilsigtede viden om henholdsvis covariation og konversioner. Til slut
vil jeg navne, hvornar de andre punkter tages op. De farste to punkter om symmetri og
operationer i de enkelte registre, som bevarer det matematiske objekt, skal selvfglgelig
tages op farst, da elevernes generelle viden om de tre registre skal udbygges, for vi
arbejder med specifikke typer af sammenhange. De tre sidste punkter om
monotoniforhold, fordoblings/halverings-tid og omvendte sammenhange besluttede jeg
at tage op i to etaper: Farste gang uden det symbolske register og anden gang med det
symbolske register. Denne beslutning blev taget pa baggrund af min generelle
malsaetning om at fa s& mange som muligt af klassens elever aktivt med i undervisningen

i den farste del af forlgbet.
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5.7 Matematiske afgreensninger og brug af IT-hjeelpemidler

Jeg besluttede, at jeg ville indsnavre det matematiske felt, som skulle benyttes i forlgbet,
pa baggrund af fglgende fire punkter:

e Der skulle arbejdes udelukkende med tabeller, grafer og ligninger.

e Begrebet ”en variabelsammenhang” skulle defineres som en ligning.

e De enkelte typer af variabelsammenhang skulle defineres ved hjelp af tabeller.

e Alle variabelsammenhange i forlgbet skulle skulle veere af typerne linear,

eksponentiel, potens og logaritmisk.

I afsnit 3.4 skrev jeg at enhver reprasentation kun indeholder den partielle information
om det matematiske objekt, hvilket kan give anledning til flertydigheder. Da ligninger
indeholder mere information end grafer og tabeller valgte jeg som naevnt at definere en
variabelsammenhang som en ligning, men det betyder, at der til en givet tabel eller graf
kan hgre mere end én variabelsammenhang. Det sidste punkt ovenfor sgrger for at fjerne

denne flertydighed.

Derudover var det pa forhand ngdvendigt at overveje hvilke IT-hjelpemidler, der med
fordel kunne benyttes i forlgbet. Det skal her bemeerkes, at grafiske lommeregnere ikke er
obligatoriske pa C-niveau, og at langt de fleste af eleverne i forsggsklassen ikke havde en
grafiske lommeregner, men en lommeregner fra folkeskolen, som dog kunne udregne
logaritmer, radder og potenser. Da det var et krav, at regression for hver af de fire typer
af sammenhange skulle indga i forlgbet, og da eleverne allerede havde lert at bruge
Excel i grundforlgbet til lineaer regression, var det mest praktisk fortsat at bruge Excel.
Bemaerk, at seetningen om konversion fra tabel med to punkter til ligning kan illustreres
ved brug af Excel, da to punkter og angivelse af type er tilstraeekkelig information til at
Excel kan foretage regression. Den eneste alvorlige ulempe ved Excel er, at der bruges

den naturlige logaritme og grundtallet e i ligningerne.
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5.8 Arbejdsformer

Jeg vil starte med at gentage hvad jeg skrev i afsnit 2.3 nemlig, at der i dette speciale ikke
fokuseres pa spillet mellem laerer og elev eller opbygningen af de enkelte
undervisningsmoduler, hvilket betyder, at jeg ikke vil beskrive valget af arbejdsformer i

stor detalje.

Klassens lave ambitionsniveau, darlige disciplin og lave faglige niveau gjorde, at jeg pa
forhand udelukkede lengerevarende projektarbejde, hvor stor selvstendighed ville veere
pakravet. Pa den anden side set lagde den valgte covarianstilgang op til eleverne skulle
have meget tid til selv at finde systemer i tabeller, tegne grafer og sa videre, og i den
farste del af forlgbet, hvor der ikke skulle indga ligninger, ville mangden af egentlig teori
(i traditionel forstand) veere begreenset, sa snart den indledende introduktion havde fundet
sted.

Kompromiset blev, at der til hvert modul (af 100 minutters varighed) i starten af timen
skulle udleveres et antal opgaveark, og i slutningen af timerne skulle der udleveres nogle
tilhgrende noter. Det enkelte modul skulle forega sadan, at farst var der gennemgang af
lektie og derefter en kort introduktion til dagens emne. Mindst halvdelen af tiden skulle
bruges pa at lgse de udleverede opgaver, og de sidste ca. 10 minutter skulle bruges pa at
gennemga et par af dagens opgaver. De opgaver, som eleverne ikke kunne na at lave
feerdige, blev lektie til naste time sammen med de udleverede noter. Bade opgaver og
noter kunne efter timen laeegges pa nettet, sa fravaerende elever ogsa kunne falge
undervisningen. | den sidste del af forlgbet, hvor ligninger ogsa skulle behandles, ville
veegten i hgjere grad leegges pa klasseundervisningen pa grund af den stgrre mangde af
teori, og noterne ville her blive udleveret i starten af modulet, sa de kunne bruges til

opslag under opgaveregningen.

Mine argumenter for at jeg valgte at dele opgaveark og noter ud til hver time i stedet for
at lave et samlet haefte med opgaver og noter var fglgende:
1. Jeg ville have eleverne til at teenke selvsteendigt i stedet for at bladre i noter under

opgavelgsning.
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2. Det skulle veere soleklart hvad der skulle praesteres i det enkelte modul.

3. Jeg ville have mulighed for at justere sveerhedsgraden af opgaverne undervejs.

Det sidste punkt haeenger sammen med, at jeg var usikker pa hvordan eleverne ville tackle
covariation-tilgangen, sa jeg havde svert ved at vurdere sveerhedsgraden og omfanget af
opgaverne og ville have mulighed for at regulere dette undervejs.

5.9 Det teoretiske indhold af undervisningsmaterialet

5.9.1 Introduktion til preesentationen af det teoretiske indhold

Da jeg havde fastlagt den tilsigtede viden, miljget, arbejdsformerne og raekkefalgen i
gennemgangen opstillede jeg pa basis af den valgte covarianstilgang en reekke
definitioner og seetninger, som skulle udgere det teoretiske indhold i specialet, og som
skulle sta i det undervisningsmateriale, der skulle udleveres til eleverne. Processen med at
definere, bevise og udvealge var lang og snarklet og ville ikke blive prasenteret i sin
helhed for laeseren. | stedet vil jeg farst praesentere slutresultatet - uden kommentarer — og

derefter argumentere for de vigtigste valg jeg traf undervejs.

De folgende sider er alle klippet ud fra de undervisningsnoter, som jeg lavede, dog er
definitionen af additive og multiplikative sndringer forkortet en smule. Det er klart, at
grafer og generelle udsagn om det grafiske register er en vigtig del af forlgbet, men for at
begraense denne prasentation af det teoretiske indhold har jeg valgt at ngjes med
definitionerne og seetningerne fra noterne. Det skal bemarkes, at nummereringen af
definitioner og satninger ikke er en del af noterne, men er foretaget for nemmere at

kunne lave referencer, nar jeg senere argumenterer for mine valg.

87



5.9.2 Det teoretiske indhold af noterne.

1. Def. af additive og multiplikative a&ndringer (fra noterne til modul 2, appendiks
s.115)

X 0 2 4 6 8 10 12 | plus 2

y 1 2 4 8 16 32 64 | gange 2

Den additive &ndring for x er 2, og den multiplikative &ndring for y er 2. Desuden
indferes den konvention at skrive “a&ndringerne” i tabellen ind pa den plads i tabellen, der

er leengst til hgjre...(Det skal bemaerkes at dette uddrag er forkortet i forhold til noterne).

2. Definition af en lineseer sammenhaeng (fra noterne til modul 2, appendiks s.116)
Hvis forskellen mellem de efterfglgende x-vaerdier er konstant, sa er forskellen mellem de
efterfalgende y-veerdier ogsa konstant. Eksempel pa en lineser sammenhzng:

X 3 4 5 6 7 8 9| plus1

y 0 3 6 9 12 15 18 | plus 3

3. Definition af en eksponentiel sammenhang (fra noterne til modul 2, appendiks
s.116)
Hvis forskellen mellem de efterfglgende x-vaerdier er konstant, sa er forholdet mellem de

efterfglgende y-veerdier ogsa konstant. Eksempel pa en eksponentiel sammenhzng:

X 0 2 4 6 8 10 12 | plus 2

y 1 2 4 8 16 32 64 | gange 2

4. Definition af en logaritmisk sammenhaeng (fra noterne til modul 2, appendiks s.116)
Hvis forholdet mellem de efterfglgende x-veerdier er konstant, sa er forskellen mellem de

efterfalgende y-veerdier ogsa konstant. Eksempel pa en logaritmisk sammenhzng:
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X 1 2 4 8 16 32 64 | gange 2

y 0 5 10 15 20 25 30 | plus 5

5. Definition af en potens-sammenhang (fra noterne til modul 2, appendiks s.116)
Hvis forholdet mellem de efterfalgende x-veerdier er konstant, er forholdet mellem de

efterfglgende y-verdier ogsa konstant. Eksempel pa en potens-sammenhang:

X 1 2 4 8 16 32 64 | gange 2
y 0,01 0,1 1 10 100 | 1000 | 10000 | gange 10

6. Definition af et system i en tabel (fra noterne til modul 3, appendiks s. 117)

Nar man bade for x og y har afgjort om a&ndringerne er additive eller multiplikative og
har bestemt endringernes starrelse, siger vi, at man har fundet et system i tabellen. Et
system for en tabel er altsa preecis den sgjle, som vi per konvention tilfgjer leengst til

hgjre i tabellen.

7. Seetning (fra noterne til modul 3, appendiks s. 119)

Der skal tre punkter til at bestemme et system i en tabel.

8. Seetning (fra noterne til modul 3, appendiks s. 120)
Hvis man kun ser pa tabeller af typen linear, potens, eksponentiel eller logaritmisk
gelder felgende: Der kan godt veere to (eller flere) forskellige systemer i den samme

tabel, men alle systemer er af samme type.

9. Seetning (fra noterne til modul 3, appendiks s. 120)
Nar man kun arbejder med vores 4 typer af sammenhzange, gelder fglgende:
Huvis et enkelt punkt og et system er givet i en tabel, har man fastlagt pracis hvilken

variabelsammenhang der er tale om.
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10. Definition af en voksende variabelsammenhang
(fra noterne til modul 6, appendiks s. 126)
En variabelsammenhang siges at veere voksende, hvis enhver positiv additiv endring af x

giver en positiv additiv endring af y.

11. Definition af en aftagende variabelsammenhang
(fra noterne til modul 6, , appendiks s. 126)
En variabelsammenhang siges at veere aftagende, hvis enhver positiv additiv eendring af

X giver en negativ additiv endring af y.

12. Definition af fordoblingstid for en eksponentielt voksende sammenhang
(fra noterne til modul 6, appendiks s. 127)
Den additive &ndring af x, som giver en multiplikativ &ndring af y pa 2 for en

eksponentielt voksende sammenhang, kaldes fordoblingstiden, hvilket noteres T, .

13. Definition af halveringstid for en eksponentielt aftagende sammenhaeng

(fra noterne til modul 6, appendiks s. 129)

Den additive &ndring af x, som giver en multiplikativ &endring af y pa % for en

eksponentielt aftagende sammenhang, kaldes halveringstiden, hvilket noteres T, .
2

14. Definition af omvendte sammenhange (Fra noterne til modul 6, appendiks s. 132)
Hvis man har en variabelsammenhang i form af en tabel, sa defineres den omvendte
sammenhang, som den variabelsammenhang, der fremkommer ved at bytte rundt pa de

tal der hgrer til y og x.
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15. Saetning om omvendte sammenhange (Fra noterne til modul 6, appendiks s. 132)

= Den omvendte sammenhang til en lineser sammenhang er en lineeer sammenhang.

= Den omvendte sammenhang til en potens-sammenhang er en potens-sammenhang.

= Den omvendte sammenhang til en eksponentiel sammenhang er en logaritmisk
sammenhang.

= Den omvendte sammenhang til en logaritmisk sammenhang er en eksponentiel

sammenhéang.

16. Saetning (Fra noterne til modul 7, , appendiks s. 135)

Ligningen for en eksponentiel sammenhang er y =b-a*, hvor a er et positivt tal.

= b er grafens skaering med y-aksen, det vil sige den y-veerdi der svarer til x =0

= aer den multiplikative &ndring for y, der svarer til en additiv

X | plus1l
endring for x pa 1.

y | gangea

17. Szetning (Fra noterne til modul 8 og 9, appendiks s. 139)

Ligningen for en potens-sammenhang er y =b - x*

= Koefficienten b er y-koordinaten til det punkt, hvor x-kordinaten er 1.
= Koefficienten a er den potens, som den multiplikative e&ndring af x skal oplaftes i
for at man far den multiplikative @ndring af y.

18. Fra noterne til modul 8 og 9, appendiks s. 142:
Seetning 1 om ligningen for en eksponentiel sammenhang (et punkt og system kendt)

X |0 |plush

Hvis en tabel har falgende struktur y |b |gangek

er den tilhgrende ligning y =b-a*, hvor b kan afleeses i tabellen,

1
0g a kan beregnes som a = k" , hvilket er ensbetydende med a" =k .

Heraf falger, at nar der leegges h til x, ganges y meda".
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19. Fra noterne til modul 8 og 9, appendiks s. 145:
Setning 2 om ligningen for en eksponentiel sammenhang (to punkter og type kendt)
Hvis man har en tabel med to punkter

X X1 X2

y |- Y1 Y2

, 0g det er givet at man skal finde en eksponentiel sammenhzng, sa er den tilhgrende

ligning pa formen y =b-a*, hvor koefficienterne a og b findes pa falgende vis:

1
a:[ﬁsz_n og b:y_:'
Y1 a*

20. Definition af den logaritmiske sammenhang log(x)
(modul 8 og 9, appendiks s. 146)

Variabelsammenhangen y = Iog(x) defineres som den logaritmiske sammenhang, hvis

tabel indeholder punkterne (1,0) og (10,1).

21. Regneregel for logaritmer (modul 8 og 9, appendiks s. 146)

Iog(ax): x-log(a) , hvor aer et positivt tal, og x er et vilkérligt tal.

22. Fra noterne til modul 8 og 9, appendiks s. 148:
Setning 3 om ligningen for en potens-sammenhang (et punkt og system kendt)
Hvis en tabel har fglgende struktur

X |1 |gangeh

y |b |gangek

, er den tilhgrende ligning y =b- x®,hvor b kan afleeses i tabellen,

0g a kan beregnes som a = :2328 , hvilket er ensbetydende med h® =k .

Heraf falger, at nar x ganges med h, ganges y medh®.
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23. Fra noterne til modul 8 og 9, appendiks s. 150:
Setning 4 om ligningen for en potens-sammenhang (to punkter og type kendt)

Hvis man har en tabel pa formen

X Xl X2

y .. Y Y,

og det er givet at man skal finde en potens-sammenhzng, sa, er den tilhgrende ligning pa

formen y =b-x*, hvor koefficienterne a og b findes pa fglgende vis:

Iog(yzj
yl Og b= yl

IOQ(XZ] %
Xl

a=

24. Fra noterne til modul 8 og 9, appendiks s. 151:
Seetning 5 om ligningen for en logaritmisk sammenhang (to punkter og type kendt)

Hvis man har en tabel med to punkter

X X, X,

y |- Y1 Y2

, 0g det er givet at man skal finde en logaritmisk sammenhang, sa er den tilhgrende

ligning pa formen y= 1 Iog(ij
log(a) b)’

hvor koefficienterne a og b findes pa fglgende vis:

1

X Yo=Y X
a=|—=% og b=—
Xl aY1
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25. Formel for fordoblingstid (Fra noterne til modul 11, appendiks s. 158)
For en eksponentiel sammenhaeng med ligningen y =b-a*, hvor a>1

log(2)
log(a)

er fordoblingstiden T, =

26. Formel for halveringstid (Fra noterne til modul 11, appendiks s. 158)

For en eksponentiel sammenhang med ligningen y =b-a*, hvor 0<a<1

1
Iog[zj
er halveringstiden T, =
; log(a)

5.9.3 Argumenter for valget af det teoretiske indhold af undervisningsmaterialet

| dette afsnit vil jeg ikke bare argumentere for mine valg af teori, jeg vil ogsa
argumentere for mine valg af notation. En stor del af den teori, der indgar, er i
virkeligheden bare den velkendte teori fra gymnasieundervisningen i en anden
forklaedning, men det var ogsa ngdvendigt at indfgre helt nye begreber. Overalt i det

felgende henviser nummereringen til afsnit 5.9.2.

1. Additive og multiplikative &ndringer

Definitionen af additive og multiplikative &ndringer er selvfelgelig af fundemental
betydning for hele forlgbet. Normalt bruges formuleringerne absolutte og relative
andringer i gymnasieundervisningen, men da ordene additiv og multiplikativ pa mere
direkte vis hentyder til regneoperationerne addition og multiplikation, valgte jeg denne
formulering. Jeg overvejede at lave en abstrakt definition, hvor der indgar variable i
tabellen, men dette ville stride mod gnsket om at udszette brugen af det symbolske

register (tabellen ville veere "en ulv i fareklaeder”):

X | X | Xp+h | Xg+2-h | x,+3-h | x,+4-h

y Yo yo'k yo'k2 3/o'k3 YO'k4

94




For at kunne kommunikere &ndringerne pa en kompakt og letforstaelig made valgte jeg
at indfgre den konvention, at &ndringerne skulle skrives ind laengst til hgjre i tabellen.

2. - 5. Definitioner af de fire typer af variabelsammenhange

Da en tabel som navnt i afsnit 3.4.3 kun indeholder den partielle information om en
variabelsammenhang (ligning), er det problematisk at definere en type af
variabelsammenhang ved hjelp af tabeller. Jeg forsggte at afhjeelpe dette problem ved at
bruge naturligt sprog i definitionerne, se for eksempel definitionen for en lineaer
sammenhang: Det er underforstaet, at man kan medtage de x-veerdier, som man gnsker i
sin tabel, men for en lineeer sammenhang geelder det, at hvis man udvelger tabelvardier,
hvor forskellen mellem de efterfalgende x-vaerdier er konstant, sa er forskellen mellem de
efterfalgende y-vardier ogsa konstant. Det udelukkes ikke, at en "uregelmassig tabel,”
hvor forskellen mellen de efterfglgende tabel-veerdier ikke er konstant, kan vare en

linezer sammenhang.

Det er et potentielt problem, at eleverne vil identificere de fire typer af
variabelsammenhange med visse regelmaessige tabeller og saledes ikke tror, at de fire
typer af sammenhange kan have uregelmassige tabeller (eleverne identificerer det
matematiske objekt med den farst anvendte reprasentation). | den forbindelse vil jeg
naevne en ulempe ved at skrive de additive eller multiplikative &ndringer ind i tabellens
hgjre side: Denne reprasentation forsterker den potentielle misforstaelse, at alle tabeller
skal veere regelmassige. Jeg sa ingen nem lgsning pa problemet. De regelmassige
tabeller bliver ngdt til at veere i fokus med den valgte tilgang, og problemerne med de
uregelmaessige tabeller er sveere at lgse uden brug af andre registre, som indeholder mere
information end det numeriske. Jeg valgte at inddrage tabeller, hvor man ikke altid
anvender de additive eller multiplikative endringer det samme antal gange fra en
tabelveerdi til den naeste, i opgaverne hvilket giver et indtryk af at der er "huller” i
tabellen, men at der findes et overordnet system. Derudover besluttede jeg at lade brugen
af grafer udrede problemet, idet valgfriheden til at udvaelge tabelvaerdier kommer

naturligt frem i forbindelse med aflaesning af grafer.
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En anden ting, som skulle overvejes, da jeg skulle definere de fire typer af
sammenhange, var om jeg skulle angive en form for definitionsmangde. Jeg valgte at
lade vaere fordi jeg enskede at holde mangden af teori pa et minimum i farste omgang og
besluttede, at man senere, nar det grafiske register var til radighed, kunne arbejde med

afgreensninger for x og y-veerdierne.

Til slut vil jeg preecisere nogle matematiske detaljer, som jeg valgte at udelade i noterne,
for at holde den uformelle stil.

e Alle multiplikative enheder skal veere positive

e De additive enheder ma veere vilkarlige tal

e Punktet (0,0) skal per konvention tilfgjes til alle potens-sammenhange

Har en givet tabel af ovennavnte slags altid hgjst én type? Desvearre er svaret nej: Hvis
additive aendringer pa 0 og multiplikative andringer pa 1 tillades, vil konstante
sammenhange vaere mulige, hvilket er den vigtigste kilde til flertydigheder af type.

Falgende tabel giver en komplet oversigt over flertydigheder (se Figur 5-5):

Ligning Typer Tabel
x=0 Lineaer, logaritmisk og potens X|{0 [plusO |gangel |gangel
y|1l |plusl |plusl gange 2

x = konst = 0 | Lineaer og logaritmisk plus0 | gange 1

plus1l | gange 2

y=0 Lineer, eksponentiel og potens plus1l | plusl gange 2

plusO | gangel |gangel

y =konst #0 | Lineer og eksponentiel plus1 | plusl

plus0 | gange 1

X < x < X < X
=] x| O ol - o| x

y=ax Lineaer og potens plus1 | gange 2

plusa | gange 2

<
s3]

Figur 5-5

96




Tabellen skal lases pa den made, at der til ligningen x = 0 svarer sammenhange af
typerne lineger, logaritmisk og potens, fordi de tre viste systemer i tabellen i den hgjre

sgjle er af disse tre typer.

Det er nemt at se pa tabellerne til hgjre, at de ovenstaende flertydigheder er mulige. Det
kraever et bevis, at der ikke er flere flertydigheder, dette gares nemmest i det symbolske
register ved at udnytte viden om skaeringspunkter med akserne undervejs. Jeg valgte, at
undga additive &ndringer pa 0 og multiplikative &ndringer pa 1, sadan at der kun var en

enkelt flertydighed, altsa den sidste i tabellen.

6. — 9. Definition af system samt tilhgrende sa&tninger

For at lette notationen valgte jeg som navnt at definere et ”system” som et sat af additive
eller multiplikative andringer for x og y. Et givet system i en tabel fastleegger derfor
typen af variabelsammenhang. Men som der star i setning nummer 8 fastleegger en givet
variabelsammenhang ikke systemet entydigt. Et problem pa dette stadie er, at man med
de tilgaengelige teknikker i det numeriske register ikke kan give en pracis betingelse for,

hvornar to systemer er ens. Se for eksempel denne tabel:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y 1 4 9 16 25 36 49 64 81

Her kan man udvalge systemerne:

X | gange 2 X | gange 3 X gange 4

y | gange4 y | gange9 y | gange 16

Alle tre systemer er ”lovlige” og kan bruges til at konstruere grafen. Jeg valgte i farste
omgang at koncentrere mig om kommensurable systemer i den forstand, at to systemer er
kommensurable, hvis det ene systemer fremkommer ved gentagen brug af det andet
system. Det farste og det sidste system er kommensurable, da det sidste system
fremkommer ved at bruge det farste system to gange. Dette er nemt forstaeligt og er
tilstreekkeligt til at give en fornemmelse for, at der altid er uendeligt mange "lovlige”

systemer. Jeg besluttede at give den generelle betingelse for &kvivalens af systemer
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senere, nar den kunne bevises i det symbolske register. Det skal bemarkes, at jeg syntes
at ordet kommensurabel var for usaedvanligt til, at jeg inkluderede det i undervisningen.

Seetning nummer 7 og 9 er vigtige af fglgende grunde:
e Nar man arbejder med uregelmassige tabeller er det ngdvendigt at vide hvor
meget information, der skal veelges ud for at typen af sammenhang kan
bestemmes.

e Det er praktisk at kende den minimale information, der skal til for at tegne grafer.

Der er nemt at indse, at to punkter i en tabel ikke er nok til at finde et system, da
e@ndringerne kun gentages enkelt gang, og man ikke kan se, om de er additive eller
multiplikative. Det er ogsa nemt at indse, at tre punkter, som er fremkommet ved
gentagen brug af de samme additive eller multiplikative @ndringer, er nok til at
bestemme et system. Men det er ikke umiddelbart klart, at man med tre arbitraere punkter
samt oplysning om at sammenhangen er en af de fire typer altid kan bestemme et system
(seetning nummer 7). Mit bedste forslag til et bevis er, at man altid kan bruge to af
punkterne til at bestemme fire ligninger, én af hver af de fire typer. Nu vil det sidste
punkt passe ind i mindst en af ligningerne, da det var en forudsetning at typen var en af
vores fire seedvanlige. Hvis sammenhangen er ligefrem proportional, er typen bade
potens og linear, ellers er typen entydigt bestemt. | alle tilfeelde kan man nu finde et

system.

Setning nummer 8 vil jeg ikke bevise, men kun tilfgje, at konstante sammenhange og
proportionalitets-sammenhange som neavnt faktisk strider mod seetningen, da disse
variabelsammenhange er af flere typer samtidig, og alle systemer til en givet tabel derfor
ikke ngdvendigvis er af samme type. Man kan vise s&tning 8, med den navnte

undtagelse, ved at vise at mit skema over flertydigheder ovenfor er korrekt.

Setning nummer 9 kan bevises nemt, da kendskab til systemet fastleegger typen af

sammenhang, og systemet kan bruges til at konstruere et andet punkt. Derefter kan de
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velkendte seetninger, hvor ligningen bestemmes ved hjelp af to punkter og information

om type, anvendes.

Interpolation (ingen setninger om dette i noterne)

Nar man har givet et antal punkter i en tabel og et system, er det muligt at udvide

tabellen. Den nemmeste made at udvide tabellen pa er at bruge det givne system gentagne

gange og dermed fa enten stgrre og starre verdier eller mindre og mindre veerdier. Men

nar man skal tegne grafer, kan det veere nyttigt at kunne finde en tabelveerdi mellem to

givne tabelveerdier, og her bliver man ngdt til at interpolere: Man skal finde et system

som er &kvivalent med det givne, men med mindre enheder. For lineszere sammenhange

er det ligetil at interpolere, fordi det er nemt at opdele de additive enheder i mindre

stykker, man kan for eksempel halvere enhederne. Men for de tre andre typer af

sammenhange indgar der multiplikative enheder, og det komplicerer sagerne.

Jeg overvejede om der i forlgbet skulle indga egentlig teori om interpolation, her er en

oversigt over det forslag, som jeg kom frem til (se Figur 5-6):

Additiv enhed

Multiplikativ enhed

h Der leegges h til (den enhed som k Der ganges med k (den enhed
er givet til at starte med) som er givet til at starte med)
m-h Der leegges h til i alt m gange kK™ Der ganges med k i alt m
gange
1 h h deles op i n lige store stykker k% k deles op i n lige store
n hvis sum er h stykker, hvis produkt er k
m. h deles op i n lige store stykker k% k deles op i n lige store
n hvis sum er h, og denne nye stykker, hvis produkt er k, og
enhed laegges til i alt m gange der ganges med denne enhed i
alt m gange
Figur 5-6
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x | plush

Af skemaet kan man for eksempel lzse, at hvis man har at gare

: o y | gange k
med en eksponentiel sammenhang med det gverste system til hgjre
herfor, sa er alle systemer pa den form, der angives af det nederste
system, hvor n er et helt tal, ekvivalente med det gverste system. x|plus 1 |
n
y 1
gange k "

Jeg undlod at medtage teorien om interpolation, fordi det stred mod mit udgangspunkt om
at udskyde brug af det symbolske register og valgte at basere interpolationen for de tre
nye typer af sammenhzange pa kvadratrgdder (det vil sige tilfeeldet n =2 i tabellen). Ved
gentagen brug af kvadratrgdder kan man finde sa sma multiplikative enheder, som man

agnsker.

10. - 13. Voksende og aftagende sammenhange, fordoblings- og halveringstid

Jeg vil knytte en enkelt kommentar til disse meget oplagte definitioner i mit set-up: Det
er underforstaet i definitionerne af fordoblings- og halveringstid, at flere &kvivalente
systemer er mulige til en givet eksponentiel sammenhang, men at kun et enkelt af disse

systemer har en multiplikativ &ndring af y pa henholdvis 2 og %.

Monotoniforhold

Det er min pastand, at tankegangen med additive og multiplikative &ndringer og
gentagen brug af disse kan hjelpe eleverne med at lave undersggelser af monotoniforhold
pa et tidligere stadie, end de normalt vil veere i stand til ved hjelp af de traditionelle
metoder. Nar man kender et system og et punkt, kan man ved at gentage systemet igen og
igen forestille sig en proces, hvor x gar mod uendelig eller mod nul. Pa denne made kan
man undersgge om koordinatsystemets akser er asymptoter eller om akserne skeres af
grafen, og det er nemt at se, om det er en voksende eller aftagende sammenhang. Hvor
gentagen brug af en (positiv) multiplikativ enhed ikke kan medfare et skift af fortegn, kan

dette sagtens ske med en additiv enhed. Hermed kan det slas fast, at graferne for
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eksponentielle og logaritmiske sammenhange skeerer henholdsvis y og x-aksen og at y for

en potenssammenhang enten gar mod enten nul eller uendelig, nar x gar mod nul.

14. — 15. Definition og s&etning om omvendte sammenhange

Nar omvendte sammenhznge defineres ved hjelp af ombytning af x- og y- veerdier i en
tabel, ger repraesentationen for et system det nemt at bevise hvilken type den omvendte

sammenhang har for hver af de fire typer af variabelsammenhange.

16. — 24. Ligninger for de tre nye typer af sammenha&nge

Jeg havde falgende malsatninger om den sidste del af forlgbet, der skulle omhandle
ligninger:
o Der skulle leegges veegt pa koordination af @ndringer i det numeriske, grafiske og
symbolske register.
e Alle s&tninger om konversion fra tabel (med to punkter) til ligning skulle bevises.

e Jeg ville bevise nogle generelle betingelser for hvornar systemer er akvivalente.

Det farste punkt er vigtigt, fordi jeg ville undga, at den sidste del af forlgbet skulle besta
af en masse udenadslere, som ikke havde forbindelse til den farste del af forlgbet. De to
sidste punkter er vigtige, fordi jeg gnskede et afrundet forlgb uden lgse ender.

Da logaritmiske sammenhange ikke var del af kernestoffet i bekendtgerelsen, besluttede
jeg at nedtone deres rolle i den sidste del af forlgbet og primaert bruge logaritmer som et

veerktgj, der er ngdvendigt for at udlede de andre formler.

For at legge vaegt pa koordination af endringer i det numeriske, grafiske og symbolske
register besluttede jeg for bade de eksponentielle sasmmenhange og potens-
sammenhangene at ga frem i tre etaper:

1. Ligningen opskrives uden bevis, og koefficienterne fortolkes vha. graf og tabel.
2. En setning, hvor ligningen bestemmes ved hjealp af et punkt og et system bevises.

3. Ensetning, hvor ligningen bestemmes ved hjelp af to punkter, bevises.
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Etape nummer to har den fordel, at man her kommer frem til formler, hvor koefficienten
a bestemmes ved hjzlp af de additive eller multiplikative endringer, og saledes
undervejs beviser de generelle betingelser for hvornar to systemer er a&kvivalente! To
systemer er nemlig akvivalente precis, hvis de giver den samme a-vardi. Ved at dele op

i tre etaper pa denne made, blev alle malsatningerne derfor opfyldte.

Det var vanskeligt at veelge en passende notation for de additive og multiplikative
andringer i det symbolske register. Som naevnt i afsnit 3.10 foreslar Confrey og Smith
notationen Ax for additive &ndringer og ® x for multiplikative endringer, men jeg fandt
denne notation for klodset, da potenser med Ax eller ® x i eksponenten nemt kan
forvirre en elev, som i forvejen har vanskeligheder med det symbolske register. Af denne
arsag valgte jeg at give afkald pa at notationen skulle afspejle om en a&ndring var additiv
eller multiplikativ, og valgte i stedet at h generelt skulle betegne &ndringen for X, og at k

generelt skulle betegne a&ndringen for y.
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5.10 Skema over forlgbet

Mo | Dato | Emne Registre Bemarkninger
dul
1| man Symmetri af grafer og ligninger. Graf og
12. ligning
marts
2 | tirs 13. | Additive og multiplikative &ndringer i Tabel
marts | tabeller. Definition af de fire typer af
sammenhange.
3 | tors Def. af system, tilsyneladende forskellige Tabel og graf
15. systemer kan veere ens. Konstruktion af grafer
marts | vha. tre punkter.
4 | fre 16. | Bestemmelse af system og type for grafer. Tabel og graf | TEST
marts
5| man Interpolation, konstruktion af graf, nar to Tabel og graf | EDB-lokale er
19. punkter og type er kendt (i handen og med reserveret
marts | Excel).
6 | fre 23. | Fordoblingstid, halveringstid, Tabel og graf | EDB-lokale er
marts | monotoniforhold og omvendte sammenhange reserveret
(i handen og med Excel).
7 | man Tabel til ligning og graf til ligning for Tabel, graf og
26. eksponentielle sammenhange, grafisk ligning
marts | tolkning af koefficienterne (ingen beviser).
8 | tirs 27. | Tabel til ligning og graf til ligning for potens- | Tabel, graf og | EDB-lokale er
marts | sammenhange, tolkning af koefficienterne. ligning reserveret
Bevis for satninger om konversion fra tabel
til ligning. Introduktion til aflevering 15 pa
9 | tirs 27. | internettet. To moduler i
marts treek
10 | fre 30. | Fortsat tabel til ligning. Tabel, graf og | AFLEVERING
marts ligning
11 | Fre 6. | Formler for fordoblingstid og halveringstid. Tabel, graf og
april ligning
--- | Man (efter forlgbets afslutning) | —=mmemmmeee- AFLEVERING
16.
april
--- | fre 20. | (efter forlgbets afslutning) | —=mmmmmmmmeees PR@GVE
april
Figur 5-7

103




Skemaet er ikke en eksakt kopi af det skema, som jeg lavede far forlgbet, men viser
hvordan forlgbet rent faktisk foregik. Jeg havde pa forhand besluttet mig for en
reekkefalge i gennemgangen og jeg havde lavet alle opgaverne til timerne (ogsa nogle
opgaver, som blev sorteret fra i sidste gjeblik), men havde endnu ikke besluttet praecis
hvilke opgaver, der skulle regnes i de enkelte timer. Al teorien i noterne havde jeg
ogsa lavet pa forhand, men havde endnu ikke besluttet hvor mange eksempler, der
skulle inddrages i noterne. Det skal bemarkes, at jeg oprindeligt havde planlagt, at
der skulle veere 10 moduler, men da der blev behov for et ekstra modul til at arbejde
med ligninger, blev modul 10 et “ekstramodul,” hvor der ikke blev stillet nye

opgaver, men hvor jeg alligevel lavede nogle noter med ekstra eksempler.

5.11 Design af opgaver

Der endte som navnt med at veere 11 moduler og til hvert af disse moduler (bortset fra
modul 10) udarbejdede jeg et s&t noter og et st opgaver. Bade opgaver og noter findes i
appendiks. Jeg vil henvise til opgaverne ved at angive modulnummer, opgavenummer og
den side i appendiks, hvor opgaven findes, pa falgende vis:
(Modulnummer).(Opgavenummer)[(Sidetal)]. Jeg vil henvise til udvalgte dele af noterne
ved at angive modulnummer og sidetal i Appendiks pa fglgende vis:
(Modulnummer)[(Sidetal)]. Generelt vil jeg bruge firkantede klammer [ ]” til at henvise

til sidetal i Appendiks.

5.11.1 Opgaver til modul nummer 1: Skalering og symmetri af grafer og ligninger

Det fgrste modul havde til formal at behandle de farste to punkter af den tilsigtede viden.
Pa baggrund af den diagnostiske test og generelle betragtninger om symmetri i det
grafiske og symbolske register opstillede jeg 4 potentielle elev-misforstaelser, som jeg

ville have opklaret ved at stille passende opgaver.

1. Heldningskoeficienten for en ret linje afheenger kun af hvor stejl linjen er pa papiret
(svarende til linjens vinkel med x-aksen)
2. y-aksen skal altid veere den lodrette akse

3. 1ligningen for en variabelsammenhang skal y vare isoleret
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4. To forskellige ligninger vil altid have to forskellige grafer

Motivationen for misforstaelse 1 og 3 var opgaverne i den diagnostiske test om
henholdsvis skalering og ligninger, hvor x var isoleret. Misforstaelse 2 er i princippet
bare misforstaelse 3 konverteret til det grafiske register og misforstaelse 4 ansa jeg som
relevant idet Kieran (1981) som navnt i afsnit 3.6.1 kom frem til, at ikke alle elever
opfatter lighedstegnet som et a&kvivalens-symbol og fordi den diagnostiske test
bekraeftede dette.

Den eneste introduktion til opgaverne skulle veere, at den diagnostiske test viste, at
klassen havde visse problemer med tabeller, grafer og ligninger, sa det ville vi rette op pa

for vi startede pa det egentlige forlgb.
Jeg valgte at lade alle opgaver i dette modul handle om linesere sammenhange, fordi
dette var velkendt stof for eleverne, og jeg ikke gnskede at skabe ekstra forvirring ved at

inddrage helt nye typer af ssmmenhange.

Opgave om skalering (opgave 1.1[44])

Opgave 1.1 har til hensigt at lede de elever, der tror pa misforstaelse nummer 1 til en
konflikt. Den farste delopgave viser nemlig tilsyneladende, at linje nummer 1 har den
starte haeldning, mens delopgave 2 viser at linje 3 har den stgrste haldning, hvis de tre
linjer er overfart korrekt til det samme koordinatsystem. Denne konflikt kan ikke lgses
uden erkendelse af, at aksernes skalering betyder noget for hvor stejl en givet linje ser ud

i et koordinatsystem.

Opgave om symmetri af graf, tabel og ligning (opgave 1.2[46])

Opgave 1.2 tager fat pa misforstaelse nummer to og handler om symmetri i alle tre
registre. For at kunne overfare linjen fra delspgrgsmal a) til koordinatsystemet i
delspgrgsmal b) skal man afleese koordinaterne til mindst to punkter pa linjen. Her
arbejdes der altsa i det numeriske register, og man skal bytte rundt pa reekkefelgen af de
to koordinater, nar punkterne skal afsattes i det koordinatsystem, hvor y-aksen er lodret.
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Denne ombytning af koordinater er netop et udtryk for symmetri i det numeriske register,
det vil sige, at delspgrgsmal b) handler om koordination af symmetri i det grafiske og
numeriske register. De resterende delspgrgsmal handler om at finde ligningerne til de to
grafer og sammenligne dem. Formalet er at undersgge om eleverne opdager, at de to
ligninger er ensbetydende, og i negativt fald tage dette op under opgavegennemgangen. |
den forbindelse skal det ogsa tages op, at de to grafer essentielt er ens, de er spejlinger af
hinanden, men indeholder akkurat de samme punkter. Derfor er der ikke noget i vejen for

at have x-aksen som den lodrette akse.

Opogaver om &kvivalente ligninger (opgave 1.3[48] og 1.4[511)

Opgave 1.3 handler om koordination af det grafiske og symbolske register og tager fat pa
misforstaelse tre og fire. De tre ligninger ser forskellige ud og derfor vil en elev, som tror
pa misforstaelse nummer 4, veere sikker pa at der hgrer preecis en ligning til hver af
graferne. Men ligning 2 og 3 er &kvivalente, sa de harer begge til den samme graf.
Delspargsmal b) handler om kontrol, som giver feedback til eleverne: Hvis man har
geettet forkert i delspgrgsmal a) vil fejlen uundgaeligt komme frem i delspgrgsmal b).
Pointen med opgaven er altsa, at &ekvivalente ligninger repraesenterer den samme
variabelsammenhang. Opgave 1.4 understreger denne pointe, idet opgaven kan lgses ved
at isolere y i de to ligninger og derefter sammenligne koefficienterne med linjernes

healdninger og skaeringer med y-aksen, men der er ingen falder i denne opgave.

Ombytning af x og y i ligning svarer til spejling af graf i linjen y = x (opgave 1.5[53])

Opgave 1.5 har til formal at tage forskud pa emnet omvendte sammenhznge, som bliver

vigtigt senere i forlgbet, nar eksponentielle og logaritmiske sammenhzange behandles.

Noter til modul nummer 1: Skalering og symmetri af grafer og ligninger ([1141])

Noterne til det fgrste modul havde den rolle, at de skulle indeholde de pointer, der ville

komme frem under gennemgangen af opgaverne pa tavlen.
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5.11.2 Modul nummer to: Additive og multiplikative sendringer i tabeller

Modulet skulle starte med en definition af additive og multiplikative &ndringer i tabeller,
hvorefter de fire typer af variabelsammenhange kunne defineres. | noterne til modul
2[115-116] kan man se, hvordan jeg valgte at gribe det an. Det skal understreges, at i alle
eksemplerne pa tabeller i noterne (og dermed i introduktionen) fremkommer samtlige x-
og y-verdier ved en gentagen proces af additive eller multiplikative &ndringer, og disse

tabeller kalder jeg som navnt for regelmassige.

Formalet med opgaverne til modul nummer to var at eleverne skulle lere at bruge
begreberne additive og multiplikative endringer i tabeller og lzere at bestemme typen af
en variabelsammenhang ved hjeelp af en tabel. Jeg identificerede fire centrale
opgavetyper:

I. Bestemmelse af type ud fra en regelmaessig tabel

I1. Bestemmelse af type ud fra en uregelmaessig tabel
I11.  Udvidelse af tabel ved hjelp af additive eller multiplikative enheder
IV. Interpolation: Udvidelse af tabel, hvor de givne additive eller multiplikative enheder

skal deles op

Opgavetype | kan lgses umiddelbart, nar man har forstaet definitionerne af additive og
multiplikative endringer samt af de fire typer, og denne opgavetype udggr fundamentet
for den valgte co-varianstilgang. Opgave 2.1[56] a) til d) er af denne type. Opgavetype Il
er sveerere, fordi man farst skal sortere information fra indtil man har en regelmaessig
tabel, husk pa at tre punkter er nok til at bestemme typen af sammenhang. Denne
opgavetype er vigtig, da man skal undga, at eleverne identificerer de nye matematiske
objekter med repraesentationer i form af regelmassige tabeller. Det er vigtigt at fastholde,
at en variabelsammenhang er en ligning, hvor uendeligt mange x-veerdier og y-veerdier
kan indszttes. Tabeller bestar af et endeligt antal af disse veerdier, som kan udvelges
mere eller mindre regelmaessigt. Jeg besluttede, at de fgrste par opgaver med
uregelmaessige tabeller skulle vaere med linesere sammenhange, fordi

forhandskendskabet til linezere sammenhznge i form af grafer og ligninger ville gere det
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nemmere at se de fa uregelmassige tabelpunkter som en del af et kontinuum. Opgave
2.1[56-57] e) til i) er af type II.

Opgave 2.1[57] g) har til formal at fa frem, at det ikke er tilstraekkeligt at den ene
variabel har en additiv eller multiplikativ &ndring fra gang til gang, vi leder efter
systemer, hvor begge variable gndrer sig additivt eller multiplikativt fra gang til gang.
Man kan se, at x &ndrer sig additivt i tabellen, men da de tilhgrende a&ndringer af y
hverken er additive eller multiplikative, er der hverken tale om en linear eller

eksponentiel sammenhang.

Opgavetyperne 111 og 1V handler begge om at udvide en tabel, men hvor man i type IlI
bare skal fortsette et allerede eksisterende system, skal man i type 1V foretage et skift af
system, altsa interpolation. Bemark, at der skal udvikles to teknikker til interpolation:
Nar aendringerne er additive, skal man givet to punkter bare finde midtpunktet, men nar
endringerne er multiplikative, skal man tage kvadratroden af den samlede multiplikative
@ndring mellem to punkter. De teknikker der udvikles under lgsning af opgavetype 111 og
IV skal bruges, nar der senere skal konstrueres grafer ud fra et lille antal givne punkter i

en tabel, hvilket er et argument for at netop disse opgavetyper er vigtige.

Opgave 2.2, 2.3, 2.4 0g 2.5[58-59] er alle af type I1l og IV. Forskellen mellem opgave 2.2
og 2.3 er, at i opgave 2.2 gentages den samme a&ndring en enkelt gang fra en tabelveerdi
til den naeste, mens a&ndringen gentages flere gange i opgave 2.3 — og ikke altid det

samme antal gange fra en tabelveerdi til den naste.

5.11.3 Modul nummer 3: Systemer og konstruktion af grafer

Malet med tredje modul var at konstruere graferne for de tre nye typer af sammenhange
og i farste omgang bare se, hvordan de ser ud. Derfor udsatte jeg nogle af de mere
tekniske detaljer om interpolation til senere. Jeg valgte, at alle konstruktioner skulle
baseres pa tabeller med tre punkter, hvor typen ikke var givet, men hvor typen var nem at
finde. Grunden til at der netop skulle veere tre punkter var, at dette er det mindst mulige

antal punkter der skal til for at bestemme typen. For at pointere dette skulle modulet
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starte med gennemgang af definitionen af et system i en tabel og felgende satninger (se
noterne til modul 3[117-121]):
e Der skal tre punkter til at bestemme et system i en tabel
e Der kan godt vaere to (eller flere) forskellige systemer i den samme tabel, men alle
systemer er af samme type

e Givet et punkt og et system er variabelsammenhzngen fastlagt

Der er ikke meget at tilfgje til opgaverne 3.1 til 3.4[61-64] andet end at alle fire typer af
sammenhange forekommer og at jeg valgte grafvinduet sadan, at grafen i alle fire

tilfeelde lige akkurat kan veere der.

5.11.4 Modul nummer 4: Bestemmelse af typen ved hjeelp af grafer

Essensen af opgaverne til dette modul er at kunne finde et gyldigt system til en givet graf
og dermed bestemme typen. Jeg valgte at udskyde diskussionen af kendetegn som for
eksempel skeaeringspunkter med akserne til senere, og tog udgangspunkt i, at graferne for
de tre nye typer af sammenhange ikke er lineeere og umiddelbart ligner hinanden. |
noterne til modul 4[122-123] kan man se den generelle metode, som er baseret pa det

faktum, at tre punkter er nok til at bestemme typen.

Opgave 4.1 til 4.4[66-69] deekker alle fire typer ind, bemeerk, at der er gjort plads til, at
man skal skrive systemet ind pa lgsningsarket. Opgave 4.5 og 4.6[70-71] er teenkt som
ekstraopgaver og handler om at kende forskel pa eksponentielle ssmmenhange og
potens-sammenhange. Opgave 4.6 kan fare til diskussion af hvor hurtigt eksponentielle
0g potens-sammenhange vokser, og hvad man generelt kan sige om hvilken graf der
ligger gverst, hvis to punkter er til feelles.

5.11.5 Test i modul 4 om symmetri samt additive og multiplikative eendringer i

tabeller

I slutningen af forlgbets farste uge planlagde jeg af to grunde en halv-times test:
1. Jeg ville have eleverne til at gare en ekstra indsats for at forsta grundbegreberne

2. Jeg ville gerne have feedback pa et tidligt tidspunkt i forlgbet
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Pensum i testen skulle vare opgaver og noter til de farste tre moduler, men jeg valgte at
prioritere opgaver om symmetri og tabeller hgjere end opgaver om grafer, da grafer

skulle behandles dagen fer testen, sa alle ikke ville have tid til at leese pa dette.

Mit formal med opgave 1) og 2)[73-74] om tabeller var at undersgge om:
e Eleverne havde forstaet begreberne additiv &ndring og multiplikativ &ndring.
e Eleverne i simple tilfelde kunne genkende de fire typer af sammenhange i
tabeller.

e Eleverne kunne udvide tabeller i simple tilfeelde.

Opgave 1)[73] handler om bestemmelse af de fire typer af variabelsammenhange. Jeg
valgte at involvere udelukkende regelmassige tabeller — jeg ville bare kontrollere om

eleverne havde forstaet definitionerne af de fire typer af sammenhzange.

Opgave 2)[74] handler om at finde systemer og udvide tabeller. | opgaverne b, ¢, d og e
er der tale om regelmaessige udvidelser, hvor de additive eller multiplikative enheder kun
skal bruges en enkelt gang, men for at se om eleverne havde forstaet, at alle tabeller ikke
behgver at veere regelmassige indlagde jeg feelder i opgaver a og f, hvor nogle af
tabelveerdierne skulle beregnes ved at bruge systemet to gange. Delspgrgsmal g handler
om simpel linezr interpolation, jeg valgte at vente med spargsmal om ikke-linezr

interpolation til der var gennemgaet flere eksempler om dette.

Formalet med opgave 3), 4) og 5)[75-77] om symmetri af grafer og ligninger var at
undersgge om:
e Eleverne kunne koordinere det grafiske og symbolske register for linezre
sammenhange
e Eleverne havde forstdet om akvivalente ligninger repraesenterer samme
variabelsammenhang

e Eleverne kunne arbejde med grafer, hvor x-aksen var lodret
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Opgave 3)[75] er en simpel undersggelse af om eleverne kunne fortolke koefficienterne i
ligningen for en linezer sammenhang. De forkerte svarmuligheder er udvalgt sadan at

koefficienterne lige som i det rigtige svar er to eller et.

Opgave 4)[76] minder umiddelbart om opgave 3), men jeg har medtaget to
svarmuligheder, hvor y ikke er isoleret og hvor den ene er &kvivalent med den (korrekte)
ligning, hvor y er isoleret. For at den korrekte mulighed 3 skal virke utiltalende, har jeg
valgt at omskrive ligning 2 til en ligning, hvor der ikke optraeder et 8-tal, og samtidig har
jeg ladet den forkerte mulighed ligning 1 indeholde et 8-tal. Formal er et undersgge om
eleverne stadig har en tendens til at lade sig drage af disse overfladiske visuelle

parametre.

Opgave 5)[77] minder om de to andre, men her er der ikke to lgsninger. Meningen er at
undersgge om eleverne kan koordinere koordinatsystemer hvor x-aksen er lodret med
ligninger, hvor x er isoleret. Den forkerte svarmulighed 2 er medtaget, fordi dette er det
oplagte svar, hvis man ikke forstar, at det ger en forskel, at x-aksen er lodret. Den
forkerte svarmulighed 1 er medtaget af samme grund, men hvor haldningen hanger
sammen med en skaleringsrelateret misforstaelse: "Grafen gar to tern hen og et tern op.”

Denne misforstaelse sggte jeg ogsa at fiske efter med svarmulighed 3.

5.11.6 Modul nummer 5: Interpolation af konstruktion af grafer

Hvor opgaverne i modul 3 handler om konstruktion af grafer ud fra tabeller med 3
punkter, som nemt udvides til passende tabeller ved gentagen brug af systemet, handler
opgaverne i modul 5[78-83] om at konstruere grafer ud fra to arbitraere punkter og
kendskab til type. | noterne til modul 5[124-125] opridses to metoder svarende til
opgavetype 111 og IV i modul 2: Gentagen brug af de det eksisterende system eller
interpolation. Opgaverne 5.1, 5.2 og 5.3[79-81] svarer til den fagrste opgavetype, da de to
givne punkter pa grafen er taet pa hinanden, mens opgave 5.4 og 5.5[82-83] svarer til den
sidste opgavetype, da punkterne er langt fra hinanden, og man bliver tvunget til at
foretage interpolation. Opgaverne i dette modul handler altsa om koordinere de metoder

man har laert i det numeriske register med det grafiske register.
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En fordel ved at basere alle opgaverne pa oplysninger om to givne punkter og typer er, at
man nemt kan kontrollere, om man har tegnet de rigtige grafer ved hjeelp af Excel, dette

er hvad opgave 5.6[83] gar ud pa.

5.11.7 Modul nummer 6: Monotoniforhold, omvendte sammenhaenge og

fordoblings og halveringstid.

Modul 2 til 5 handlede om at indfgre de fire nye typer at sammenhange og koordinere
repraesentationer for dem i det numeriske og grafiske register. I henhold til min
beslutning om at udszette brugen af det symbolske register ville modul 6 derfor veere det
rigtige tidspunkt til at ga videre med fordoblings- og halveringstider, monotoniforhold og

omvendte sammenhange.

Pa de farste fire sider af noterne til modul 6[126-129], som blev gennemgaet farst i
modul 6, kan man se hvordan jeg valgte at definere aftagende og voksende
variabelsammenhange samt halverings- og fordoblingstid — alt sammen i det numeriske
register. For at give en dybere forstaelse af disse begreber valgte jeg at inddrage det
grafiske register s3 meget som muligt og valgte at repraesentere halverings- og
fordoblingstider ved hjelp af halvering/fordobling af sgjler under graferne, som man kan
se i eksempel 3 og 4[128-129]. Pa denne made koordineres de additive og multiplikative

e@ndringer i det numeriske og grafiske register.

Opgave 6.1, 6.2 og 6.3[85-86] handler om at finde halverings- og fordoblingstid i det
numeriske og grafiske register, i opgave 6.1 er tabellerne sarligt pane, sa de eksakte
veerdier kan aflaeses. Jeg valgte at inddrage to modelleringsopgaver (opgave 6.4 og
6.5[87]) om halverings- og fordoblingstid baseret pa opgave 4.018 og 4.019 fra
Eksamensopgaver i matematik (Jensen og Touborg 1998) for at vise hvordan man med
regression kan transformere de ra ineksakte data til grafer for pane
variabelsammenhange, og at man derefter kan bruge de samme metoder som i opgaverne
6.2 og 6.3[86].
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Opgave 6 og 7[88-89] er i virkeligheden opgaver om monotoniforhold, hvor man farst
skal bruge udelukkende det numeriske register og siden udelukkende det grafiske
register. Excel bruges til sidst som kontrol. Grunden til at der lige netop er 7
delspgrgsmal i opgave 6.6[88] er, at de grafer, der kommer frem, skal bruges i en
diskussion af omvendte sammenhznge, og at de 7 grafer viser de karakteristiske former
af graferne for de tre nye typer af sammenhange (se de 7 karakteristiske grafer i noterne
til modul 6[130-131]). De tre farste delspgrgsmal behandler alle potens-sammenhange.
Nummer et og tre er begge voksende, men begge eksempler er vigtige, da nummer et
viser et eksempel, hvor y vokser hurtigere end x, mens nummer tre viser et eksempel,
hvor x vokser hurtige end y. Meningen med opgaven er at koordinere disse andringer i
det numeriske register med globale former i det grafiske register: Haeldningen er
voksende i delspgrgsmal 1 og aftagende i delspargsmal 3, hvilket giver de to farste
karakteristiske former af graferne, som kan ses pa side [130] i noterne til modul 6. |
begge tilfeelde kan man ved at forestille sig hvad der sker, hvis man bruger systemet igen
og igen, komme frem til, at y gar mod nul og x gar mod nul, men at veerdierne aldrig
bliver negative. Jeg besluttede, at jeg under gennemgangen af denne opgave ville

pointere, at man derfor som konvention veelger at tage punktet (0,0) med i tabellen.

Delspargsmal to[88] er en aftagende potens-sammenhzang. Her kan man se, at ingen af de
to variable kan blive negative, og nar den ene er stor, er den anden lille, hvilket giver den
tredje karakteristiske graf pa side [130] i noterne. Delspgrgsmal 4,5,6 og 7[89] behandler
henholdsvis aftagende og voksende eksponentielle og logaritmiske sammenhange,
svarende til de sidste 4 karakteristiske former af graferne. Da omvendte sammenhange
ikke var en del af pensum, valgte jeg at undlade at stille opgaver derom, men ngjedes
med at tage omvendte sammenhange op i forbindelse med gennemgang af opgave
6.6[88-89]. Pa side [134] i noterne til modul 6 har jeg lavet en komplet oversigt over
hvordan de syv karakteristiske typer af sammenhange og deres omvendte sammenhange

er forbundet.
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5.11.8 Den farste aflevering (aflevering 15)

Den farste aflevering [90-92] herende til forlgbet blev stillet efter modul 6 og skulle
derfor kunne lgses med de redskaber eleverne havde til radighed pa dette tidspunkt, hvor

ligninger altsa ikke var introduceret endnu.

Jeg har tidligere beskrevet hvordan modelleringsaspektet i dette speciale er nedprioriteret,
men for at vise hvordan man kan lave meningsfulde modelleringsopgaver udelukkende
ved brug af det numeriske og grafiske register, valgte jeg, at den ene aflevering skulle
vaere en anvendelse af potens-sammenhange, og at den anden aflevering skulle vaere en

anvendelse af eksponentielle sammenhange.

Ved at referere til en situation i det virkelige liv inddrages der - udover den numeriske og
grafiske dimension - den komparative dimension af e&ndringer, som blev naevnt i afsnit
3.10. Jeg skulle finde en situation i det virkelige liv, hvor eleverne havde nemt ved at
forholde sig til @ndringerne af de to variable, og som samtidig kunne beskrives af en
simpel potenssammenhang, og valget faldt pa bremselengdens afhaengighed af
hastigheden, som er en kvadratisk sammenhang. Pa internetadressen

http://www.doctordriver.dk/05ddnew/play/brems/brems.html fandt jeg et interaktivt

program kaldet doctordriver, hvor man med en bjeelke kunne valge en hastighed,

hvorefter en bremseleengde blev udregnet.

Idéen med afleveringen var, at man ved at velge tre passende verdier af hastigheden
kunne fa tre tilhgrende bremsleengder, hvilket ville resultere i en tabel med tre punkter.
Teknikkerne med at udvide en tabel og tegne grafer skulle bruges til at opstille en model
pa baggrund af disse tre punkter. Doctordriver kan til en vis grad bruges til at kontrollere
modellens forudsigelser, men bemaerk at hastigheden ikke kan komme over 130

kilometer i timen i programmet.
Delspgrgsmal 1[90] handler om at finde tre punkter, der kan bruges som udgangspunkt i

tabellen. Spgrgsmal 2,4 og 5[90-91] handler om at finde a&kvivalente systemer ved hjeelp
af afleesninger i doctordriver. Den hemmelige dagsorden er, at eleverne skal vende sig til

114



den lidt utilgeengelige tolkning af koefficienten a i ligningen for en potenssammenhang,
da der er tale om en kvadratisk ssmmenhzang er kvadratet pa den multiplikative &ndring

for x jo lig med den multiplikative &ndring for y.

Spergsmal 6 og 8[91] handler om at udvide tabellen i handen og fortolke resultatet med
naturligt sprog, og spgrgsmal 9[92] handler om at konstruere grafen hgrende til tabellen.
Opgave 10[92] tog jeg med, fordi jeg ville inddrage symmetri af de to variable: Her
afhaenger x af y. Endelig ville jeg have et spargsmal med en hastighed der var stgrre end
130 kilometer i timen og som ikke umiddelbart fremkom af tabellen ved regelmassige
gentagelser af de eksisterende system, men som kunne lgses ved at udvide grafen eller
ved at bruge den viden om forbindelsen mellem de multiplikative andringer for x og y,
der kom frem i spargsmal 2, 4 og 5. Dette forklarer hvorfor bremseleengden 360 meter
blev valgt i spargsmal 12[92]: Tallet 360 er resultatet af en hastighed, der er stgrre end
130 kilometer i timen, og der er flere kvadrattal der gar op 360.

5.11.9 Modul 7: Ligningen for en eksponentiel sammenhaeng.

Tiden var kommet til at inddrage det symbolske register, og jeg valgte at starte med
eksponentielle sammenhange, fordi tolkningen af koefficienten a her er nem at forsta
med den valgte covarians-tilgang: a er den multiplikative andring for y, der svarer til en
additiv endring af x pa 1. Pa denne made kan man nemt koordinere a&ndringer i det
numeriske og symbolske register for en eksponentiel sammenhang. | noterne til modul 7
inddrages desuden &ndringer i det grafiske register, hvor a identificeres med hvor mange
gange en givet sgjle bliver starre end forgaengeren, nar afstanden mellem sgjlerne er 1.
Koefficienten b har ikke samme dynamiske rolle som koefficienten a, idet den har

forbindelse til et enkelt skeeringspunkt.

Opgaverne i modul 7[93-96] skulle handle om konversion fra tabel til ligning og fra graf
til ligning for eksponentielle sammenhange, men jeg besluttede mig for ikke at opstille
generelle formler endnu. Eleverne ville blive bedre til at koordinere gndringer i de tre
registre, hvis vi i ferste omgang udelukkende lavede konversioner ved hjelp af

ovenstaende tolkning af koefficienterne, end hvis man opskrev den generelle formel til at
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starte med. Derfor er tabellerne i opgave 7.1[94] meget simple, i nogle af opgaverne er
den additive enhed for x allerede 1 fra starten af og i resten af opgaverne skal man fgrst
interpolere i tabellerne for at finde den multiplikative enhed for y, der svarer til en additiv
enhed for x pa 1. For at repetere hvordan man finder typen af en givet tabel eller graf er
ikke alle tabeller og graferne i opgaverne til modul 7 eksponentielle sammenhange.
Opgave 7.2[95-96] gar simpelt hen ud pa at forst identificere de af graferne, der er

eksponentielle sammenhange, og derefter finde deres ligninger.

5.11.10 Modul nummer 8 og 9: Tabel til ligning

Modul nummer 8 og 9 14 i forleengelse af hinanden og bliver derfor behandlet samlet.
Hgjdepunktet er formlerne for hvordan man kommer fra tabel til ligning for de tre nye
typer af sammenhzange, men far disse skulle gennemgas valgte jeg at give en mere
intuitiv introduktion til ligningen for en potens-sammenhzang, som pa samme made som i
modul 7 var baseret pa tolkning af koefficienter og koordination af @ndringer i de tre

registre.

Koefficienten b er nem at fortolke i det grafiske og numeriske register for en
potenssammenhang, men koefficienten a er ikke sa ligetil. Jeg valgte at tage forskud pa
den satning jeg ville vise senere og skrev pa side [139] i noterne til modul 8 og 9:
Koefficienten a er den potens, som den multiplikative &ndring af x skal oplgftes i for at
man far den multiplikative a&ndring af y.

Opgave 8.1[98] handler om at bruge ovenstaende tolkning af koefficienterne til at finde
ligningen for forskellige simple potenssammenhange, men for at repetere indgar ogsa

enkelte linezere og eksponentielle sammenhange.

Opgave 8.2[99] har til formal at koordinere det grafiske og symbolske register for
eksponentielle og potens-sammenhzange. Opgaven er lavet sadan, at kendskab til
koefficienten b’s grafiske fortolkning er tilstreekkeligt til at lgse opgaven, hvis man ellers

kan kende forskel pa typerne af sammenhang ved hjalp af de tre grafer og ligninger.
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Siderne [142-151] i noterne til modul 8 og 9 samt opgaverne 3, 4, 5, 6 og 7[100-102] til
samme modul handler om konversionene fra tabel til ligning for eksponentielle, potens-
og logaritmiske sammenhzange. Jeg valgte, at medtage to satninger til bade
eksponentielle og potens-sammenhange. De givne oplysninger i den ene s&tning er et
punkt (som umiddelbart fastleegger koefficienten b) og et system, som kan bruges til at
beregne a, mens den anden sa&tning er mere generel, idet de givne oplysninger her er to
arbitreere punkter — det er denne form for satning, der indgar i de traditionelle leerebgger.
| seetning 1 i noterne [142] og setning 3 i noterne[148] opsummeres diskussion af
forbindelsen mellem de additive/ multiplikative s&ndringer for x og y samt koefficienten a
ved at der angives formler, der preecist angiver sammenhangen mellem &ndringerne for x

og y samt koefficienten a.

| seetning 3 pa side [148] indgar 10-tals logaritmen og i beviset for samme satning skal
10-talslogaritmen bruges til at isolere eksponenten i en ligning. Derfor blev jeg nadt til pa
de foregaende sider [146-147] at introducere 10-talslogaritmen, en regneregel og dens
anvendelse til at isolere eksponenter. Heldigvis er dette nemt med den valgte
covarianstilgang, da 10-talslogaritmen er den logaritmiske sammenhzng, hvis tabel
indeholder punkterne (1,0) og (10,1). Opgave 8.4, 8.5 og 8.6[101] handler om 10-

talslogaritmen, opgave 8.3[100] handler om konversion fra tabel til ligning for
eksponentielle sammenhange og opgave 8.7[102] handler om konversionen fra tabel til

ligning for potens-sammenhange.

Til slut skal det navnes, at formlen for en logaritmisk sammenhang, som angives pa side
[151], bevises ved brug af viden om omvendte sammenhgnge og symmetri af ligninger.

Jeg har simpelt hen isoleret x i ligningen for en eksponentiel sammenhang og har derefter
ombyttet x og y overalt. Koefficienterne beregnes derfor stort set pa samme made som for

eksponentielle sammenhange.
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5.11.11 Modul nummer 10

Som naevnt i afsnit 5.10 viste det sig efter modul 8 og 9, at der var ngdvendigt at bruge
mere tid pa at arbejde md ligninger. Jeg lavede ingen ekstra opgaver, men jeg valgte at
lave nogle ekstra noter[152-157], hvor et eksempel til hver af de fem vigtigste saetninger
fra modul 8 og 9 blev gennemgaet. Laeg iseer marke til tabellerne nederst side [153] og
[154], hvor der angives tre &kvivalente systemer til den samme tabel, og betingelserne

for hvornar to systemer er aekvivalente diskuteres.

5.11.12 Modul nummer 11: Formler for halveringstid og fordoblingstid

Formlerne for halveringstid og fordoblingstid har samme udseende i mine noter[158] som
i den traditionelle undervisning, men bemark, at beviserne falger nemt af de den formel,
der relaterer koefficienten a til den additive &ndring for x og den multiplikative a&ndring
fory.

Bade i eksemplerne i noterne og i opgaverne til modul 11[103-106] har jeg lagt veegt pa
at bruge mindst to registre. De eksakte beregninger foregar selvfalgelig i det symbolske
register, mens et af de to andre registre bruges til kontrol. P4 denne made bliver
formlerne ikke bare noget, der spytter et tilfeldigt tal ud, men derimod et redskab til at
forbedre praecisionen af de metoder der tidligere er lzert om halveringstid og
fordoblingstid.

| opgave 11.1 og 11.2[104-105] foretages kontrollen med grafer og i opgave 11.3 og
11.4[106] foretages kontrollen med tabeller. Det skal bemarkes, at tabellerne kun kan

kontrollere om halveringstiderne og fordoblingstiderne har den rigtige starrelsesorden.

5.11.13 Den anden aflevering (aflevering nummer 16)

Den anden aflevering i forlgbet skulle behandle stoffet fra modul 7 til 11, sadan at
eleverne havde erfaring med alle dele af pensum inden prgven. Jeg valgte at deekke dette
stof ind ved at lave en opgave om halveringstid og fordoblingstid (opgave 1[108]), en
opgave om tolkning af koefficienterne i ligningen for eksponentielle og potens-
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sammenhange (opgave 2[109]), en opgave om konversion fra tabel til ligning (opgave
3[110-111]).

Jeg valgte at inddrage en modelleringsopgave om eksponentielle sammenhange til sidst
(opgave 4[111-112]). Formalet med opgaven er at undersgge hvordan eleverne efter det
covarians-baserede forlgb ville veelge at gribe en modelleringsopgave an, nar valget af
register er frit. Jeg har lavet spgrgsmalene sadan, at de i princippet kan lgses ved hjelp af
det numeriske register alene, men da man i sa fald skal anvende det samme system 50
gange i spgrgsmal b og omkring 33 gange i spargsmal c, er det hensigtsmeessigt at bruge
Excel eller en ligning her. Hvis man vaelger at bruge en ligning, kan spgrgsmal d lgses

ved fortolkning af koefficienten b.

5.11.14 Den afsluttende prave i forlgbet.

Jeg bestemte at der i overensstemmelse med den tilsigtede viden (jeevnfar afsnit 5.4)

skulle veere tre hovedtyper af opgaver:

1. Bestem typen af variabelsammenhang (bade tabel, graf og ligning).
2. Koordination mellem de tre registre.

3. ”Rene” konversioner, det vil sige uden valgmuligheder.

En smart made at sla opgavetype 1 og 2 sammen pa er, at man farst skal bestemme typen
for et antal variabelsammenhange i alle tre registre, og at man derefter skal finde ud af
hvilke tabeller, grafer og ligninger, der passer sammen. Dette udger del A af prgven (Det

skal bemerkes, at alle elever skulle lgse bade del A og del B af praven).
Krav til Opgave A1-A3[164-167] (bestem typen)

= Logaritmiske sammenhange skal ikke indga, da det ikke er kernestof, og da der

ikke skulle gas i detaljer med ligningen for en logaritmisk sammenhang.

119



Eksponentielle, linezre og potens-sammenhange skal indga i alle tre registre. Der
skal veere to af hver type af sammenhang, dvs. der er i alt 6 variabelsamenhange
pa spil.

Det skal veere de samme variabelsammenhange i opgave A1-A3, men det skal
ikke fremga af opgaveteksten. Farst i opgave A4 om koordination, skal der st, at
det er de samme sammenhange.

| alle grafer, skal akserne vaere skaleret ens, og i alle tabellerne skal de indgaende
x-veerdier ligge i det samme interval. Arsagen er, at man nemt skal kunne
sammenligne graferne og tabellerne.

For hver type af sammenhaeng skal der vare en aftagende og en voksende

sammenhang.

A1[164] tabeller

Nogle af tabellerne skal vaere sadan, at det er meget nemt at gennemskue
systemet, og nogle af tabellerne skal vere sadan, at det kraever lidt arbejde at
gennemskue systemet.

Nogle af tabellerne skal indholde x-vaerdien nul andre skal ikke. Nogle af

tabellerne skal have den samme y-veerdi hgrende til x lig med nul.

A2[165-166] grafer

Alle 6 grafer skal veere tegnet i det samme x-y-vindue

Det skal vere tydeligt at nogle af graferne skerer y-aksen, men der skal ogsa veare
et par grafer, hvor det ikke er klart om y-aksen skeeres eller hvor den skares.
Potens og eksponentielle sammenhange skal ligne hinanden meget, sa man bliver

ngdt til at afleese nogle punkter for at finde forskellen

A3[167] ligninger

y skal veere isoleret i alle ligningerne, det ville gare koordinationsopgaven

ungdvendigt vanskelige, hvis ligningerne ikke var pa standardformen.

Krav til Opgave A4[168] koordination
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= Der skal veere flere mader at lgse opgaven pa, sadan at alle elever har en chance
for at lgse opgaven. Enten kan man bare satte tal ind i alle ligninger, og aflaese de
tilsvarende punkter i tabeller og pa grafer. Ellers kan man argumentere ved hjelp

af monotoniforhold.

Del B[169-174] af prgven bestar stort set af rene konversioner. Der optreeder 5 slags
konversioner, idet konversionen fra graf til tabel er udeladt pa grund af klassens gode
resultater i den diagnostiske test. Dog skal der i flere tilfeelde foretages operationer, far
man kan lave en konversion. Desverre er det for omfattende at medtage alle slags
konversioner mellem alle typer, sa igen nedprioriteres de logaritmiske sammenhange og
der fokuseres pa eksponentielle og potens-sammenhange. Her falger kommentarer til

udvalgte opgaver:

B4 Ligning til tabel (ekvivalente ligninger) [171]

= vy skal ikke veere isoleret i ligningen, sa man skal lave en operation farst og derefter

en konversion.

Generelt om tabel til ligning:

= Der skal kun indga potens- og eksponentielle sammenhzange

= | de fleste opgaver skal a og b nemt kunne beregnes ud fra tabellen ved hjelp af
information om et punkt og et system. Jeg har valgt at gare det sadan, fordi flere
elever i sa fald vil veere i stand til at besvare opgaven.

= | enkelte opgaver skal a og b vaere svaere at beregne uden formlen, hvor to punkter
bruges til at bestemme ligningen. Dette ggres for at undersgge om eleverne kan

bruge denne formel.
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6 A posteriori analyse

Under forlgbets afvikling var der 25 elever i klassen. Det samlede datamateriale bestar af:
e 9 af elevernes besvarelser til opgaverne i modul 1, som blev indleveret frivilligt og
anonymt (se bilag 1)
e 14 besvarelser af den farste aflevering (se bilag 2)
e 13 besvarelser af den anden aflevering (se bilag 3)
e 23 besvarelser af testen i modul 4 (se bilag 4)
e 25 besvarelser af den afsluttende prgve (se bilag 5)
Det lave antal besvarelser af afleveringerne skyldes, at jeg kun har medtaget rettidigt

indleverede afleveringer i mit datamateriale.

Introduktion til dataanalyse.

| data-analysen vil hovedvegten blive lagt pa testen i modul 4 og den afsluttende prave,
da man her far et realistisk billede af, hvad den enkelte elev kan, og da nasten alle elever
deltog her. Jeg vil ogsa kort analysere elevernes besvarelser af den ene af de to
modelleringsopgaver i afleveringerne, og endelig vil jeg se pa et par af elevernes

besvarelser til opgaverne i modul 1 om symmetri.

Da mangden af data er meget stor, har det veeret ngdvendigt at udveelge, hvad der skal
gennemgas i detaljer. Jeg har valgt at gare det sadan, at data-analysen karer efter samme
reekkefglge som afsnittet om tilsigtet viden, hvor jeg til hvert punkt udveelger passende
eksempler fra elevernes besvarelser og angiver hvor mange procent af eleverne, der

kunne svare pa de givne opgavetyper.

6.1 Symmetri og operationer, som bevarer det matematiske objekt

To ting skal bemarkes far jeg tager fat pa elevernes besvarelser til opgaverne i modul
nummer 1. Det var under halvdelen af eleverne, der indleverede deres lgsninger, og
eleverne havde haft mulighed for at @ndre pa deres lgsninger under

opgavegennemgangen. Derfor giver det ikke mening at udregne hvor mange procent af
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eleverne, der kunne regne opgaverne, sa jeg vil ngjes med nogle overordnede

observationer eller et par eksempler, nar disse opgaver tages op.

I opgave 1.2 a), hvor ligningen for en ret linje i et koordinatsystem med lodret x-akse

skulle bestemmes, startede naesten alle elever med at skrive y =ax+b, og korrigerede

derefter ligningen, sa den passede til den nye situation. Her er et eksempel, hvor denne

korrektion skete pa systematisk, men ukorrekt vis (se eventuelt Bilag 1):

V= OX ~+ 15

_/ o ~skan ‘{‘%‘Si}t}f‘s_.'?___ { \ —Qlrsen
o ldne ey n g

A
X = 2x +7

Da denne ligning ogsa opskrives under sammenligningen i spgrgsmal d) er det ikke bare
en skrivefejl, at der star x pa venstresiden af ligningen. Eleven har sandsynligvis farst

fundet ligningen y = 2x+ 2, men har sa a&ndret yet pa venstresiden til et x, fordi x-aksen

var den lodrette akse. Dette er et eksempel pa den fejltype, der blev navnt i afsnit 3.6.1
om elevernes misforstaelser af variable, hvor den samme variabel benyttes til at beskrive

to forskellige starrelse.

Det naeste eksempel viser en mere vellykket korrektion af ligningen y=ax+Db

(se eventuelt Bilag 1):
™
/

weld %"‘."f:vija \ <@ 0 Vz{{jF\m\éf
' WL DA 1(

Xy

Man kan tydeligt se, at der farst blev skrevet y = 2x + 2 og derefter blev x og y byttet

om. Dette er den hyppigst benyttede metode, det naeste eksempel indeholder en lille

forklaring pa metoden (se eventuelt bilag 1):
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¥ E0xto =>X=yva 4y

Denne ukorrekte implikation bringer mig videre til det naeste punkt om &kvivalens af
ligninger. De fleste elever leerte hurtigt at bruge koordinatsystemer, hvor x var den
lodrette akse og ligninger hvor x var isoleret, ved hjelp af analogi: Man skal bare gare
som man plejer, dog skal der byttes om pd 'y og x. Hele 75% af eleverne kunne til testen
en uge inde i forlgbet finde den korrekte ligning i opgave 5[77], hvor y ikke havde den
seedvanlige hovedrolle. Her er et eksempel pa en korrekt besvarelse af denne opgave (af
elev K), hvor koefficienternes tolkning ogsa oversattes til at omhandle den anden

variabel end seedvanligt (se eventuelt bilag 4.K):

K=y t3

Den skafer x-aksen Pa 3 03 har en haldniag

pe 1 (aitsa y)

Men de fleste af eleverne opfattede ligningerne, hvor x var isoleret som reprasentationer
for nogle andre matematiske objekter end dem som repraesenteres af ligninger hvor y var
isoleret! Jeg baserer denne pastand pa 2 ting: For det farste var der ingen af de elever,
som kom frem til ligningen hvor x var isoleret i opgave 1.2 a) og en ligning hvor y var
isoleret i opgave 1.2 b), der under sammenligningen i spargsmal d) skrev, at de to
ligninger var &kvivalente. For det andet var der kun 17% af eleverne som i opgave 4 i
testen angav begge de (eekvivalente) ligninger som hgrer til den givne graf. Her falger

Igsningen af denne opgave fra en af de fa elever, som lgste den korrekt (Se bilag 4.1):

Ligning I y+8=4x y="x -8
Ligning 2 hﬁ_z}M}\/
Ligning 3 (12x=3y~- 245)%{_ 3y =12x - 2 \/u’7—"2
-3 -3
. L . \,: Ux + &
Hvilke(n) af de tre ligninger passer til folgende graf?

0g senere....
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Skriv svaret her med en kort forklaring:

Nat y solres er badk Li%»ru' ﬂﬂ 2 g 3

aen " ﬁgh‘%z ! u%jm ng.
Denne formulering med “den rigtige ligning” tyder pa at eleven har en objekt-opfattelse
af ligninger (jeevnfar afsnit 3.6.1), men det kan ikke udelukkes, at hun bare gentager,

hvad lzreren har sagt uden at forsta hvorfor to &kvivalente ligninger giver den samme

variabelsammenhang.

Den eneste opgave til den afsluttende prove, som direkte behandlede e&kvivalens af
ligninger var opgave B4[171], hvor en tabel skulle udfyldes ved hjalp af ligningen

x* = E. Hele 40% af eleverne svarede blankt, 24 % forsggte at isolere y, men uden

y
succes, og de resterende 36% besvarede opgaven korrekt. Udover at forteelle noget om
den operationelle opfattelse af ligninger for de 40% fortzeller dette resultat ogsa hvor
store problemer eleverne i klassen havde med simple operationer i det symbolske

register.

Jeg kan konkludere, at en stor del af eleverne — selv efter forlgbets afslutning - havde en
operationel opfattelse af ligninger, hvor lighedstegnet er et ”do-something-symbol,” og
ikke et &kvivalens-symbol (jeevnfar afsnit 3.6.1): De fleste elever opfatter ligningerne
som en opskrift pa at komme fra input til output — eventuelt i forbindelse med grafer,
hvor 1. aksen er input og 2. aksen er output — men ikke som matematiske objekter med

flere repraesentationer.

Her er de fire potentielle misforstaelser, som jeg brugte til designet af opgaverne til

modul 1 (jeevnfar afsnit 5.11.1):

1. Heldningskoeficienten for en ret linje afheenger kun af hvor stejl linjen er pa papiret
(svarende til linjens vinkel med x-aksen)

2. y-aksen skal altid veere den lodrette akse

3. Iligningen for en variabelsammenhang skal y veere isoleret
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4. To forskellige ligninger vil altid have to forskellige grafer

Jeg har indtil nu redegjort for, at misforstaelse nummer 2 og 3 hurtigt blev udryddet hos
de fleste elever, men at misforstaelse nummer fire ikke var sa nem at slippe af med. Nu
vil jeg se pa den farste af misforstaelserne om skalering, som blev behandlet i opgave 1.1.
Som forventet faldt mange elever i feelden og svarede, at linje 1 har den starste haeldning.
Dette svar fra en eleverne forteller meget om hvordan eleverne med Duvals ord brugte
vision (de umiddelbare visuelle indtryk) til at besvare opgaven og ikke visualisering, hvor
alle de relevante detaljer i det grafiske register blev benyttet (jeevnfer afsnit 2.1.1):

He 7
i)

”ilr:' ,_r, [4 E)’,.m )
i

Se eventuelt bilag 1. Denne elev opdagede ikke, at det faktisk var linje nummer 3, der var
gverst, nar linjerne skulle indtegnes i det samme koordinatsystem i spgrgsmal b) og min
opfattelse er generelt, at opgaven ikke i fgrste omgang havde den gnskede ”selv-helende
effekt”, hvor konflikten mellem spargsmal a) og b) tvang eleven til teenke pa skaleringen.
Her er et eksempel pa en elev, som tydeligvis er faldet i faelden, idet hun stort set ordret

har formuleret misforstaelsen ved siden af graf 1 (Bilag 1):

Venne Crpad tor de
SerSoe KOS ’ VOV
\O St rTe eeldin e e =P
YO She e, Mee b den ) g

\ 3
Ved siden af graf 3 har eleven skrevet:
\f\U‘;::: &‘”— e S Qﬁ"w-ﬂr Pé‘*
d ;“““JE&Q_ iy :c‘?..-. l‘,«;} ! A

Ve

Det interessante er, at eleven har opdaget, at der er et problem, men endnu ikke helt har

opgivet det oprindelige svar (siden det ikke er visket ud). Derfor er der noget der tyder
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pa, at selv efter gennemgang af opgaverne til modul 1 var der enkelte elever, som ikke
definitivt havde gjort op med misforstaelse 1 ovenfor om skalering.

Indtil nu har jeg i dette afsnit behandlet symmetri og operationer, som bevarer det
matematiske objekt, i det grafiske og symbolske register. Til slut vil jeg neevne at pa
samme made som eleverne hurtigt leerte at arbejde med grafer med en lodret x-akse laerte
eleverne hurtigt, at denne ombytning af akserne svarer til en ombytning af de to
koordinater til ethvert punkt. Her er et eksempel pa et sildeben fra opgave 5[77] i testen,

hvor x-aksen er lodret (Elev U), og hvor y derfor er gverst i tabellen:

Skriv svaret her med en kort forklaring:

Vot
Liic'%tf'i.{tf;a_i ""l o
v l

L
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6.2 Covariation: Additive og multiplikative eendringer i det numeriske

register

Dette afsnit tager fat pa den del af dataanalysen der hgrer til det tredje punkt i den

tilsigtede viden: Udfarelse og genkendelse af additive og multiplikative endringer i det

numeriske register og genkendelse af type i alle tre registre.

Eleverne blev meget hurtigt fortrolige med additive og
multiplikative andringer i regelmassige tabeller og
med at bestemme typen i regelmassige tabeller.
Samtlige elever bestemte typen korrekt i opgaverne 1.a
til 1.d i testen (modul 4[73]), hvor tabellerne var
regelmaessige, de additive &ndringer var positive og de
multiplikative e&endringer starre end 1. | spgrgsmalene
1.e og 1.f i testen og spergsmalene A1.1 og ALl.2 i
preven forekom der negative additive &ndringer og
multiplikative &ndringer mindre end 1, hvilket
abenbart gav anledning til en anelse forvirring. Se
skemaet til hgjre, hvoraf succesraten i opgaver, hvor
typen skulle bestemmes, fremgar. Eleverne havde
sveerest ved at bestemme typen af sammenhang i de

uregelmaessige tabeller.

Bestemmelse af type vha. tabel

Opg. | Procentdel | Beskrivelse af
korrekte opgaven
l.a 100 Regelmaessige
1b 100 tabeller, positive
add. a&ndring og
1.c 100 _
multpl. &ndring
1d 100 stgrre end 1
le 96 Regelmassige
1f 83 tabeller, negative
add. &ndring eller
Al.l 82 .
multpl. &ndring
Al.2 94 mindre end 1
Al.3 74
Al4 92 Uregelmaessige
tabeller
Al5 86
Al.6 60

Det naeste skema viser succesraten i de opgaver, hvor tabeller skulle udvides. De meget

lave scorer i opgaverne med de uregelmaessige tabeller kan muligvis forklares med, at

hovedparten af klassen ikke opdagede, at man skulle anvende enhederne ikke én, men to

gange! Dette kan forklares med, at langt de fleste elever i starten af forlgbet tog den

anvendte notation, hvor systemet noteres til hgjre i tabellen, helt bogstaveligt: Systemet

forteller jo hvad man skal gere, nar tabellen skal udvides.
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Eleverne blev med tiden bedre til at lave simple Udvidelse af tabel
udvidelser af tabeller. I aflevering nummer 15[90- Opg | Procent |  Beskrivelse af
92] (Doctordriver) svarede samtlige 14 elever korrekte Opgaven
korrekt pa spergsmal 1,2 og 6, hvor y-verdierne til 28 13 Uregelmzssig
en tabel farst skulle findes ved hjalp af 2.b 88 Regelmzssig
Doctordriver, et system derefter skulle bestemmes 2.c 88 Regelmessig
og skulle bruges til at udvide tabellen. Men i 2d 67 Regelmaessig
sporgsmal 11, hvor en tabel skulle udfyldes til den | 2© 100 Regelmassig
samme variabelsammenhang — blot med andre 2f 33 Uregelmzssig
startvaerdier og et andet system — svarede kun 56% 2.9 100 Lin. interpolation

af eleverne korrekt. Helt galt gik det i spargsmal 12, hvor kun 21% af eleverne svarede

korrekt og de fleste svarede blankt. Opgaven gar kort sagt ud pa, at man ved hjalp af

Doctordriver har adgang til alle tabelverdier for x under 130, man kender et system

(faktisk flere) og skal bestemme den x-veerdi, der harer til y-veerdien 360. For at lgse

opgaven eksakt skal man lgsrive sig fra alle de tabeller, der hidtil har medvirket i

opgavesettet, og selv udveelge en tilstrekkelig lav y-veerdi, som med et af de givne

systemer kan “ramme” tabelveerdien y =360.

Her er en af de fa korrekte lgsninger af elev D (Bilag 2.D):
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Alternativt kan man med interpolation bruge de eksisterende tabeller og systemer til at

komme frem til en approksimativ lgsning, men det var der ingen der forsagte.

Konklusionen er, at selv om de fleste elever leerte at udvide tabeller med givne systemer,

var der mange elever, som aldrig leerte at bruge udvidelse af tabeller pa fleksibel vis til

opgavelgsning.

Bestemmelse af type ved hjzlp af graf:

Skemaet til hgjre viser hvordan det gik med at bestemme
typen af sammenhange ved hjeelp af grafer til den
afsluttende prave. Opgave D og F[166] skiller sig klart
ud, og det skyldes, at de to grafer ligner hinanden meget.
Der blev generelt anvendt fglgende to metoder: Den
farste er en punktvis metode, hvor tre passende punkter
udtages og et system bestemmes. Den anden er en
”global” metode, hvor typerne bestemmes ved hjelp af

globale kendetegn som for eksempel form af kurven og

Opg | Procent | Type

rigtige
A2.A 92 Voksende lin.
A2.B 92 Aftagende eksp.
A2.C 80 Aftagende pot.
A2.D 52 Voksende eksp.
A2E 84 Aftagende lin.
A2.F 52 Voksende pot.

tilstedeveerelsen af skeeringspunkterne med akserne. Den globale metode er selvsagt den

nemmeste for de lineere sammenhange, men ogsa den aftagende eksponentielle

sammenhang (graf B) er nem at behandle korrekt med den globale metode, da

eksponentielle sammenhange er de eneste af de ikke-linesere sammenhange, som kan

skeere y-aksen i et punkt forskelligt fra nul. Dette forklarer, elevernes succes i opgaverne

A, B og E. De 8 (ud af 25) elever, som udelukkende brugte den globale metode til at

besvare opgave A2 kom i store problemer i delspgrgsmalene C, D og F, her er et typisk

eksempel (Elev D), Bilag 5.D:
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ﬁt)i_}u

M 1

Teane A
1‘:/
L

Type: Pm

Forklaring:

(rufen sKarer bepge

QAEAC ¢ Somme [InE

mfmbiﬁﬁ; (Q, OJ

@f@fm er Okfuks
Yok

I begge delspargsmal refererer eleven til noterne (modul 6, side 5-6) og faler sig pa
sikker grund, men pa grund af at grafen kun viser den partielle information (jeevnfer
afsnit 3.4.2) er hendes argumentation forkert i spgrgsmal C, og pa grund af den grafens
begraensede pracision (jivnfer afsnit 3.4.2) er bade argumentationen og svaret forkert i
spgrgsmal D. Det kan nemlig ikke umiddelbart udelukkes at den matematiske graf
harende til graf C skeerer akserne eller at den matematiske graf hgrende til graf D skaerer
y-aksen i en y-veerdi, som er forskellig fra nul. Man kan sige, at den viste form for

misforstaelse blev grundlagt af mig selv, da jeg lavede noterne. Eleverne bruger graferne
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fra noterne som "prototyper” (jeevnfar afsnit 3.7) pa hver type af sammenhzang og
bestemmer typen af sammenhange ved at sammenligne globale karakteristika med disse
grafer. Jeg bruger ordet prototype pa en lidt anden made end i afsnit 3.7, hvor proto-
typerne blev brugt til at afgere om en givet graf eller ligning var en funktion, men i vores

tilfelde bruges prototyperne altsa bare til at bestemme typen af sammenhzng i stedet.

| afsnit 2.2 skrev jeg, at det kan veere til ulempe for eleverne, hvis et matematisk begreb
identificeres med en enkelt objektpraeget repraesentation, fordi det objekt, som eleven
”ser” er er en ufuldsteendig version af det rigtige” objekt. Denne problemstilling er
relevant her, fordi de konkrete grafer er ufuldsteendige versioner af de matematiske
grafer, og visse elevers tendens til at opfatter graferne som ikoniske reprasentationer

(som omtalt i afsnit 2.1.1) giver udslag i denne ufuldsteendige objektopfattelse.
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Selv om alle eleverne var meget gode til typebestemmelse ved | Opg Procent | Type
hjeelp af regelmassige tabeller, betad det ikke, at de derfor rigtige

altid ”udtog” en regelmassig tabel fra graferne og bestemte A3.l 80 Pot.
typen derefter. Der er sandsynlivis to grunde til dette: For det A3.1l 80 Eksp.
farste havde en del af eleverne sveert ved at udtage et system A3l 64 Lin.
fra en graf, man skal jo prave sig lidt frem, da man ikke pa A3.IV 68 Pot.
forhand ved om man skal bruge additive eller multiplikative A3V 64 Lin.
endringer. For det andet syntes de fleste elever, at den globale [ A3\ 64 Eksp.

metode var mindre besveerlig, her skulle man ikke bruge lang

tid pa diverse afleesninger, som muligvis ikke var helt eksakte.

Elev L er et eksempel pa en elev, som ikke kender den generelle metode til at bestemme
typen ved hjelp af grafer. Hun benyttede udelukkende additive &ndringer pa 1 i alle
opgaverne A2.A — A2.F og derfor lykkedes det at bestemme typerne af de linezre og
eksponentielle ssmmenhenge, men ikke af potenssammenhangene (jeevnfer bilag 5.L).

Bestemmelse af type ved hjelp af ligninger: Klassens store problemer med ligninger kan
tydeligt ses i skemaet til hgjre, hvor resultaterne i opgave A3 til preven er angivet. Det er
bemarkelsesveaerdigt at kun to tredjedele af klassen kan genkende ligningen for en lineger
sammenhang. Den darlige score for lineaere sammenhange skyldes sandsynligvis, at vi
efter modul 1 ikke arbejdede med ligninger for linezere sammenhange overhovedet, men
det er alligevel tankeveaekkende, at eleverne glemmer deres viden om linezre

sammenhange sa hurtigt.
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6.3 Data-analyse: Konversioner

Skemaet til hgjre viser resultaterne af opgaverne om | Opg | Procent | Type af Type af
“rene” konversioner i testen. score konversion samh.
Bl |48 Lign. — Tabel | Eksp.
6.3.1 Ligning til tabel (opgave B1) i
B2 |44 Lign. - Graf | Eksp.
Den hyppigste fejlkilde i opgave B1, hvor en tabel B3 52 Tabel - Graf | Log.
skal udfyldes ved hjelp af ligningen y =4", er at B4 |36 Lign. - Tabel | Pot.
beregne 4° til at veere nul, hvilket 28% af eleverne B5 |64 Tabel — Lign. | Eksp.
gjorde. Det s saledes ud til, at stort set alle elever B6 |40 Tabel — Lign. | Eksp.
vidste hvordan denne type af konversion skulle B7 |52 Tabel — Lign. | Pot.
udfares, men at de pa grund af den eksponentielle BS |32 Tabel — Lign. | Pot.
notation regnede forkert. To elever har abenbart slet B9 |40 Graf— Lign. | Eksp.
ikke forstaet den eksponentielle notation og udfyldte
tabellen lineeert, her er elev Y’s lgsning (Bilag 5.Y):
Opgave Bl (ca. 5%)
Udfyld tabellen ved hjeelp af ligningen y = 4.
X 0 1 3
y ¢ Y 3 WA

6.3.2 Ligning til graf (opgave B2)

Hele 20% af eleverne svarede slet ikke pa denne simple opgave, hvor grafen for

ligningen y =2-3" skulle tegnes. Forklaringen ma veere, at vi i forlgbet udelukkende

havde tegnet grafer ved hjaelp af tabeller, sa disse elever anede ikke hvad de skulle gare.

Det faldt dem &benbart ikke ind at lave en tabel fgrst. Derudover var der tre elever, der

forbandt punkterne med rette linjer, se for eksempel elev Xs besvarelse (Bilag 5.X):
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6.3.3 Tabel til graf (opgave B3)

Kun 52% kunne i opgave B3[171] tegne den korrekte graf i hele det angivne interval.
Igen var der et par elever, der fandt de rigtige punkter, men forbandt dem med rette linjer,
men den hyppigste fejl var at udvide tabellen lineeert, hvilket 20 % af eleverne gjorde.
Elev R skrev dette (Bilag 5.R):

X 0.5 1 2 P\U 5 0%
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6.3.4 Tabel til ligning (opgaverne B5-B8)

Der blev benyttet tre forskellige metoder til lasningen af opgaverne om konversion fra
tabel til ligning [172-173]:

1. Ved hjzlp af kendskab til fortolkning af koefficienter findes a og b (uden formler)

Denne metode er karakteriseret ved, at der ikke er tegn pa brug af formler i elevens
lasning, koefficienterne findes udelukkende ved hjeelp af kendskab til koefficienternes
fortolkning. Hvis ikke tabellen har en passende form til at starte med, kan den eventuelt

udvides forst. Her er Elev D’s lgsning af opgave B5 (jeevnfer bilag 5.D):

Opgave BS (ea. 5%)

Find ligningen for den eksponentielle sammenhang, der horer til folgende tabel:

: 3;J| Y= b-aX

hvor © = 7 do clabk cr Sk_cmi-,qfacﬂ med -
oKsen, a =9 da Y skod Ganges meel S
nor X adderes meak

adtso. Ser Llgrungen sododn uol
P

2. Brug af formlen hvor et punkt og et system giver a og b

Denne metode er karakteriseret ved, at der er tydelige tegn pa at der bruges formlerne fra
noterne, hvor ligningen bestemmes ved hjelp af et punkt og et system. Her er elev F's
lasning, hvor der benyttes notationen h og k for systemet (jeevnfar bilag 5.F):

X 0 1

y 7 35 gﬂl"({&

136



3. Brug af formlen, hvor to punkter giver a og b

Denne metode bestar i at bruge standardformlen, hvor en ligning bestemmes ved hjzlp af

kendskab til type og to punkter. Her vises Elev Q’s lgsning (bilag 5.Q):

X 0 1
y 7 35
¥ e
a= >) = C.= é‘? ) 20D
b: 5 _*k
= % — e
e )
\/_—- RN
Falgende skema viser fordelingen af Metode (uanset | Opg | Opg | Opg | Opg
metoder i opgaverne B5-B8. Man kan her korrekthed) BS |B6 |B7 |BS
se, at de fleste elever undgik de generelle 1. Fortolkning 32% (4% |(40% | 0%
formler, hvor to punkter giver ligningen og 2. Formel: Punkt | 20% | 28 % | 16 % | 28 %
foretrak i stedet at bruge formlerne, hvor et 0g system
system og et punkt giver ligningen eller 3. Formel: To 16% [24% 8% |20%
ikke at bruge en formel overhovedet. Dette punkter
forklarer hvor kun henholdsvis 40 % og 32 anden metode 16% | 16 % | 16 % | 16 %
% kunne besvare opgaverne B6 og B8 ingen (blank) 16% | 28% | 20 % | 36 %

korrekt, hvor der kraeves noget arbejde for

at fa tabellerne pa en form, s a og b kan bestemmes ved hjzlp af metode 1 eller 2.

6.3.5 Graf til ligning (opgave B9)

Kun 40 % af eleverne fandt den korrekte ligning til den eksponentielt voksende graf i
opgave B9[174], og hele 32 % af eleverne svarede blankt. Dette skal sammenlignes med

opgave B5, hvor 64% af eleverne korrekt kunne finde ligningen til en tabel for en
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eksponentiel sammenhzng, hvor x-veardierne 0 og 1 indgar. Hvorfor laver eleverne ikke

bare en sadan tabel farst, og sa bestemmer ligningen bagefter?

6.3.6 Konklusion om konversioner

Da jeg i den afsluttende prave ikke lavede spgrgsmal om alle mulige konversioner for
alle tre nye typer af sammenhange, er denne data-analyse kun en stikprgve, som giver et
fingerpeg om hvordan eleverne arbejdede med konversioner i slutningen af forlgbet.
Generelt ser det ud til, at ingen af de behandlede konversioner var trivielle for hele
klassen. Min analyse af konversionerne fra graf til ligning samt fra ligning til graf tyder
pa, at en del af de elever, som ikke fik lgst opgaverne, faktisk havde den ngdvendige
viden til radighed, men den blev ikke mobiliseret fordi dette forudsatte koordination med
det numeriske register. Det skal her bemeerkes, at det var pracis det samme problem elev
U havde i den diagnostiske test (jeevnfar afsnit 4.5.1). Konversionerne fra tabel til ligning
kraever stort teorikendskab og var ikke s overraskende problematiske for omkring
halvdelen af klassen, men den modsatte konversion fra ligning til tabel voldte altsa ogsa
problemer pa grund af problemer med notation og &kvivalens i det symbolske register.
Konversionen fra tabel til graf var heller ikke triviel fordi teknikkerne til udvidelse af
tabel skulle bruges far grafen kunne tegnes og her var iszr fejlagtige linezre udvidelser
et problem. Konversionen fra graf til tabel blev der ikke direkte stillet opgaver i, men
konklusionen er her, at selv om ingen elever havde problemer med at aflaese koordinatsaet
(jevnfar den diagnostiske test, afsnit 4.6), sa havde mange elever problemer med at

udvalge tre passende punkter pa grafen til at finde et system med.

138



6.4 Koordination og monotoniforhold

Resultaterne af opgave A4[137] i den afsluttende prgve, hvor
tabellerne, graferne og ligningerne fra opgaverne A1-A3
skulle koordineres, kan ses til hgjre i skemaet, som skal forstas
pa den made at 52% af eleverne fandt bade den rigtige ligning
og den rigtige graf til tabel nummer 1, og tilsvarende med de
andre tabeller. De meget lave scorer i tabel 3. og 6. skyldes at
de tilhgrende grafer som naevnt lignede hinanden meget. Kun
20% af eleverne svarede rigtigt pa alle 6 delspgrgsmal i denne

opgave. Generelt var der ikke mange, der begrundede deres

Tabel | procent | Type
score
1. 52 Lin.
2. 56 Eksp.
3. 28 Eksp.
4, 44 Pot.
5. 48 Lin.
6. 20 Pot.

svar i opgave A4, for eksempel skrev elev T ingen begrundelse i selve opgave A4, men

havde til hver af graferne i A2 og hver af ligningerne i A3 udfyldt en tabel og kunne pa

den made komme frem til det korrekte resultet i alle seks delspgrgsmal af opgave A4.

Denne punktvise metode kraever ikke det store overblik, men den giver sikre resultater

uafhaengigt af elevens resultater i opgaverne A1-A3, da man undervejs ikke skal bruge

informationer om typen af sammenhang eller om monotoni. Det skal her bemarkes, at

elev T faktisk ikke havde besvaret alle spgrgsmal i opgaverne A1-A3 korrekt. En helt

anden metode blev brugt af elev M:

Tabel 3.

D.. =17
T
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Elev M besvarede alle opgaverne A1-A4 helt korrekt og viser her at han ved hjalp af
information om type og koordination af koefficienter, haeldning og
additive/multiplikative @ndringer lgser opgaven korrekt. Jeg vil kalde dette for den

globale metode, da man ikke behgver at aflese koordinatsat for at bruge metoden.

Det er muligt at et par andre elever end elev M brugte den globale metode i opgave A4,

men ingen andre har eksplicit nedskrevet det.

6.4.1 Koordination af graf og ligning (opgave 2, aflevering 16)
| opgave 2, aflevering 16 er der kun en enkelt elev ud af 13 (elev K), der bruger den
globale metode korrekt til at koordinere de tre grafer og ligning uden at foretage

ungdvendige udregninger af koordinatseet.

Ligning 1 y=4-2" Skriv svaret og en forklaring her:
T f . . X
GRAF A Ligning: y=b-Q
E)Fdff b-‘- ﬁ'Kdll'frlS e ¢k Y—C‘.KS(’..Q‘ ]D_w:q

a er stgrie end 1 - Voksende

Samine N @ng.

6.4.2 Fortolkning af koefficienten b i det numeriske og grafiske register

Udover at analysere elevernes besvarelse af opgaver som direkte handler om
koordination af registre, kan man ogsa fa et indblik i elevernes brug af koordination ved
at undersgge, om eleverne bruger fortolkningen af koefficienter til at vurdere

holdbarheden af lgsninger.

Elev U, som var den elev fra den nederste tredjedel af klassen, der blev udvalgt under
analysen af besvarelser fra den diagnostiske test, bruger i opgaverne B5 og B6 i prgven,
at b for en eksponentiel sammenhang er den y-koordinat, som harer til x-veerdien nul.

Men i opgaverne B1 og B2, hvor man skal udfylde en tabel henholdsvis tegne en graf ved

hjeelp af ligningerne y =4 og y=2-3%, er hun en af de elever som tror at 4° og 3° er
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nul, og grafen i opgave B2 starter derfor i Origo. | samme opgave har eleven korrekt
markeret, at b har verdien 2. Elev U ved altsa hvordan man finder b i tabeller for
eksponentielle sammenhange, men det er en paratviden om b, der ikke kan benyttes
fleksibelt i andre forbindelser. Med dagligdags sprog ville man sige, at denne elev ikke
har overblik, men med mit teoretiske grundlag kan man sige, at hun ikke koordinerer sin

viden i de tre registre.

6.4.3 Koordination af graf og tabel

Jeg har ingen data til at understgtte mine pastande, men vil blot naevne at det under
gennemgangen af opgave 6 i modul 6 om monotoniforhold var mit indtryk, at
hovedparten af klassen havde nemt ved at afgare om en givet tabel repraesenterede en
aftagende eller voksende sammenhang. Derimod havde nasten alle elever i klassen sveart
ved at udtale sig kvalitativt om grafen udelukkende ved at se pa en tabel. Iseer var der
problemer med at afgare om grafens haeldning voksede eller aftog, nar x-verdien voksede
og med at bruge en udvidelse af tabellen til at fortaelle noget om eventuelle
skeeringspunkter med akserne. Dette bekraefter hvad jeg skrev i afsnit 2.1 nemlig, at der
fra et kognitivt synspunkt er stor forskel pa at arbejde med skitser, som hgrer til i et
multifunktionelt register og med “eksakte” grafer, som hgrer til i et monofunktionelt

register.

6.5 Samlet konklusion af data-analysen

Naesten alle eleverne lzrte at arbejde med grafer, hvor x-aksen var lodret og med
ligninger, hvor x var isoleret, men kun fa elever kunne arbejde fleksibelt med akvivalens
af ligninger (jeevnfer afsnit 6.1). Ingen af de behandlede konversioner viste sig at veere
trivielle for alle eleverne, men elevernes manglende fortrolighed med de enkelte registre
var ogsa medvirkende til dette. Jeg vil fremhaeve elevernes manglende vilje til at bruge
det numeriske register, nar der skulle konverteres mellem det grafiske og symbolske
register (jeevnfer afsnit 6.3.6). | koordinationsopgaverne brugte nasten ingen elever en
global tilgang baseret pA monotoniforhold, men svarede enten slet ikke eller brugte en
punktvis tilgang baseret pa afleesning af koordinatset til enkelte punkter (jeevnfar afsnit

6.4). Om elevernes tilegnelse af covarians-tilgangen kan jeg konkludere, at samtlige
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elever i klassen hurtigt forstod at arbejde med additive og multiplikative endringer i
regelmaessige tabeller, men hvis tabellerne var uregelmaessige, hvis der skulle
interpoleres eller hvis et ”system” skulle afleeses pa en graf, sa havde en del af eleverne
sveert ved at falge med. Dette skyldes muligvis, at disse elever identificerede de fire typer
af variabelsammenhange med regelmeaessige tabeller (jeevnfer afsnit 6.2). Alt i alt beted
den valgte covarianstilgang dog, at ingen elever stod helt af i den farste del af forlgbet,
hvilket var en stor sejr i denne meget sprogligt orienterede klasse! Til gengaeld kunne
man pa de mange blanke besvarelser i de opgaver i den afsluttende prave, hvor der indgik

ligninger se, at mange af eleverne stod af i den sidste del af forlgbet (jeevnfar afsnit 6.3).

6.6 Elevernes evaluering af forlgbet

Da mit design var farste del af et to-delt forlab om variabelsammenhange (sidste halvdel

handlede om modellering), valgte jeg at lave en samlet evaluering for de to forlgb, men

hvor der var specifikke spgrgsmal om hver af forlgbets dele. Jeg vil her behandle fem af

spargsmalene og elevernes reaktioner (Hele evalueringsskemaet findes i Appendiks 4):

1. Beskriv med egne ord hvad en variabelsammenhang er.

2. Beskriv hvad der generelt er det sveaereste ved at arbejde med tabeller, ligninger og
grafer.

6. Hvor stort var dit udbytte af undervisningsmaterialet (noterne modul 1-11)?

7. Hvordan var opgavernes (opgaverne til modul 1 — 11) svaerhedsgrad?

11. Beskriv klassens indsats.

Spergsmal 1
Motivationen for at stille det farste spgrgsmal var falgende: Som jeg var inde pa i afsnit

3.7 bruger mange elever ikke den formelle definition af en funktion, men bruger i stedet
prototyper. Ved at fa eleverne til med egne ord at beskrive hvad en variabelsammenhang
er, gnskede jeg at fa indsigt i hvordan eleverne opfattede variabelsammenhange — uden at
jeg negdvendigvis regnede med at eleverne gav en pracis definition. Lidt over halvdelen
af eleverne (9 ud af 16) svarede, at en variabelsammenhzng er en sammenhang mellem

variable (eller tal), her er et par eksempler:
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e Har ik™ helt styr pa det. Men det er noget med forskellige sammenhange mellem
variabler!

e Hmm, den er sver (sammenhange mellem variabler)

e En specifik sammenhang mellem et seet tal. Der findes eksp, log, lin og potens.

e Ensammenhang mellem variable. Altsa et system, hvor en faktor stiger afhangigt

af hinanden.

De to farste eksempler tyder pa, at elevernes svar simpelt hen er et ordspil, som ikke
bunder i en matematisk definition. Det sidste eksempel er interessant, fordi der naevnes et
”system” og at “’en faktor stiger afhaengigt af hinanden.” Vendingerne “stiger” og
“afhaengigt af hinanden” viser at den anvendte covarians-tilgang har sat sine spor hos
denne elev, men det er sveert at vide, om eleven bruger ordet ”system” som et sa&t af
additive/multiplikative &ndringer, eller om et system bare bruges synomymt med ordet
sammenhang. To andre elever brugte ordet system i den sidstnaevnte betydning:

e Ensammenhang mellem x og y (et system) Ex. y=ax+b

e Det er en sammenhang eller et system mellem x og y, der forteller

sammenhangen mellem de 2 i en ligning

Kun to elever naevnte eksplicit ligningen som det centrale element i en
variabelsammenhang, og fire elever svarede slet ikke. Hvad kan man konkludere? Da jeg
ikke spurgte efter en definition, men bare en beskrivelse med egne ord, kan jeg ikke med
sikkerhed konkludere, at kun 2 af de 16 elever var i stand til at definere en
variabelsammenhang som en ligning pa samme made som jeg selv gjorde i starten af
forlgbet. Men usikkerheden hos eleverne og tendensen til at svare ved hjeelp af et ordspil
eller eksempler giver et indtryk af, at mange af eleverne bare bruger ordet
”variabelsammenhang” som en overskrift for det forlgb, vi var igennem, og ikke som et

matematisk begreb, der kan defineres.

Spergsmal 2 (det sveereste ved forlgbet?)
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11 elever ud af 16 navnte ligninger som det svareste ved forlgbet, heraf nevnte tre
elever specifikt at det svaereste var at finde en ligning til en graf. To elever nevnte

logaritmer som det sveereste ved forlgbet.

Spergsmal 6 (noterne)

13 ud af 16 elever udtrykte sig positivt heraf flere endda meget positiv om noterne til
modul 1 til 11, her er et par eksempler:

e Jeg synes noterne var en stor hjelp. Nogle gange skulle man lige laese dem
igennem et par gange. Men alt i alt var det rigtig god supplement til
undervisningen.

e Rigtig godt, man far et godt overblik

e Det var rart med noterne. Men vi ville nok fa mere ud af det, hvis vi selv lavede de

noter.

Den sidste kommentar bekraefter hvad jeg selv observerede i timerne nemlig, at flere
elever undlod at lave egne notater, fordi de fik udleveret et komplet st noter til hvert
modul. Dette kan vere en ulempe ved den valgte fremgangsmade med udlevering af
noter til hvert modul, men en anden elev beskriver her en fordel:

e Har super mange noter! Og der er orden i dem fordi vi fik i de der ark i noter osv.
De udleverede noter gav altsa eleverne mulighed for at fa en god struktur i deres egne
notater.

Spegrgsmal 7 (opgaverne)

7 ud af 16 elever beskriver svaerhedsgraden som varierende eller meget varierende, men
kun to elever syntes at opgaverne var for nemme og kun to elever syntes at opgaverne var
for sveere. Der var en tendens til at fremhave den stigende sverhedsgrad:

e Maske lidt for kraevende til sidst

e Passende. Startede nemt, blev gradvist sveaerere

e Det var ret nemt i starten og sa blev det lidt udfordrene til sidst

Spergsmal 11 (Klassens indsats)
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Grunden til at jeg tager klassens indsats op er, at elevernes resultater i prgverne i hgj grad
afhanger af hvordan arbejdsmiljget har vaeret i klassen. 9 ud af 16 elever beskrev
klassens indsats som darlig eller utilstraekkelig og resten beskrev indsatsen som okay eller
at det var individuelt hvor meget man fik ud af det. Ingen skrev at klassen havde klaret
det godt.

6.7 Konklusion om forlgbets sveerhedsgrad og nogle forbedringsforslag

Det fremgik af elevernes besvarelser af den afsluttende prgve og af
evalueringsskemaerne, at mange af eleverne i klassen stgdte pa store problemer i den
sidste del af forlgbet, hvor der indgik ligninger, men at svaerhedsgraden indtil da var
passende. Omkring en handfuld af eleverne havde endda en form for "lignings-
blokering,” som kunne afleeses i form af en masse blanke besvarelser til opgaverne om
lignnger. Det er ikke sikkert, at man pa den tid der var til radighed ville veere i stand til at
mindske problemet med ligninger, men her er tre forbedringsforslag til en hypotetisk
gentagelse af forlgbet med den samme forsggsklasse.

1. Brug mere tid pa generelle egenskaber ved det symbolske register far forlgbets start.
2. Brug mere tid pa den sidste del af forlgbet.

3. Skeer nogle af setningerne om konversion fra tabel til ligning veek.

Det farste forslag haenger sammen med, at det ene modul, der blev brugt pa symmetri og
&kvivalens, ikke gav udslag i hgje succesrater til testen og praven i disse opgavetyper.
Men da nogle af elevernes problemer i det symbolske register stikker meget dybt - for
eksempel tyder mine resultater pa, at flere elever ikke opfatter lighedstegnet som et
akvivalenssymbol - er det ikke sikkert, at man reelt ville kunne spore en forbedring efter
fa moduler. Maske burde man i virkeligheden starte med at bruge meget laengere tid pa de
enkelte registre end jeg gjorde? Eller vil det bare fare til kedsomhed hos de elever, som

ikke har problemer med de matematiske forudsetninger?
Problemet med det andet forslag er, at fordelene ved en covarians-tilgang med

udgangspunkt i det numeriske register forsvinder, hvis man alligevel bruger starstedelen

af tiden pa ligninger. Derfor er det tredje forslag efter min mening bedre end det andet
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forslag. De seetninger, hvor to punkter er givet og man finder ligningen for en givet type
af sammenhang, kunne man eventuelt fjerne, da man i opgavelgsningen altid kan ngjes
med at bruge de seetninger, hvor et punkt og et system giver ligningen. Desuden kan
ligningen for en logaritmisk sammenhang nedtones. Dog Vil jeg understrege, at jeg ikke
fortryder, at jeg medtog disse satninger, idet lidt under en tredjedel af forsggsklassen
som navnt havde et meget hgjere abstraktionsniveau end de andre elever, og havde brug
for udfordringer. Maske burde man have gjort det klart for eleverne, at visse af

se&tningerne og beviserne var valgfrie?

6.8 Reproducérbarhed af forlgbet

Jeg har i dette speciale lavet et design, der var henvendt til en klasse, der havde
matematik pa C-niveau, hvor de fleste elever ikke havde ambitioner indenfor matematik
og hvor mange af eleverne havde huller i deres grundleeggende matematiske
forudseetninger fra folkeskolen. Derfor ville den forste del af forlgbet sandsynligvis give
for fa udfordringer, hvis man valgte at prgve det af pa en meget naturvidenskabeligt
orienteret klasse: Den diagnostiske test og opgaverne om symmetri ville sikkert veere en
trivialitet og mange af de indledende opgaver, hvor for eksempel tabeller pa simpel vis
skulle udvides, ville sikkert kede eleverne. Dermed mener jeg ikke ngdvendigvis, at den
valgte covariation-tilgang er uegnet til en naturvidenskabeligt orienteret klasse. Hvis man
leegger veaegten over pa den sidste del af mit design og gar mere i dybden med
monotoniforhold, omvendte sammenhange, logaritmer samt bevisfgrelse, og desuden gar
mere i dybden med interpolation, er der efter min mening rigeligt med matematik at tage
fat pa. En af de ting, som jeg har leert af at dette speciale er, at selv matematik, som man i
lang tid har opfattet som “bgrneleerdom,” kan indeholde et hav af facetter og en
matematisk dybde, hvis man bruger tid pa at ga i dybden med det.

Konklusionen er, at forlgbet ikke kan genanvendes i sin nuvarende form til alle 1.G-
klasser, men at man med fa eller ingen @&ndringer kan genanvende forlgbet til en typisk
C-niveau klasse, som har lave ambitioner og hullede forudseatninger, mens man ved at
leegge vaegten pa den sidste del af forlgbet kan genanvende hovedparten af forlgbet til

mere ambitigse 1.G - klasser.
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Efter min opfattelse viste afpravningen af designet, at det fra et matematisk synspunkt
kan lade sig gare at definere linezre, eksponentielle, logaritmiske og potens-
sammenhange ved hjelp additive og multiplikative endringer i tabeller, derefter at
behandle grafer og til sidst ligninger, sadan at man samlet set far et afrundet og
indholdsrigt forlgb. Med dette matematiske fundament som springbrat ville det veere
interessant at ga videre med at tilfgje modelleringsdimensionen til forlgbet pa et tidligt
tidspunkt, sadan at den komparative dimension af &ndringsbegrebet belyses. Opgaven
om Doctordriver i den farste aflevering tydede pa, at det er muligt at lave meningsfyldte
modelleringsopgaver uden at inddrage det symbolske register, og idéen med at lade IT-

hjeelpemidler styrke den komparative dimension af endringsbegrebet virker tiltalende.

6.9 Konklusion

| dette speciale har jeg designet et undervisningsforlgb om variabelsammenhange i
gymnasiets matematikundervisning pa C-niveau. | Kapitel 2 beskrev jeg Duvals teori om
semiotiske repraesentationer, som kort sagt handler om de forskellige systemer af tegn i
matematikken og deres betydning for elevernes opfattelse af matematikken. Jeg
pointerede, at jeg ikke ville bruge Duvals teori til design af de enkelte timer i
undervisningsforlgbet, men snarere til at give en overordnet struktur af designet. | a
priori analysen i kapitel 3 behandlede jeg mulighederne og begraensningerne ved tabeller,
grafer og ligninger for funktioner, elevernes typiske misforstaelser af funktionshegrebet
og skelnede mellem to mader at gribe funktionsbegrebet an pa i undervisningen: En
strukturel korrespondance-tilgang eller veekstbaseret covarians-tilgang. Da de
karakteristiske vaekstegenskaber for linezre, eksponentielle og potens-sammenhange
fremhaeves i en covarians-tilgang baseret pa additive og multiplikative a&ndringer af
variable, og da dette ville give mulighed for at tage fokus veek fra det problematiske
symbolske register, valgte jeg at basere undervisningsforlgbet pa en covarians-tilgang.
Jeg lavede i kapitel 4 en diagnostisk test, som skulle undersgge elevernes forudsatninger
med at arbejde med tabeller, grafer og ligninger, og som gav mig idéer, som blev brugt til
at designe selve opgaverne og undervisningsmaterialet i kapitel 5. Den grundleggende

idé i designet var at definere lineare, eksponentielle, logaritmiske og potens-
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sammenhange ved hjeelp af gentagne additive og multiplikative @ndringer af x og y i
tabeller. Grafer blev inddraget pa et tidligt stadie, men behandlingen af ligninger blev
udskudt. Ved pa denne made at forfremme tabeller til dynamiske repraesentationer, kan
hovedparten af pensum om variabelsammenhange inklusiv monotoniforhold og
fordoblingstid behandles pa stringent vis uden brug af ligninger. Min a posteriori analyse
I kapitel 6 viste, at identifikationen af typer af variabelsammenhange med bestemte
regelmaessige tabeller ikke var uproblematisk og at en del elever havde problemer med
selv simple konversioner, men at covarians-tilgangen trods alt gav alle elever i klassen en
chance for at fglge med i undervisningen. Fra et matematisk synspunkt fungerede
forlgbet tilfredsstillende, og det kan med mindre justeringer sagtens bruges igen — selv til
mere ambitigse og matematisk orienterede gymnasieklasser end den anvendte

forsagsklasse.
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8 Oversigt over Appendiks og Bilag

8.1

Oversigt over Appendiks

Appendiks har sin egen indholdsfortegnelse, her vises hovedpunkterne:

1.

8.2

2
3
4.
5
6

Den diagnostiske test

. Opgaver

Undervisningsmateriale

Evalueringsskema

. Oversigt over bilag

Den afsluttende prove

Oversigt over Bilag

Bilagene bestar farst og fremmest af scanninger af elevernes besvarelser til nogle af

opgaverne. Bilagets nummer angiver sammen med en elevs bogstav en konkret

besvarelse. For eksempel angiver Bilag 2.A elev A’s besvarelse af opgaverne i bilag 2.

Bilag 1: Udvalgte elevbesvarelser til opgaverne i modul 1
Bilag 2: Samtlige elevbesvarelser til den farste aflevering
Bilag 3: Samtlige elevbesvarelser til den anden aflevering
Bilag 4: Samtlige elevbesvarelser til test modul 4

Bilag 5: Samtlige elevbesvarelser til den afsluttende prove
Bilag 6: Regneark med besvarelser af den diagnostiske test
Bilag 7: Regneark med optalling for test modul 4

Bilag 8: Regneark med optalling for den farste aflevering
Bilag 9: Regneark med optalling for den anden aflevering

Bilag 10: Regneark med optalling for den afsluttende prave
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